
На правах рукописи

Тихонова Галина Александровна

Некоторые классы интегральных операторов и уравнений с
однородными ядрами

1.1.1. — Вещественный, комплексный и функциональный анализ

АВТОРЕФЕРАТ
диссертации на соискание ученой степени
кандидата физико-математических наук

Ростов-на-Дону — 2026



Работа выполнена на кафедре дифференциальных и интегральных уравнений Фе-
дерального государственного автономного образовательного учреждения высшего об-
разования «ЮЖНЫЙ ФЕДЕРАЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ»

Научный руководитель: Авсянкин Олег Геннадиевич
доктор физико-математических наук, доцент,
ФГАОУ ВО «Южный федеральный университет»,
г. Ростов-на-Дону

Официальные оппоненты: Пасенчук Александр Эдуардович
доктор физико-математических наук, профессор,
ФГБОУ ВО «Южно-Российский государственный поли-
технический университет (Новочеркасский политехниче-
ский институт) им. М. И. Платова», г. Новочеркасск, про-
фессор кафедры «Прикладная математика»

Солдатов Александр Павлович
доктор физико-математических наук, профессор,
ФГБОУ ВО «Национальный исследовательский универ-
ситет “Московский энергетический институт”», г. Москва,
профессор кафедры «Высшая математика»

Защита диссертации состоится 22 декабря 2026 года в 17:00 на заседании диссертаци-
онного совета ЮФУ801.01.21 на базе Южного федерального университета по адресу:
344090, г. Ростов-на-Дону, ул. Мильчакова 8А, ауд. 211.

С диссертацией можно ознакомиться в Зональной научной библиотеке Южного фе-
дерального университета по адресу: г. Ростов-на-Дону, ул. Зорге, 21-ж и на сайте
https://hub.sfedu.ru/diss/show/1357257/

Автореферат разослан “ ” 2026 года.

Отзыв (с указанием ФИО (полностью), ученой степени со специальностью, звания,
организации, подразделения, должности, адреса, телефона, e-mail, даты) с заверенной
подписью рецензента и печатью учреждения просим направлять в 2 экз. ученому сек-
ретарю диссертационного совета ЮФУ801.01.21 по адресу: 344090, г. Ростов-на-Дону,
ул. Мильчакова 8А, а также в формате pdf – на e-mail: vngovoruhin@sfedu.ru

Ученый секретарь
диссертационного совета Говорухин В.Н.



Общая характеристика работы

Актуальность темы. В данной диссертационнной работе основными
объектами исследования являются многомерные интегральные операторы
с однородными ядрами.

Интегральные операторы и уравнения с однородными ядрами занимают
весьма важное место в современной математике и её приложениях.

Первые результаты в этом направлении были получены Г. Харди и
Дж. Литтлвудом, которые рассматривали интегральные операторы с одно-
родными степени (−1) ядрами, действующие в пространстве 𝐿𝑝(R1). Впо-
следствии этот класс операторов исследовался в трудах Л. Г. Михайлова,
Н. К. Карапетянца и С. Г. Самко и некоторых других авторов. Важную
роль здесь сыграла тесная связь одномерных интегральных операторов с
однородными ядрами и операторов свёртки с суммируемыми ядрами, что
позволило применять известные результаты для свёрточных операторов
при анализе операторов с однородными ядрами.

Многомерные интегральные операторы с однородными степени (−𝑛)
ядрами, действующие в пространствах 𝐿𝑝(R𝑛), стали предметом глубоких
исследований в конце 1960-х — начале 1970-х годов. Интерес к ним был
обусловлен, прежде всего, задачами, связанными с исследованием эллип-
тических уравнений вида

Δ𝑢+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘(𝑥)

|𝑥|
𝑢′𝑥𝑘

+
𝑏(𝑥)

|𝑥|2
𝑢 = 0

в областях, содержащих точку 𝑥 = 0. С другой стороны, И.Б. Симоненко в
своей работе1 рассмотрел класс абстрактных однородных операторов, т. е.
операторов, коммутирующих со всеми операторами растяжения. К этому
классу, в частности, относятся интегральные операторы с однородными
ядрами.

В 1960-е — 1970-е годы в работах Л. Г. Михайлова были установлены
достаточные условия ограниченности многомерных интегральных опера-
торов в различных функциональных пространствах. Кроме того, им была
предложена схема исследования нетеровости и вычисления индекса для
данных операторов. Подчеркнем, что в работах Л. Г. Михайлова рассмат-

1Симоненко, И. Б. Новый общий метод исследования линейных операторных уравнений типа
сингулярных интегральных уравнений. II / И. Б. Симоненко // Изв. АН СССР. Сер. матем. – 1965. –
Т. 29. – №4. – С.757-782.
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ривались ядра, инвариантные относительно группы вращений простран-
ства R𝑛.

Идеи, заложенные Л. Г. Михайловым, получили дальнейшее развитие в
исследованиях Н.К. Карапетянца. Им были установлены достаточные, а в
случае неотрицательного ядра и необходимые условия ограниченности опе-
раторов с однородными ядрами в 𝐿𝑝–пространствах, в предположении, что
ядро не является инвариантным относительно группы вращений. Кроме
того, Н. К. Карапетянц рассмотрел интегральные операторы с однородны-
ми ядрами и переменными коэффициентами, выделив достаточно широкие
классы коэффициентов, обеспечивающих компактность таких операторов.
Основные результаты этих исследований позднее вошли в его докторскую
диссертацию, а затем в монографию2 .

В последние 20—30 лет исследования интегральных операторов с од-
нородными ядрами стали особенно интенсивными. В основном они затра-
гивали операторы с инвариантными относительно всех вращений ядрами.
Эта тематика развивается в нескольких направлениях.

Первое направление связано с исследованием банаховых алгебр, порож-
даемых многомерными интегральными операторами с однородными ядра-
ми. Данное направление получило развитие в работах О. Г. Авсянкина,
Н. К. Карапетянца и В. М. Деундяка. Для таких алгебр построено сим-
вольное исчисление, позволившее установить необходимые и достаточные
условия нетеровости и/или обратимости операторов, а также получить
формулы для вычисления их индекса.

Другое направление — это исследование применимости проекционных
методов к многомерным интегральным операторам с однородными и биод-
нородными ядрами (О. Г. Авсянкин, В.М. Деундяк). В рамках данного на-
правления также изучалось предельное поведение спектральных характе-
ристик (спектров, псевдоспектров и сингулярных значений) «усечённых»
операторов.

Еще одно направление исследований связано с изучением асимптотиче-
ского поведения решений интегральных уравнений второго рода с одно-
родными ядрами. Некоторые результаты этих исследований отражены в
работах О. Г. Авсянкина, М. В. Цалюк.

Отдельный интерес представляют исследования интегральных операто-
2Karapetiants, N. K. Equations with Involutive Operators / N.Karapetiants, S. Samko. – Boston, MA:

Birkhäuser, 2001. – P. xxii+427.
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ров с однородными ядрами в различных функциональных пространствах,
отличных от пространств Лебега. В работах А. В. Гиля, Б. И. Голубова
и Н. К. Карапетянца такие операторы рассматривались в пространствах
𝐵𝑀𝑂 и 𝑉𝑀𝑂. В статьях С. М. Умархаджиева интегральные операторы с
однородными ядрами рассматривались в гранд-пространствах Лебега, а в
статьях О. Г. Авсянкина, C. C. Ашихмина и Н. Г. Самко — в пространствах
типа Морри.

На рубеже 2010-х годов В. М. Деундяк и его ученики начали изучение
многомерных интегральных операторов с однородными ядрами компакт-
ного типа. Эти ядра не являются инвариантными относительно группы
вращений. Для исследования нетеровости вышеупомянутых операторов
применялся операторнозначный символ, который строился с использова-
нием изоморфизма подобия между операторами с однородными ядрами
компактного типа и операторами свёртки с компактными коэффициента-
ми.

Завершая краткий исторический обзор, отметим, что устойчивый ин-
терес к интегральным операторам с однородными ядрами в значительной
степени обусловлен междисциплинарными связями. Такие операторы воз-
никают в некоторых вопросах механики, при исследовании краевых задач
теории аналитических функций, в дифференциальной геометрии и в об-
щей теории линейных однородных операторов. Они также играют ключе-
вую роль в исследовании мультипликативных дискретных свёрток.

Цель работы. Целью данной диссертационной работы является на-
хождение условий ограниченности, компактности и нетеровости некото-
рых классов многомерных интегральных операторов с однородными ядра-
ми в обычных и весовых пространствах Лебега, а также построение реше-
ний интегральных уравнений с радиальными однородными ядрами.

Методы исследования. Используются методы функционального анали-
за и гармонического анализа, а также методы теории банаховых алгебр.
Кроме того, использованы специальные подходы исследования интеграль-
ных операторов с однородными ядрами.

Научная новизна. Результаты, выносимые на защиту, являются но-
выми и получены автором самостоятельно.

Основные положения, выносимые на защиту
1) Получены достаточные условия ограниченности многомерных инте-

гральных операторов с однородными степени (−𝑛) ядрами в весовых про-
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странствах Лебега с радиальным весом. В случае, когда ядро интегрально-
го оператора неотрицательно, также получены необходимые условия огра-
ниченности.

2) Получены достаточные условия компактности в весовых простран-
ствах Лебега с радиальным весом операторов, являющихся произведением
интегрального оператора с однородным степени (−𝑛) ядром и оператора
умножения на существенно ограниченную функцию.

3) Найдены условия ограниченности и компактности в пространствах
Лебега многомерных интегральных операторов с однородными степени 𝛼
ядрами, где 𝛼 ̸= −𝑛.

4) Получен критерий нетеровости и формула для вычисления индек-
са операторов из банаховой алгебры, порожденной вольтерровскими инте-
гральными операторами, ядра которых однородны степени (−𝑛) и инвари-
антны относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑛), и операторами умножения
на непрерывные функции.

5) Найдены формулы точных решений для некоторых классов много-
мерных интегральных уравнений с однородными степени (−𝑛) радиаль-
ными ядрами.

Теоретическая ценность и практическая значимость. Получен-
ные результаты относятся к области фундаментальных исследований. Они
могут быть использованы для исследования многомерных интегральных
уравнений с однородными ядрами, возникающих в некоторых задачах ма-
тематической физики, теории потенциала и теории дифференциальных
уравнений с частными производными.

Апробация работы. Результаты настоящего исследования были пред-
ставлены на следующих конференциях и семинарах:

∙ XXVIII и XXXI международные научные конференции «Математика.
Экономика. Образование» (Новороссийск, 2022, 2025);

∙ XVIII и XX Владикавказская молодежная математическая школа
(Владикавказ, 2023, 2025);

∙ международная научная конференция «Modern Methods, Problems
and Applications of Operator Theory and Harmonic Analysis – XV» (Ростов–
на–Дону, 2025);

∙ семинар кафедры дифференциальных и интегральных уравнений Ин-
ститута математики, механики и компьютерных наук ЮФУ (руководители
семинара — О. Г. Авсянкин и А. Н. Карапетянц).
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Публикации и личный вклад автора. Основные результаты дис-
сертационного исследования изложены в 8 публикациях: [1], [2], [3], [4], [5],
[6], [7], [8]. Работы [1], [2] опубликованы в журнале, входящем в Перечень
ВАК РФ. Статьи [3], [4] и [5] входят в базу данных международных ин-
дексов научного цитирования Scopus. Статьи [6], [7] и [8] опубликованы в
материалах конференций.

Статьи [1], [2], [3], [4] и [5] опубликованы в соавторстве с научным руко-
водителем. В этих работах О. Г. Авсянкину принадлежат постановка задач,
указание методов исследования и общее руководство. Автору диссертации
принадлежат формулировки и доказательства всех результатов.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит
из введения, четырех глав, заключения, списка условных обозначений и
списка литературы, содержащего 69 наименований. Объем работы состав-
ляет 119 страниц.

Благодарности. Автор искренне благодарит своего научного руково-
дителя Олега Геннадиевича Авсянкина за чуткое наставничество, создание
исключительно дружелюбной атмосферы общения и теплую поддержку.

Диссертационная работа выполнена при поддержке Регионального на-
учно-образовательного математического центра ЮФУ, соглашение Мино-
брнауки России № 075-02-2026-1316.

Содержание работы

Первая глава диссертации посвящена исследованию ограниченности
и компактности в весовом пространстве 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤) оператора 𝐾 вида

(𝐾𝜙)(𝑥) =

∫︁
R𝑛

𝑘(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛, (1)

где функция 𝑘(𝑥, 𝑦) определена на R𝑛×R𝑛 (здесь и далее 𝑛 ⩾ 2), измерима
и однородна степени (−𝑛), т. е.

𝑘(𝛼𝑥, 𝛼𝑦) = 𝛼−𝑛𝑘(𝑥, 𝑦), ∀𝛼 > 0. (2)

Пространство 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, — это пространство (классов) изме-
римых комплекснозначных функций с нормой

‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛,𝑤) = ‖𝑓‖𝑝,𝑤 =

(︂∫︁
R𝑛

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑤(|𝑥|) 𝑑𝑥
)︂1/𝑝

, 1 ⩽ 𝑝 <∞,
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‖𝑓‖𝐿∞(R𝑛,𝑤) = ‖𝑓‖∞,𝑤 = ess sup
𝑥∈R𝑛

|𝑓(𝑥)|𝑤(|𝑥|),

где 𝑤 : R+ → R+ — измеримая функция. Положим 𝑝′ = 𝑝/(𝑝− 1).
В параграфе 1.1 исследуется ограниченность оператора 𝐾 в простран-

стве 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤). Рассмотрим функцию

𝑤*(𝑡) = sup
𝑠>0

𝑤(𝑡𝑠)

𝑤(𝑠)
,

которая называется растяжением функции 𝑤(𝑡). Имеет место

Теорема 1. Пусть 1 ⩽ 𝑝 <∞ и пусть ядро 𝑘(𝑥, 𝑦) оператора 𝐾 удовле-
творяет условию (2), а также условиям:

𝜅1 = ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
R𝑛

|𝑘(𝜎, 𝑦)||𝑦|−𝑛/𝑝
(︀
𝑤*(1/|𝑦|)

)︀1/𝑝
𝑑𝑦 <∞,

𝜅2 = ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
R𝑛

|𝑘(𝑥, 𝜎)||𝑥|−𝑛/𝑝′
(︀
𝑤*(|𝑥|)

)︀1/𝑝
𝑑𝑥 <∞,

где S𝑛−1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| = 1}.
Тогда оператор 𝐾 ограничен в пространстве 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤), причем

‖𝐾𝜙‖𝑝,𝑤 ⩽ 𝜅
1/𝑝′

1 𝜅
1/𝑝
2 ‖𝜙‖𝑝,𝑤.

Данная теорема обобщает результат работы С. М. Умархаджиева3, где
дополнительно требовалось, чтобы ядро было инвариантным относительно
всех вращений пространства R𝑛.

Кроме того показано, что если ядро 𝑘(𝑥, 𝑦) оператора 𝐾 удовлетворяет
условию

𝜅∞ = ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
R𝑛

|𝑘(𝜎, 𝑦)|𝑤*(1/|𝑦|) 𝑑𝑦 <∞,

то оператор 𝐾 ограничен в пространстве 𝐿∞(R𝑛, 𝑤).
Для случая неотрицательного ядра получены необходимые условия огра-

ниченности оператора 𝐾 в 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤), а именно:

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, функция 𝑘(𝑥, 𝑦) однородна степени (−𝑛)
и неотрицательна, и оператор 𝐾 ограничен в пространстве 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤).

3Умархаджиев, С. М. Интегральные операторы с однородными ядрами в гранд-пространствах
Лебега / С.М.Умархаджиев // Матем. заметки. – 2017. – 102:5. – C. 775–788.
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Тогда выполнены условия∫︁
S𝑛−1

𝑑𝜎

∫︁
R𝑛

𝑘(𝜎, 𝑡)|𝑡|−𝑛/𝑝
(︀
𝑤*(|𝑡|)

)︀−1/𝑝
𝑑𝑡 <∞,

∫︁
S𝑛−1

𝑑𝜎

∫︁
R𝑛

𝑘(𝑡, 𝜎)|𝑡|−𝑛/𝑝′
(︀
𝑤*(1/|𝑡|)

)︀−1/𝑝
𝑑𝑡 <∞.

Если ядро 𝑘(𝑥, 𝑦) инвариантно относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑛),
т. е. удовлетворяет условию

𝑘(𝜔(𝑥), 𝜔(𝑦)) = 𝑘(𝑥, 𝑦), ∀𝜔 ∈ 𝑆𝑂(𝑛), (3)

то необходимые условия ограниченности упрощаются и принимают вид∫︁
R𝑛

𝑘(𝑒1, 𝑡)|𝑡|−𝑛/𝑝
(︀
𝑤*(|𝑡|)

)︀−1/𝑝
𝑑𝑡 =

∫︁
R𝑛

𝑘(𝑡, 𝑒1)|𝑡|−𝑛/𝑝′
(︀
𝑤*(1/|𝑡|)

)︀−1/𝑝
𝑑𝑡 <∞,

где 𝑒1 = (1, 0, . . . , 0).
Показано, что в случае степенных весов полученные результаты согла-

суются с известными классическими утверждениями.
В параграфе 1.2 исследуется компактность в пространстве 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤)

операторов вида 𝑀𝑎𝐾 и 𝐾𝑀𝑎, где 𝐾 — оператор вида (1), 𝑀𝑎 — оператор
умножения на функцию 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛). При этом требуется, чтобы ядро
𝑘(𝑥, 𝑦) было инвариантным относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑛), т. е.,
выполнялось условие (3), а также удовлетворяло условию∫︁
R𝑛

|𝑘(𝑒1, 𝑦)||𝑦|−𝑛/𝑝
(︀
𝑤*(1/|𝑦|)

)︀1/𝑝
𝑑𝑦 =

∫︁
R𝑛

|𝑘(𝑥, 𝑒1)||𝑥|−𝑛/𝑝′
(︀
𝑤*(|𝑥|)

)︀1/𝑝
𝑑𝑥 <∞.

(4)
Определим функцию 𝒦(𝑤, 𝑠, ℎ) равенством

𝒦(𝑤, 𝑠, ℎ) =

∫︁
R𝑛

⃒⃒⃒
𝑘(𝑒1, 𝑡+ℎ)

(︁ 𝑤(𝑠|𝑡|)
𝑤(𝑠|𝑡+ ℎ|)

)︁1/𝑝

−𝑘(𝑒1, 𝑡)
⃒⃒⃒
|𝑡|−𝑛/𝑝

(︀
𝑤*(1/|𝑡|)

)︀1/𝑝
𝑑𝑡,

где 𝑠 > 0 и ℎ ∈ R𝑛.
Будем говорить, что функция 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛) принадлежит классу𝐵sup

0,0 (R𝑛),
если

lim
𝑁→∞

ess sup
|𝑥|>𝑁

|𝑎(𝑥)| = lim
𝑁→∞

ess sup
|𝑥|<1/𝑁

|𝑎(𝑥)| = 0.

Основным результатом этого параграфа является следующая теорема.
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Теорема 3. Пусть ядро 𝑘(𝑥, 𝑦) оператора 𝐾 удовлетворяет условиям
(2), (3), (4), и для любого 𝑠0 > 0 справедливо равенство

lim
ℎ→0

sup
𝑠∈(0,𝑠0)

𝒦(𝑤, 𝑠, ℎ) = 0. (5)

Тогда, если 𝑎 ∈ 𝐵sup
0,0 (R𝑛), то оператор 𝑀𝑎𝐾 компактен в пространстве

𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤).
Следует отметить, что условие (5) весьма сложно проверяется на прак-

тике. Поэтому важно выделить случаи, когда оно может быть легко про-
верено, либо выполнено автоматически. В частности, условие (5) автома-
тически выполнено для степенного веса 𝑤(|𝑥|) = |𝑥|𝛼.

Далее рассмотрим весовую функцию 𝑤(|𝑥|), удовлетворяющую условию

lim
ℎ→0

sup
𝑥∈R𝑛

⃒⃒⃒ 𝑤(|𝑥|)
𝑤(|𝑥+ ℎ|)

− 1
⃒⃒⃒
= 0. (6)

Справедливо следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть весовая функция 𝑤(|𝑥|) удовлетворяет условию (6),
а ядро 𝑘(𝑥, 𝑦) оператора 𝐾 удовлетворяет условиям (2), (3), (4) и кроме
того

lim
ℎ→0

∫︁
R𝑛

|𝑘(𝑒1, 𝑦 + ℎ)− 𝑘(𝑒1, 𝑦)||𝑦|−𝑛/𝑝
(︀
𝑤*(1/|𝑦|)

)︀1/𝑝
𝑑𝑦 = 0. (7)

Тогда, если 𝑎 ∈ 𝐵sup
0,0 (R𝑛), то оператор 𝑀𝑎𝐾 компактен в 𝐿𝑝(R𝑛, 𝑤).

В заключительной части параграфа аналогичные результаты получены
для операторов вида 𝐾𝑀𝑎. Это достигается с использованием свойств со-
пряжённых операторов и позволяет получить симметричную теорию ком-
пактности для обоих типов композиций операторов.

Вторая глава диссертации посвящена исследованию интегральных опе-
раторов с однородными степени 𝛼 (𝛼 ̸= −𝑛) ядрами в пространствах Ле-
бега и в пространствах непрерывных функций.

В параграфе 2.1 изучается ограниченность и компактность интеграль-
ных операторов с однородными степени 𝛼 ядрами в пространствах 𝐿𝑝(B𝑛)

и 𝐿𝑝(∁B𝑛), где B𝑛 и ∁B𝑛 — замкнутый единичный шар в R𝑛 и его дополне-
ние соответственно.

В пространстве 𝐿𝑝(B𝑛) рассматривается интегральный оператор

(𝐻𝜙)(𝑥) =

∫︁
B𝑛

ℎ(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦, (8)
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где функция ℎ(𝑥, 𝑦) определена на R𝑛×R𝑛, измерима и однородна степени
𝛼 (𝛼 ∈ R), т. е.

ℎ(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆𝛼ℎ(𝑥, 𝑦), 𝜆 > 0. (9)

Прежде всего устанавливаются условия на показатель однородности 𝛼,
необходимые для ограниченности этого оператора. А именно показано, что
если оператор 𝐻 ограничен в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛), то 𝛼 ⩾ −𝑛.

Аналогично показано, что условие 𝛼 ⩽ −𝑛 является необходимым для
ограниченности оператора

(ℋ𝜓)(𝑥) =
∫︁
∁B𝑛

ℎ(𝑥, 𝑦)𝜓(𝑦) 𝑑𝑦, (10)

в пространстве 𝐿𝑝(∁B𝑛).
Опираясь на полученные необходимые условия, устанавливаются доста-

точные условия ограниченности рассматриваемых операторов.

Теорема 4. Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, а функция ℎ(𝑥, 𝑦) однородна степени 𝛼,
где 𝛼 ⩾ −𝑛, и удовлетворяет следующим условиям:

κ1 = ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
R𝑛

|ℎ(𝜎, 𝑡)| |𝑡|−𝑛/𝑝 𝑑𝑡 <∞, (11)

κ2 = ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
R𝑛

|ℎ(𝑡, 𝜎)| |𝑡|−𝑛/𝑝′−𝛼−𝑛 𝑑𝑡 <∞. (12)

Тогда оператор 𝐻 вида (8) ограничен в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛), причем

‖𝐻𝜙‖𝐿𝑝(B𝑛) ⩽ κ1/𝑝′

1 κ1/𝑝
2 ‖𝜙‖𝐿𝑝(B𝑛).

Если функция ℎ(𝑥, 𝑦) инвариантна относительно группы вращений, то
интегралы в формулах (11) и (12) не зависят от 𝜎. Соответственно условия
(11) и (12) упрощаются и принимают вид

κ =

∫︁
R𝑛

|ℎ(𝑒1, 𝑡)| |𝑡|−𝑛/𝑝 𝑑𝑡 =

∫︁
R𝑛

|ℎ(𝑡, 𝑒1)| |𝑡|−𝑛/𝑝′−𝛼−𝑛 𝑑𝑡 <∞. (13)

Во второй части параграфа рассматриваются вопросы компактности
интегральных операторов с однородными степени 𝛼 ̸= −𝑛 ядрами.
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Теорема 5. Пусть 1 < 𝑝 ⩽ ∞, функция ℎ(𝑥, 𝑦) однородна степени 𝛼, где
𝛼 > −𝑛, и удовлетворяет условиям (11) и (12), а также условиям

lim
𝜏→0

ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
R𝑛

|ℎ(𝜎, 𝑡+ 𝜏)− ℎ(𝜎, 𝑡)| |𝑡|−𝑛/𝑝 𝑑𝑡 = 0,

lim
𝑁→∞

ess sup
𝜎∈S𝑛−1

∫︁
|𝑡|>𝑁

|ℎ(𝜎, 𝑡)| |𝑡|−𝑛/𝑝 𝑑𝑡 = 0.

Тогда оператор 𝐻 вида (8) компактен в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛).
В частности показано, что если функция ℎ(𝑥, 𝑦) кроме того инвариантна

относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑛) и удовлетворяет условию (13), то
оператор 𝐻 компактен в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛).

Следует отметить, что при 𝛼 = −𝑛 вышеуказанные результаты о ком-
пактности не имеют места, так как в этом случае в точке 𝑥 = 0 имеется
сингулярная особенность.

Аналогичные утверждения доказаны и для оператора ℋ вида (10), дей-
ствующего в пространстве 𝐿𝑝(∁B𝑛).

В заключительной части параграфа исследуются одномерные интеграль-
ные операторы в пространствах 𝐿𝑝(0, 1) и 𝐿𝑝(1,∞).

В параграфе 2.2 рассматриваются интегральные операторы с однород-
ными степени 𝛼 ядрами в пространствах непрерывных функций. При этом
предполагается, что функция ℎ(𝑥, 𝑦) однородна степени 𝛼 и инвариантна
относительно группы вращений 𝑆𝑂(𝑛) . В этих предположениях получены
достаточные условия ограниченности оператора𝐻 вида (8) в пространстве
𝐶(B𝑛), при 𝛼 ⩾ −𝑛, и оператора ℋ вида (10) в пространстве 𝐶𝑏(∁B𝑛) (здесь
𝐶𝑏(𝒳 ) — пространство ограниченных непрерывных функций на локально
компактном топологическом пространстве 𝒳 ) .

Основная часть параграфа посвящена изучению действия одномерных
интегральных операторов вольтерровского типа с однородными степени
𝛼 ядрами на функции, имеющие заданное асимптотическое поведение на
бесконечности (в окрестности нуля).

Точнее говоря, в пространстве 𝐶𝑏([1,∞)) рассматривается оператор

(ℬ𝜙)(𝑥) =
𝑥∫︁

1

𝑞(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦,
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где функция 𝑞(𝑥, 𝑦) определена на R+×R+ и однородна степени 𝛼, причем
𝛼 ⩽ −1, и существует такое 𝑛 > 0, что 𝑞(𝑡, 1)𝑡𝑛−2−𝛼 ∈ 𝐿1(1,∞).

Пусть {𝜇𝑘}∞𝑘=1 ⊂ R+ — произвольная строго возрастающая последо-
вательность, и пусть функция 𝜙 ∈ 𝐶𝑏([1,∞)) в некоторой окрестности
𝒪𝜂(∞) = {𝑥 ∈ R+ : 𝑥 > 𝜂} бесконечно удаленной точки имеет представле-
ние

𝜙(𝑥) = 𝑐0 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
𝑥𝜇𝑘

+
𝑣(𝑥)

𝑥𝜇𝑚
,

где 𝑐𝑘 ∈ R и 𝑣(𝑥) → 0 при 𝑥→ ∞. Показано, что если 𝜇𝑚 < 𝑛, то функция
ℬ𝜙 в указанной окрестности 𝒪𝜂(∞) имеет представление

(ℬ𝜙)(𝑥) = 𝑏0
𝑥−𝛼−1

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘
𝑥𝜇𝑘−𝛼−1

+
𝑤(𝑥)

𝑥𝜇𝑚−𝛼−1
,

где 𝑏𝑘 ∈ R и 𝑤(𝑥) → 0 при 𝑥→ ∞.
В третьей главе диссертации исследуются интегральные операторы

вольтерровского типа, действующие в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛), а также ба-
наховы алгебры, порожденные такими операторами. Основное внимание
уделяется вопросам обратимости, нетеровости и построению соответству-
ющего символьного исчисления.

В параграфе 3.1 приведены необходимые предварительные сведения.
В параграфе 3.2 в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛), где 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, рассматрива-

ются интегральные операторы вида

(K 𝜙)(𝑥) =

∫︁
|𝑦|<|𝑥|

𝑘(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ B𝑛, (14)

где функция 𝑘(𝑥, 𝑦), заданная на R𝑛 × R𝑛, однородна степени (−𝑛) (т. е.
выполнено условие (2)), инвариантна относительно группы вращений (т. е.
выполнено условие (3)), а также удовлетворяет условию суммируемости

𝜅 :=

∫︁
B𝑛

|𝑘(𝑒1, 𝑦)||𝑦|−𝑛/𝑝 𝑑𝑦 <∞.

В этом же пространстве рассматривается оператор вида

𝐴 = 𝜆𝐼 +𝑀𝑎K + 𝑇, (15)

где 𝜆 ∈ C, 𝑎 ∈ C(B𝑛), 𝑀𝑎 — оператор умножения на функцию 𝑎, K —
оператор вида (14), 𝑇 — компактный в 𝐿𝑝(B𝑛) оператор.
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Обозначим Z+×̇R — компактификацию Z+ × R одной бесконечно уда-
ленной точкой. Символом оператора 𝐴 является функция 𝜎𝐴(𝑚, 𝜉), задан-
ная на компакте Z+×̇R формулами

𝜎𝐴(𝑚, 𝜉) = 𝜆+𝑎(0)

∫︁
B𝑛

𝑘(𝑒1, 𝑦)𝑃𝑚(𝑒1·𝑦′)|𝑦|−𝑛/𝑝+𝑖𝜉 𝑑𝑦, (𝑚, 𝜉) ∈ Z+×̇R, (16)

𝜎𝐴(∞) = 𝜆,

где 𝑃𝑚(𝑡) — многочлены Лежандра. Доказано, что оператор 𝐴 нетеров в
пространстве 𝐿𝑝(B𝑛) тогда и только тогда, когда выполнено условие

𝜎𝐴(𝑚, 𝜉) ̸= 0, ∀ (𝑚, 𝜉) ∈ Z+×̇R. (17)

В этом случае индекс оператора 𝐴 вычисляется по формуле

ind𝐴 = −
∞∑︁

𝑚=0

𝑑𝑛(𝑚) ind𝜎𝐴(𝑚, ·),

где ind 𝜎𝐴(𝑚, ·) — индекс функции 𝜎𝐴(𝑚, 𝜉) по переменной 𝜉 при фикси-
рованном значении 𝑚.

В частном случае, когда 𝑎(𝑥) ≡ 1 и 𝑇 — нулевой оператор, подсчитаны
дефектные числа оператора, а также найдены условия его обратимости.

В заключительной части параграфа рассмотрены композиции операто-
ров вида (15). Доказано, что если 𝐴1 и 𝐴2 — операторы вида (15), то опе-
ратор 𝐴 = 𝐴1𝐴2 также является оператором вида (15), и их коммутатор
𝐴1𝐴2 − 𝐴2𝐴1 является компактным оператором.

В параграфе 3.3 построена банахова алгебра A, порожденная всеми опе-
раторами вида (15). Поскольку множество 𝒯 всех компактных операторов
образует замкнутый двусторонний идеал алгебры A, можно рассмотреть
фактор-алгебру A/𝒯 . Показано, что алгебра A/𝒯 коммутативна.

Теорема 6. 1) Пространство максимальных идеалов ℳ(A/𝒯 ) банаховой
алгебры A/𝒯 гомеоморфно компакту Z+×̇R.

2) При отождествлении пространств ℳ(A/𝒯 ) и Z+×̇R преобразова-
ние Гельфанда элемента 𝐵+𝒯 ∈ A/𝒯 совпадает с его символом 𝜎[𝐵](𝑚, 𝜉).

Из этой теоремы непосредственно следует, что условие

𝜎[𝐵](𝑚, 𝜉) ̸= 0, ∀(𝑚, 𝜉) ∈ Z+×̇R

является необходимым и достаточным для обратимости элемента 𝐵 + 𝒯 в
фактор–алгебре A/𝒯 .
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Опираясь на исследование фактор–алгебры A/𝒯 , для алгебры A по-
строено символьное исчисление, т. е. каждому оператору 𝐵 ∈ A поставлена
в соответствие определенная функция 𝜎𝐵(𝑚, 𝜉), непрерывная на компакте
Z+×̇R. Основным результатом параграфа является следующий критерий.

Теорема 7. Пусть 𝐵 ∈ A. Для того, чтобы оператор 𝐵 являлся нетеро-
вым, необходимо и достаточно, чтобы его символ удовлетворял условию

𝜎𝐵(𝑚, 𝜉) ̸= 0, ∀(𝑚, 𝜉) ∈ Z+×̇R.

В этом случае индекс оператора 𝐵 вычисляется по формуле

ind𝐵 = −
∞∑︁

𝑚=0

𝑑𝑛(𝑚) ind𝜎𝐵(𝑚, ·).

В параграфе 3.4 в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛) исследуются операторы вида

( ̃︁K 𝜙)(𝑥) =

∫︁
|𝑥|<|𝑦|<1

𝑘(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ B𝑛,

где функция 𝑘(𝑥, 𝑦) однородна степени (−𝑛) и инвариантна относительно
группы вращений 𝑆𝑂(𝑛). Для операторов вида

𝒜 = 𝜆𝐼 +𝑀𝑎
̃︁K + 𝑇,

где 𝜆 ∈ C, 𝑎 ∈ C(B𝑛), 𝑇 — компактный оператор, по аналогии с результата-
ми параграфа 3.2 установлены критерий нетеровости и формула индекса.

В параграфе 3.5 в пространстве 𝐿𝑝(∁B𝑛) рассматриваются операторы
вида

(Q𝜙)(𝑥) =

∫︁
|𝑥|<|𝑦|

𝑘(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ ∁B𝑛,

где функция 𝑘(𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям (2) и (3).
Рассматривается оператор 𝐽 : 𝐿𝑝(∁B𝑛) → 𝐿𝑝(B𝑛) вида

(𝐽𝜙)(𝑥) =

(︂
1

|𝑥|2

)︂𝑛/𝑝

𝜙

(︂
𝑥

|𝑥|2

)︂
.

Показано, что
K1 = 𝐽Q𝐽−1, (18)
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где оператор K1 задается в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛) формулой

(K1𝜙)(𝑥) =

∫︁
|𝑦|<|𝑥|

𝑘(𝑦, 𝑥)

(︂
|𝑦|
|𝑥|

)︂𝑛/𝑝−𝑛/𝑝′

𝜙(𝑦) 𝑑𝑦.

Опираясь на (18) и результаты предыдущих параграфов, получены кри-
терии обратимости и нетеровости для операторов, действующих в про-
странстве 𝐿𝑝(∁B𝑛).

Четвертая глава диссертации посвящена построению точных реше-
ний интегральных уравнений с однородными радиальными ядрами. Отме-
тим, что хотя для многих классов интегральных операторов с однородны-
ми степени (−𝑛) ядрами условия обратимости известны, решения много-
мерных интегральных уравнений с однородными ядрами ранее практиче-
ски не строились.

В параграфе 4.1 в пространстве 𝐿𝑝(R𝑛) рассматривается интегральное
уравнение вида

𝜙(𝑥) =

∫︁
R𝑛

𝑘(|𝑥|, |𝑦|)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, (19)

где функция 𝑘(𝑟, 𝜌) однородна степени (−𝑛). Символом уравнения (19)
является функция

S0(𝜉) = 1− |S𝑛−1|
∞∫︁
0

𝑘(1, 𝜌)𝜌𝑛/𝑝
′+𝑖𝜉−1 𝑑𝜌,

где |S𝑛−1| — площадь сферы S𝑛−1. Показано, что уравнение (19) однозначно
разрешимо при любом свободном члене 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑛) тогда и только тогда,
когда

S0(𝜉) ̸= 0, ∀ 𝜉 ∈ R. (20)

Основным результатом первой части параграфа является построение яв-
ной формулы решения уравнения.

Теорема 8. Пусть выполнено условие (20). Тогда решение уравнения (19)
дается формулой

𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
1

|S𝑛−1|

∫︁
R𝑛

1

|𝑦|𝑛

(︂
|𝑦|
|𝑥|

)︂𝑛
𝑝

ℎ

(︂
ln

|𝑦|
|𝑥|

)︂
𝑓(𝑦) 𝑑𝑦, (21)
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где ℎ(𝑡) — функция из пространства 𝐿1(R), определяемая равенством

1

S0(𝜉)
= 1 + ̂︀ℎ(𝜉),

а ̂︀ℎ(𝜉) — преобразование Фурье функции ℎ.
Во второй части параграфа исследуется интегральное уравнение с по-

лурадиальным ядром. Показано, что при радиальном свободном члене ре-
шение допускает представление, аналогичное формуле (21).

В параграфе 4.2 в пространстве 𝐿𝑝(B𝑛) рассматривается интегральное
уравнение вольтерровского типа вида

𝜙(𝑥) =

∫︁
|𝑦|<|𝑥|

𝑘(|𝑥|, |𝑦|)𝜙(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ B𝑛. (22)

Для данного уравнения получен критерий однозначной разрешимости, сфор-
мулированный в терминах невырожденности его символа, а также постро-
ена формула решения, аналогичная формуле (21).
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