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Введение

Актуальность темы. Современные задачи в таких областях, как обработка
финансовых временных рядов [1], анализ потоковых данных в интернете ве-
щей [32], адаптивные системы рекомендаций [56], робототехника и оптималь-
ное управление [92], требуют построения математических моделей, способ-
ных адаптироваться к изменяющимся условиям в реальном времени. Ключевая
сложность заключается в том, что часто бывает неизвестна сама природа дан-
ных, а также конкретные механизмы и факторы, вызывающие их изменение,
которые могут иметь состязательный (adversarial) характер. В связи с этим ак-
туальна задача математического моделирования и анализа таких процессов. В
этом контексте онлайн оптимизация выделяется как одно из наиболее перспек-
тивных направлений. В отличие от классической (офлайн) оптимизации, где
всё множество данных доступно заранее, онлайн алгоритмы обрабатывают ин-
формацию последовательно, постоянно адаптируя свои решения на основе как
новых данных, так и предыдущего опыта. Это позволяет моделям динамически
перестраиваться и поддерживать высокую эффективность работы без необходи-
мости полного переобучения на всех накопленных данных.

Основным инструментом, исследуемым в диссертации, является метод
случайных признаков Фурье, первоначально предложенный в работах [68, 69].
Исторически этот метод возник как вычислительно эффективная альтернати-
ва ядерным методам, позволяющая преодолеть их высокую вычислительную
сложность. Ранние подходы в онлайн оптимизации с ядрами были сосредото-
чены на стратегиях снижения сложности за счёт ограничения числа опорных
векторов, как, например, в алгоритмах Projectron [62] и Forgetron [25].

Метод случайных признаков Фурье предлагает принципиально иное ре-
шение: вместо работы в бесконечномерном пространстве, порождаемом ядром,
он строит явное низкоразмерное отображение данных в пространство призна-
ков, где модель становится линейной относительно своих коэффициентов. Ана-
логично преобразованию Фурье, ядро (мера схожести признаков) аппроксими-
руется с помощью набора простых тригонометрических функций. Сначала ге-
нерируется набор случайных векторов-частот ωi из распределения, связанного
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с ядром преобразованием Фурье, и случайных сдвигов фазы bi, равномерно рас-
пределённых на отрезке [0, 2π]. Затем для каждой входной точки данных (век-
тора признаков) x вычисляется её проекция на случайные направления ωi, к
которой прибавляются сдвиги bi. Новыми признаками будут cos(〈ωi, x〉+ bi).

Теоретические оценки аппроксимации, полученные в работах [68, 69]
и последующее развитие этих оценок, например в работе [75], создало проч-
ный теоретический фундамент для практического применения метода. Данный
подход можно рассматривать как построение моделей типа «чёрного ящика»,
способных аппроксимировать широкий класс зависимостей без необходимости
точного знания внутренней структуры системы.

Разработанные в работе численные методы онлайн оптимизации, осно-
ванные на этой идее, демонстрируют свою универсальность для построения
математических моделей в самых разных предметных областях. Процесс мо-
делирования можно описать следующим образом: данные поступают последо-
вательно (онлайн), на каждом шаге по имеющимся признакам xt ∈ Rd (вход-
ные параметры системы) строится их образ в пространстве случайных призна-
ков Фурье Φ(xt) ∈ Rm, и на его основе строится прогноз целевой переменной
ŷt = 〈wt,Φ(xt)〉, где wt ∈ Rm — вектор весов модели. Затем становится извест-
но истинное значение целевой переменной yt ∈ R, и вычисляется квадратичная
функция потерь

lt(wt) = (ŷt − yt)
2 = (〈wt,Φ(xt)〉 − yt)

2,

характеризующая точность модели. Задача состоит в построении такой после-
довательности векторов весов wt, которая минимизирует суммарные потери за
всё время работы. Эффективность алгоритма оценивается величиной сожале-
ния (regret)

RT (u) =
T∑
t=1

lt(wt)−
T∑
t=1

lt(u),

представляющего собой разность между накопленными потерями нашего ал-
горитма и потерями «эксперта» u. Этот «эксперт» может выбирать свою стра-
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тегию ретроспективно, обладая полным знанием всех данных. Таким образом,
RT (u) измеряет, насколько мы «сожалеем», что не следовали стратегии u.

Проиллюстрируемшироту применения данного подхода в разных задачах
математического моделирования, рассмотренных в диссертации.

Моделирование стационарных марковских процессов (глава 1), которые
являются фундаментальным инструментом для описания систем, развиваю-
щихся во времени. Задача состояла в том, чтобы, наблюдая только текущее
состояние системы (входные признаки), построить прогноз не просто следую-
щего значения, а некоторой сложной функции от её будущего состояния через
несколько шагов (целевая переменная). В качестве конкретного примера для
проверки теоретических выводов была использована модель векторной авторе-
грессии (VAR). Такая модель позволяет описывать взаимосвязанную динамику
нескольких временных рядов (например, курсов валют и цен на акции), где по-
ведение каждого ряда в настоящем зависит от его собственных прошлых значе-
ний и прошлых значений других рядов.

Моделирование и анализ сложныхфизических, экономических и социаль-
ных явлений на основе имеющихся табличных данных (глава 2). В частности:

• Моделирование аэроакустического шума, генерируемого при обтекании
профиля крыла. Цель: установить нелинейную зависимость между набо-
ром входных признаков (частота, угол атаки, толщина профиля и др.) и
целевой переменной — уровнем звукового давления.

• Моделирование рынка недвижимости. Цель: установить сложную, много-
факторную зависимость между входными признаками, описывающими
объект и его местоположение (площадь, количество комнат, характери-
стики района и т.д.), и целевой переменной — стоимостью дома.

• Моделирование социально-экономического поведения на примере дан-
ных об оставлении чаевых. Цель: описать зависимость между набором
входных факторов (общая сумма счёта, день недели, пол плательщика и
др.) и целевой переменной — размером оставленных чаевых.
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Как будет показано в третьей главе диссертации, разработанные для та-
ких задач численные методы онлайн оптимизации обладают достаточной общ-
ностью, позволяющей применять их к принципиально иному классу проблем.
Это демонстрируется на примере применения методов онлайн оптимизации для
решения задачи моделирования внешнего воздействия в рамках задачи вариа-
ционного исчисления с квадратичным функционалом качества. Современные
подходы к решению таких задач в онлайн режиме подробно рассматриваются
в обзорных работах [51], где особое внимание уделялось вопросам примене-
ния оптимального управления к динамическим системам. Применение методов
онлайн оптимизации к вариационным задачам открывает новые возможности
в таких областях, как адаптивное управление динамическими системами [24],
обработка нестационарных сигналов [87] и оптимальное планирование в усло-
виях неопределённости [5].

Предложенный метод решения вариационных задач с неизвестным внеш-
ним воздействием сочетает технику тригонометрической аппроксимации с ме-
тодами онлайн оптимизации, что позволяет эффективно решать задачи опти-
мального управления в условиях неполной информации. Данный подход разви-
вает идею аппроксимации в пространстве Фурье, но, в отличие от стохастиче-
ского подхода на основе случайных признаков, использует классическую три-
гонометрическую аппроксимацию в задачах поиска оптимальной траектории.
Теоретическая значимость подтверждается полученными оценками ошибок ап-
проксимации и границами сожаления, а практическая ценность — возможно-
стью применения в системах реального времени, требующих быстрой адапта-
ции к изменяющимся внешним условиям.

Теория выпуклой онлайн оптимизации, составляющая основу данного ис-
следования, имеет глубокие теоретические корни иширокуюпрактическую зна-
чимость. Историческое развитие этого направления восходит к фундаменталь-
ным работам [39] и [11] по теории стратегий минимизации сожаления, заложив-
шим основы для последующего формализма предсказания с экспертами. Зна-
чительный прорыв был достигнут в работах [55] и [97], где были разработаны
первые практически применимые алгоритмы агрегирования прогнозов.

Современный этап развития теории онлайн оптимизации опирается на ре-
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зультаты, изложенные в классических монографиях [17, 83]. Дальнейшее разви-
тие и систематизация этого направления представлены в современных трудах
[42, 63]. Важными достижениями в этой области стали разработка адаптивных
алгоритмов оптимизации, таких какAdaGrad [28], и исследование методов ядер-
ного последовательного обучения [48].

Теоретические основы для анализа алгоритмов онлайн оптимизации бы-
ли заложены в работе [2], где были получены первые строгие оценки обобща-
ющей способности онлайн алгоритмов для зависимых данных, что позволило
перенести многие результаты из классического н.о.р. случая на более слож-
ные сценарии. Особый интерес представляют задачи регрессионного анализа
в условиях марковской зависимости данных, для решения которых в работах
[3] и [103] были разработаны специализированные алгоритмы.

Также не менее важны разработки в области многоядерного построения
моделей [37], которые предоставляют мощные инструменты для комбинирова-
ния информации из различных источников, что позволяет создавать более гиб-
кие и точные модели. В контексте возрастающей сложности моделей и данных
актуальным становится и автоматизированное построение моделей (AutoML),
которое стремится автоматизировать процесс выбора моделей, настройки ги-
перпараметров и создания признаков. Эти направления— многоядерное обуче-
ние и AutoML— отражают две ключевые тенденции современного машинного
обучения: необходимость эффективной интеграции разнородных данных и ав-
томатизации сложных этапов анализа.

Цели работы. Целью диссертационной работы является разработка ма-
тематических моделей и численных методов онлайн оптимизации, основанных
на использовании случайных признаков Фурье для сведения задач непарамет-
рической регрессии к конечномерному случаю. В качестве варианта данного
подхода исследуется его детерминированный аналог — аппроксимация триго-
нометрическими полиномами—для решения задач вариационного исчисления.
Ключевой задачей для всех рассматриваемых методов является вывод оценок
сожаления.

Для достижения указанной цели необходимо решить следующие задачи.
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1. Разработать методику применения численного метода Вовка–Азури–
Вармута (VAW) к случайным признакам Фурье для моделирования дан-
ных с марковской зависимостью с теоретическим обоснованием и экспе-
риментальной проверкой на моделях AR(1) и VAR(1).

2. Разработать новый численный метод VAW2, основанный на многоядер-
ном подходе и построении ансамбля моделей, для моделирования различ-
ных регрессионных зависимостей. Установить для него оценку сожале-
ния. Провести сравнительный анализ предложенного численного метода
с известными из литературы родственными алгоритмами на ряде эталон-
ных наборов данных.

3. Разработать трёхуровневый численный метод S-VAW2, объединяющий
иерархическое агрегирование и стратегии масштабирования данных.
Провести сравнительный анализ с ведущим AutoML-фреймворком.

4. Сформулировать и решить задачу моделирования внешнего воздействия
динамической системы с квадратичнымфункционалом качества, включая
её сведение к конечномерной задаче и вывод границ статического и дина-
мического сожалений.

5. Реализовать комплекс программна Python для численногомоделирования
и сравнительного анализа предложенных онлайн-алгоритмов.

Объект исследования — алгоритмы онлайн оптимизации в гильберто-
вых пространствах для задач, где данные поступают последовательно и могут
иметь как стохастическую, так и состязательную (adversarial) природу.

Предмет исследования— методология сведения бесконечномерных за-
дач онлайн оптимизации к конечномерным и анализ качества соответствующих
алгоритмов. В частности, исследуются:

• применение случайных признаковФурье для аппроксимации ядерных ме-
тодов в задачах онлайн регрессии;

• применение аппроксимации тригонометрическими полиномами в зада-
чах вариационного исчисления с неизвестным внешним воздействием;
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• теоретические оценки границ сожаления как ключевая метрика качества
разработанных подходов.

Методы исследования. Работа опирается на методы функционального
анализа (в частности, теорию гильбертовых пространств с воспроизводящим
ядром), теории вероятностей (включая теорию марковских цепей), методы вы-
пуклого анализа (включая субградиентные методы онлайн оптимизации).

Научная новизна исследования. Результаты, выносимые на защиту, яв-
ляются новыми. Автором совместно с научным руководителем проводилась по-
становка задач, обсуждались полученные основные результаты и формулиров-
ки выводов.

Теоретическое значение исследования заключается в развитии теории
онлайн оптимизации для решения задач в гильбертовых пространствах. В ра-
боте установлены новые теоретические оценки сожаления для предложенного
класса многоядерных алгоритмов, а также для алгоритмов, решающих задачи
непараметрической регрессии с марковскими данными и вариационного исчис-
ления с неизвестным внешним воздействием.

Практическая значимость исследования определяется разработкой и
экспериментальной апробацией эффективных численных методов VAW2 и S-
VAW2, работающих в онлайн режиме. Данные алгоритмы реализуют гибкий
многоядерный подход к онлайн регрессии на основе вычислительно эффектив-
ной техники случайных признаковФурье. Проведённые эксперименты наширо-
ком наборе реальных данных показали, что предложенный подход демонстри-
рует результаты, сопоставимые с ведущим AutoML-фреймворком AutoGluon-
Tabular в задачах регрессии. Все разработанные алгоритмы были реализованы
в виде программного модуля на языке Python, что подтверждает их практиче-
скую применимость и создаёт основу для их дальнейшего использования в при-
кладных системах.

Основные положения, выносимые на защиту.
В области математического моделирования:

1. Разработан подход к моделированию условных математических ожида-
ний для стационарных марковских процессов по одной наблюдаемой тра-
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ектории, основанный на аппроксимации случайными признаками Фурье.

2. Предложен метод математического моделирования нелинейных регресси-
онных зависимостей, когда данные обладают состязательным свойством,
на основе иерархических ансамблей моделей со случайными признаками
Фурье.

3. Сформулирована и исследована задача математического моделирования
внешнего воздействия неизвестной природы в вариационных задачах с
квадратичным функционалом качества в режиме онлайн.

В области численных методов:

4. Разработан численный метод для решения задач онлайн регрессии на мар-
ковских данных, основанный на комбинации алгоритма Вовка–Азури–
Вармута (VAW) со случайными признаками Фурье. Для данного метода
получены теоретические оценки сожаления для квадратичной функции
потерь, которые обосновывают его эффективность в условиях зависимых
данных. Экспериментально подтверждена конкурентоспособность пред-
ложенного подхода на моделях авторегрессии первого порядка и вектор-
ной авторегрессии.

5. Предложен новый двухуровневый численный метод многоядерного обу-
чения VAW2, обладающий значительно более низкой вычислительной
сложностью (порядка O(Nm2) на итерацию) по сравнению с прямым
применением алгоритма VAW к конкатенированным векторам признаков
(O(N 2m2)). Для метода VAW2 установлена оценка сожаления порядка
O(T 1/2 lnT ), что подтверждает его теоретическую эффективность. Здесь
N — число ядер, m— количество случайных признаков для каждого яд-
ра; T — длина выборки. Вычислительные эксперименты показали, что
алгоритм VAW2 превосходит в качестве предсказаний известные из лите-
ратуры родственные численные методы на ряде наборов данных.
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6. Разработан трёхуровневый численный метод (S-VAW2), интегрирую-
щий иерархическое агрегирование и различные стратегии масштабиро-
вания данных. Экспериментально показано, что данный метод являет-
ся вычислительно более эффективной альтернативой AutoML-системе
AutoGluonTabular для решения задач регрессии на широком наборе эта-
лонных данных.

7. Для задачи моделирования внешнего воздействия динамической системы
с квадратичным функционалом качества теоретически обосновано све-
дение исходной бесконечномерной задачи к конечномерной и выведены
границы статического и динамического сожалений. Проделаны вычисли-
тельные эксперименты, подтвердившие теоретические результаты.

В области программного обеспечения:

8. Разработан комплекс программ на языке Python, позволяющий прово-
дить численное моделирование и сравнительный анализ предложенных
онлайн алгоритмов, основанных на использовании случайных признаков
Фурье: алгоритм VAW; двухуровневый алгоритм VAW2; трёхуровневый
алгоритм S-VAW2. На основе данного комплекса проведены вычислитель-
ные эксперименты, подтвердившие теоретические выводы и продемон-
стрировавшие эффективность разработанных методов.

Степень достоверности результатов. Достоверность результатов, полу-
ченных в диссертации, обеспечивается строгостью приведённых доказательств,
а также имеющимися публикациями в рецензируемых изданиях и выступлени-
ями на конференциях. Все численные эксперименты, проводимые в рамках дис-
сертационной работы, находятся в открытом доступе.

Апробация результатов. Результаты настоящего исследования были
представлены на следующих конференциях.

• Всероссийская научно-практическая конференция «Математика, инфор-
матика, компьютерные науки, математическое моделирование, образова-
ние (МИКМО-2024)» (Симферополь, 2024);
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• XIX Владикавказская молодёжная математическая школа (Владикавказ,
2024);

• Санкт-Петербургская молодёжная конференция по теории вероятностей
и математической физике (Санкт-Петербург, 2024);

• Международная научная конференция «Порядковый анализ и смежные
вопросы математического моделирования, XVIII: Теория операторов и
дифференциальные уравнения» (РСО-А, Дзинага, 2025);

• Международная научная конференция «Современные методы и пробле-
мы теории операторов и гармонического анализа и их приложения - 2025
(OTHA-2025)» (Ростов-на-Дону, 2025).

Публикации и личный вклад автора. Основные результаты диссерта-
ционного исследования изложены в 7 научных публикациях, из них 4 в сбор-
никах трудов конференции. Статья [71] опубликована в журнале, входящем в
международную базу данных Scopus; статья [73]— вжурнале, входящем в базы
данных Scopus иWeb of Science; получено свидетельство о государственной ре-
гистрации программы для ЭВМ [113]. Тезисы докладов [114], [109], [110], [111]
опубликованы в материалах конференций.

Статьи [73], [71] опубликованы в соавторстве с научным руководителем.
Д.Б. Рохлину принадлежат постановки задачи, указание методов исследования
и общее руководство. Автору диссертации принадлежат доказательства теорем
и численные эксперименты.

Основные положения, выносимые на защиту, являются личным вкладом
автора.

Кроме того, статья [112] принята к публикации в журнале, входящем в
перечень ВАК, а препринт находящейся на рецензии статьи [72], написанной в
соавторстве с руководителем, размещён в ArXiv.

Структура и объём диссертации. Диссертационная работа состоит из
введения, трёх глав, заключения, приложений и списка литературы, содержа-
щего 115 наименований. Полный объём диссертации составляет 142 страницы
(в том числе приложений 21 стр.).
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Первая глава диссертации посвящена задаче оценивания условных мате-
матических ожиданий в моделях с марковской зависимостью и разработке соот-
ветствующего численного метода на основе алгоритма Вовка–Азури–Вармута
и случайных признаков Фурье. Рассматривается задача аппроксимации услов-
ного математического ожидания h(x) = E(g(X0, . . . , Xs)|X0 = x) по единствен-
ной траектории марковского стационарного процесса Xt, где g — некоторая
функция. Задача сводится к задаче регрессии с признаками Xt и целевыми пе-
ременными g(Xt, . . . , Xt+s). Для решения этой задачи рассматривается класс ги-
потез, сгенерированный m случайными признаками Фурье с равномерно огра-
ниченными весамиw. Для поиска весов используется алгоритм онлайн оптими-
зации Вовка-Азури-Вармута (VAW).

В параграфах 1.1 и 1.2 вводятся постановка задачи и общий алгоритм
Вовка–Азури–Вармута (VAW) для нелинейных признаков и приводится его ана-
лиз для процессов, обладающих свойством геометрического β-перемешивания.
Показано, что при ограничениях на l∞-норму вектора весов (w ∈ [−c, c]m) оцен-
ка ожидаемых квадратичных потерь имеет порядокO

(
c2m3

n

)
, что демонстриру-

ет полиномиальную зависимость от числа признаковm.

Ключевым подходом главы, изложенным в параграфе 1.3, является приме-
нение техники случайных признаков Фурье для преодоления этого недостатка.
Для случая, когда истинная регрессионная зависимость f принадлежит гильбер-
тову пространству с воспроизводящим ядром (RKHS: Reproducing kernel Hilbert
space)H(ϕ, p), выводится новая оценка сожаления порядкаO

(
‖f‖2p√

n

)
. Эта оцен-

ка не зависит полиномиально от размерности m, а определяется гладкостью
целевой функции (через её норму ‖f‖p), что является значительным теоретиче-
ским улучшением и делает подход практически применимым.

В параграфе 1.4 результаты апробируются на модели векторной авторе-
грессии (VAR), для которой установлено выполнение всех необходимых теоре-
тических условий.

В параграфе 1.5 подводятся итоги и формулируются выводы по всем ре-
зультатам, полученным в главе 1.

Вторая глава диссертации посвящена разработке и анализу вычислитель-
но эффективных методов многоядерной онлайн оптимизации. В ней рассмотре-
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на задача регрессии с квадратичной функцией потерь в пространствах RKHS,
как и в первой главе. Однако, в отличие от первой главы, данные здесь обладают
состязательным, а не марковским свойством.

В параграфе 2.1 ставится задача построения ансамбля моделей на основе
многоядерного подхода для решения проблемы выбора оптимального ядра в
задачах нелинейной регрессии.

В параграфе 2.2 рассматривается базовый подход, при котором алгоритм
VAW применяется к объединённому (конкатенированному) вектору признаков
всех ядер. Для этого подхода выводится оценка сожаления, однако отмечается
его главный недостаток — высокая вычислительная сложность, делающая его
неприменимым для большого числа ядер.

Для преодоления этого недостатка в главе разработан новый двухуров-
невый численный метод VAW2. Этот алгоритм обладает не только сильными
теоретическими гарантиями (для него установлена оценка сожаления, сопоста-
вимая с базовым подходом), но и существенно более низкой вычислительной
сложностью, что является его ключевым практическим преимуществом. Также
рассматриваются его модификации с использованием усечённых прогнозов и
мета-алгоритма EWA.

В параграфе 2.3 представлены результаты численных экспериментов, под-
тверждающие теоретические выводы и демонстрирующие превосходство чис-
ленного метода VAW2 над существующими аналогами. Также представляется
новый численный метод S-VAW2, объединяющий метод VAW2 со стратегиями
предварительной обработки данных.

В параграфе 2.4 подводятся итоги и формулируются выводы по результа-
там, представленным во второй главе.

Третья глава диссертации посвящена применению методов онлайн опти-
мизации для решения задачи моделирования внешнего воздействия в рамках
задачи вариационного исчисления с квадратичным функционалом качества.

В параграфе 3.1 ставится задача поиска оптимальной траектории в онлайн
режиме, где на каждом шаге игроку противостоит «соперник», выбирающий
непредсказуемое внешнее воздействие. Для решения этой бесконечномерной
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задачи предложен метод аппроксимации искомого решения в ортонормирован-
ном базисе из тригонометрических полиномов, что позволяет свести её к стан-
дартной конечномерной задаче онлайн оптимизации.

Ключевым теоретическим результатом главы, изложенным в параграфе
3.2, является доказательство корректности этого сведения. Показано, что основ-
ные параметры результирующей конечномерной задачи (диаметр множества
допустимых решений, параметр сильной выпуклости, константы Липшица и
гладкости) являются равномерно ограниченными вне зависимости от размерно-
сти аппроксимации. Это гарантирует применимость и устойчивость стандарт-
ных онлайн алгоритмов для решения исходной задачи.

В параграфе 3.3 выводятся оценки статического и динамического сожале-
ний для ряда онлайн алгоритмов в различных сценариях поведения внешнего
воздействия и приводятся результаты численных экспериментов, подтвержда-
ющие теоретические выводы.

В параграфе 3.4 подводятся итоги и формулируются выводы по результа-
там, представленным в третьей главе.

Благодарности. Автор искренне благодарит своего научного руководите-
ля Дмитрия Борисовича Рохлина за наставничество и поддержку.

Диссертационная работа выполнена при поддержке Регионального
научно-образовательного математического центра ЮФУ, соглашение Минобр-
науки России № 075-02-2025-1720.
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1 Применение численного метода Вовка-Азури-
Вармута и случайных признаков Фурье в задаче
регрессии с марковскими данными

Данная глава посвящена задаче аппроксимации условного математического
ожидания h(x) = E(g(X0, . . . , Xs)|X0 = x) для стационарного марковского
процесса Xt по единственной наблюдаемой траектории. Проблема сводится к
задаче регрессии, где Xt — признаки, а g(Xt, . . . , Xt+s) — значение целевой
функции, и включает в себя аппроксимацию неизвестной функции f∗, задаю-
щей траекторию динамической системы

Xt+1 = f∗(Xt) + ξt+1,

где ξt являются независимыми и одинаково распределёнными случайными ве-
личинами. Подобные задачи исследовались в работах, включая работу [106].
Более того, рассматриваемая проблематика тесно связана с современными на-
правлениями исследований, такими как: аппроксимация операторов динамики
(в частности, переходного оператора Маркова [65], оператора Купмана [58, 4]
и стохастических генераторов [53]), глубокое обучение для марковских процес-
сов (включая нейросетевые оценки переходных плотностей [19] и регуляризо-
ванные RNN для нелинейных систем [76]), непараметрические методы (такие
как ядерные оценки для неэргодических процессов [90] и адаптивные алгорит-
мы в L2

π [10]), а также приложения в управлении (например, идентификация
для MPC [104] и обратные задачи в RL [45]).

В отличие от подхода [106], в данной главе используется класс функций,
построенный на основе случайных признаков Фурье с ограниченными коэффи-
циентами [68, 69, 70]. Для нахождения коэффициентов линейной регрессии при-
меняется численный метод онлайн оптимизации Vovk-Azoury-Warmuth (VAW)
[98, 6].

Известно, что для н.о.р. данных и квадратичной функции потерь оценка
ошибки составляет O(n−1/2) при использовании Õ(

√
n) случайных признаков
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[74, 15]. В этой главе будет показано, что аналогичный результат справедлив и
для зависимых данных. Данный результат основан на подходе работы [2], где
было доказано, что стабильный в некотором смысле алгоритм с небольшим со-
жалением обеспечивает малую оценку ошибки при выполнении условия пере-
мешивания.

Для аппроксимации условного математического ожидания h(x) рассмат-
ривается класс линейных комбинаций признаков с равномерно ограниченны-
ми коэффициентами. Применение численного метода VAW к данному классу
функций в сочетании с результатами работы [2] позволяет получить верхнюю
границу ошибки аппроксимации (теорема 1). На основе идей [70] и результа-
тов, касающихся гильбертовых пространств с воспроизводящим ядром (RKHS),
установлено, что функция h(x) может быть аппроксимирована с произвольной
точностью линейной комбинацией достаточного количества случайных призна-
ков Фурье (теорема 2), при этом ожидаемая ошибка для алгоритма VAW с n1/2

признаками имеет порядок Õ(n−1/2). В качестве математической модели рас-
сматривается стохастический процесс, описываемый векторной авторегресси-
ей (VAR). Разрабатывается численный метод для оценки параметров этой моде-
ли в онлайн режиме.

1.1 Постановка задачи

Пусть P (x,B)—переходное ядро в Rd, обладающее единственным инвариант-
ным распределением π:∫

Rd

π(dx)P (x,B) = π(B), ∀B ∈ B(Rd),

где B(Rd) является борелевской σ-алгеброй пространства Rd [108]. Рассмот-
рим однородный стационарный марковский процесс (Xt)

∞
t=0, определённый на
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вероятностном пространстве (Ω,F ,P):

P(Xt+1 ∈ B|Ft) = P (Xt, B), Ft = σ(X0, . . . , Xt).

Здесь Ft — естественная фильтрация процесса, то есть σ-алгебра, порожден-
ная наблюдениямиX0, . . . , Xt. Напомним, что процесс называется однородным,
если переходное ядро P (x,B) не зависит от времени t, и стационарным, если
начальное распределение совпадает с инвариантным распределением π:

P(X0 ∈ B) = π(B).

В этом случае из марковского свойства следует, что

P(Xt ∈ B) = π(B)

для всех t ≥ 0, то есть распределение процесса не меняется со временем.

Положим Zt = (Xt, . . . , Xt+s), где s ≥ 1. Процесс (Zt)
∞
t=0 явля-

ется марковским относительно своей естественной фильтрации (Ht)
∞
t=0, где

Ht = σ(Z0, . . . , Zt). Также заметим, что стационарность процесса (Xt)
∞
t=0 вле-

чет за собой стационарность процесса (Zt)
∞
t=0 , так как его распределение опре-

деляется конечномерными распределениями (Xt, . . . , Xt+s), которые не зависят
от t. Инвариантная мера Π процесса (Zt)

∞
t=0 совпадает с совместным распреде-

лением вектора (X0, . . . , Xs):

Π(B0 × · · · × Bs) = P(X0 ∈ B0, . . . , Xs ∈ Bs).

Пусть функция g : R(s+1)d → R, где s ≥ 1, является борелевской. Цель
исследования в данной главе — аппроксимация функции

h(x) = E[g(X0, X1, . . . , Xs) | X0 = x], x ∈ Rd, (1)

используя единственную наблюдаемую траекторию (X0, . . . , Xn), n� s.

Для обеспечения сходимости и устойчивости оценок предполагается, что
функция g равномерно ограничена, то есть существует константа g > 0 такая,
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что
|g(x0, . . . , xs)| ≤ g для всех (x0, . . . , xs) ∈ R(s+1)d.

В качестве примера рассмотрим случай, когда функция g является инди-
каторной функцией множества B ∈ B(Rd):

g(x0, x1, . . . , xs) = 1B(xs) =

1, xs ∈ B,

0, xs /∈ B.

Тогда выражение (1) принимает вид:

h(x) = P(Xs ∈ B | X0 = x),

что соответствует вероятности перехода процесса X из состояния x в множе-
ство B за s шагов.

Задача аппроксимации функции h(x) может быть сформулирована в рам-
ках регрессионного подхода, где состояния процессаXt выступают в роли при-
знаков, а соответствующие значения функции g(Xt, . . . , Xt+s) используются в
качестве целевых переменных. Качество построенной модели ĥ(x), аппрокси-
мирующей искомую функцию, оценивается посредством ожидаемых квадра-
тичных потерь, называемых также риском. Риск оценки ĥ(x) относительно ин-
вариантного распределения π определяется следующим выражением:

R(ĥ) = EX∼π

[
(h(X)− ĥ(X))2

]
=

∫
Rd

(h(x)− ĥ(x))2π(dx). (2)

Задача заключается в нахождении такой оценки ĥ, которая минимизирует дан-
ный функционал риска, используя единственную траекторию наблюдаемого
процесса.
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1.2 Алгоритм Вовка-Азури-Вармута на нелинейных призна-
ках

Для решения поставленной задачи предлагается использовать численный ме-
тод онлайн оптимизации, известный как алгоритм Вовка-Азури-Вармута (Vovk-
Azoury-Warmuth, VAW) [64]. В отличие от традиционных подходов, этот метод
предполагает последовательное взаимодействие алгоритма со средой, что осо-
бенно эффективно для моделирования процессов с нестационарными данными.

Рассматривается последовательность обучающих пар (xt, yt)Tt=1, где xt —
вектор признаков на шаге t, а yt — соответствующее целевое значение. Пусть
wt ∈ W — это вектор весов, который алгоритм выбирает на каждом шаге t для
формирования предсказания. В качестве меры ошибки используется квадратич-
ная функция потерь lt(wt) = (〈xt, wt〉 − yt)

2.

На каждом шаге t алгоритм:

1. Получает входной вектор xt

2. Формирует предсказание 〈xt, wt〉

3. Получает истинное значение yt

4. Вычисляет квадратичные потери lt(wt)

Эффективность численного метода оценивается через величину сожале-
ния (regret), которая сравнивает накопленные потери метода с потерями неко-
торого произвольного предсказателя:

RT (w) =
T∑
t=1

lt(wt)−
T∑
t=1

lt(w), ∀w. (3)

Алгоритм Vovk-Azoury-Warmuth (VAW) обеспечивает оптимальные
асимптотические оценки сожаления для квадратичных потерь. Согласно
теореме 3.1 в работе [64], сожаление для алгоритма VAW имеет порядок
O
(√

d logT
)
, где d — размерность пространства признаков. Данная оценка

является неулучшаемой.
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Для работы алгоритма VAW необходимо, чтобы на каждом шаге t вектор
признаков xt был известен до определения вектора весов wt [64]. В этом случае
вектор весов wt вычисляется следующим образом:

wt = argmin
w

(
1

2

t−1∑
j=1

(〈w, xj〉 − yj)
2 +

1

2
〈w, xt〉2 +

λ

2
‖w‖22

)
. (4)

Здесь 1
2

∑t−1
j=1(〈w, xj〉 − yj)

2 — кумулятивные квадратичные потери до момента
времени t − 1. Член 1

2〈w, xt〉
2 можно интерпретировать как штраф за предска-

зание на текущем шаге, сделанное до наблюдения истинного значения yt. Регу-
ляризационный член λ

2‖w‖
2
2 с параметром λ > 0 обеспечивает устойчивость и

единственность решения, предотвращая переобучение. В работе [64] была уста-
новлена следующая оценка сожаления для алгоритма VAW.

Теорема 1.1. Предположим, что ‖xt‖2 ≤ R и |yt| ≤ Y для всех t = 1, . . . , T .
Тогда для алгоритма, определённого выражением (4), выполняется следующая
оценка:

T∑
t=1

(yt−〈wt, xt〉)2− inf
w∈Rd

T∑
t=1

(yt−〈w, xt〉)2 ≤ λ‖w∗‖2+dR2 ln
(
1 +

TR2

λd

)
, (5)

где d— размерность пространства признаков.

Рассмотрим параметрический класс линейных функций

H = {〈Φ(x), w〉 : |wi| ≤ c, i = 1, . . . ,m}

с нелинейными признаками Φ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)). Будем предполагать,
что |ϕi(x)| ≤ 1.

Для оценки качества аппроксимации функции h(x) введем разность ожи-
даемых квадратичных потерь между двумя произвольными векторами весов v
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и w как:

E(v, w) = 1

2

∫
(〈Φ(x), v〉 − h(x))2 π(dx)− 1

2

∫
(〈Φ(x), w〉 − h(x))2 π(dx).

Пусть вектор весов ŵn получен с помощью некоторого алгоритма по единствен-
ной наблюдаемой траектории (X0, . . . Xn) , а w — произвольный элемент из
множестваW = [−c, c]m. Цель состоит в получении верхней границы для оцен-
ки ошибки EE(ŵn, w) для любого, и, следовательно, наилучшего, вектора ко-
эффициентов w. Рассматриваемая проблема тесно связана с задачей выпуклого
агрегирования при c = 1, так как в этом случае множество H содержит выпук-
лые комбинации признаков±ϕi. Для независимых и одинаково распределённых
данных исследование [94] показало, что нижняя граница ошибки оценки имеет
порядок m/n, где m обозначает количество признаков, а n— число примеров.
Эта оценка достижима посредством минимизации эмпирического риска при ис-
пользовании квадратичной функции потерь, как продемонстрировано в работе
[52].

Приведенные результаты основаны на подходе, представленном в рабо-
те [2]. В связи с этим будут использованы аналогичные обозначения. Пусть
F (w,Zt)—функция потерь, определённая на расширенном векторе состояния
Zt = (Xt, Yt), где Xt — текущее состояние процесса, а Yt = g(Zt) — соответ-
ствующее значение целевой функции:

F (w,Zt) =
1

2

(
〈Φ(Xt), w〉 − Yt

)2
.

f(w) = EF (w,Z0) =

∫
F (w, z)Π(dz).

Данное выражение допускает следующее преобразование:



24

f(v) =
1

2

(
E〈Φ(X0), v〉2 − 2E

[
〈Φ(X0), v〉h(X0)

]
+ Eg2(X0, . . . , Xs)

)
=

1

2
E
((

〈Φ(X0), v〉 − h(X0)
)2

+ g2(Z0)− h2(X0)
)
,

где последнее равенство следует из определения h(x) = E(g(Z0)|X0 = x) и
тождества:

E
[
〈Φ(X0), v〉Y0

]
= E

[
E
(
〈Φ(X0), v〉g(Z0)

∣∣X0

)]
= E

[
〈Φ(X0), v〉E

(
g(Z0)|X0

)]
= E

[
〈Φ(X0), v〉h(X0)

]
.

Таким образом

E(v, w) = f(v)− f(w).

По наблюдаемой траекторииX0, . . . , Xt+s построим последовательность весов
wt с помощью алгоритмаVAW (4). Учитывая, что теперь рассматриваются нели-
нейные признаки Φ(X), на каждом шаге t вектор весов wt вычисляется как ре-
шение следующей задачи минимизации с ограничениями:

wt = argmin
w∈W

(
1

2

t−1∑
j=1

(〈w,Φ(Xj)〉 − Yj)
2 +

1

2
〈w,Φ(Xt)〉2 +

ϵ

2
‖w‖22

)
. (6)

Эта формула может быть переписана в альтернативных формах, например:

wt = argmin
w∈W

(
−

t−1∑
j=1

Yj〈w,Φ(Xj)〉+
1

2

t−1∑
j=1

〈w,Φ(Xj)〉2 +
1

2
〈w,Φ(Xt)〉2 +

ϵ

2
‖w‖22

)

= argmin
w∈W

(
t−1∑
j=1

〈∇wF (wj, Zj), w〉+
1

2

t−1∑
j=1

〈wj − w,Φ(Xj)〉2

+
1

2
〈w, (Φ(Xt)Φ(Xt)

T + ϵI)w〉
)
.
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Для случая, когдаW = Rm, решение имеет явный вид:

wt = argmin
w∈Rm

(
−

t−1∑
j=1

Yj〈w,Φ(Xj)〉+
1

2
〈Stw,w〉

)
= S−1

t

(
t−1∑
j=1

YjΦ(Xj)

)
, (7)

гдеSt = ϵI+
∑t

j=1Φ(Xj)Φ(Xj)
T . Для эффективного вычисления S−1

t на каждом
шаге t можно использовать формулу Шермана-Моррисона:

S−1
t = S−1

t−1 −
S−1
t−1Φ(Xt)Φ(Xt)

TS−1
t−1

1 + Φ(Xt)TS
−1
t−1Φ(Xt)

. (8)

Введем функцию ℓ(a, y) = (a − y)2/2. Тогда F (w, z) = ℓ(〈w,Φ(x)〉, y).
Ввиду ограниченности весов и признаков (|〈w,Φ(x)〉| ≤ cm для w ∈ W и
|y| ≤ g) заметим, что функция ℓ обладает свойством Липшица с константой
L = g + cm:

|ℓ(a, y)− ℓ(b, y)| =
∣∣∣∣y − a+ b

2

∣∣∣∣ · |a− b| ≤ L|a− b|.

Отсюда вытекает, что:

|F (w, z)− F (v, z)| ≤ L|〈w − v,Φ(x)〉| ≤ L
√
m‖w − v‖,

F (w, z) ≤ |〈w,Φ(x)〉|2 + y2 ≤ F = c2m2 + g2.

Таким образом, получаем следующее выражение для сожаления:

Rn(w) =
n∑

t=1

(F (wt, Zt)− F (w,Zt)).

Также нам понадобится оценка сожаления, полученную в исследовании [2,
предложение 3], где верхняя граница r для нормы признаков соответствует

√
m
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в наших обозначениях:

Rn(w) ≤
9L2m

2
ln
(
1 +

mn

ϵ

)
+
ϵ

2
‖w‖2

=
9(g + cm)2m

2
ln
(
1 +

mn

ϵ

)
+
ϵ

2
‖w‖2. (9)

В отличие от сценария с н.о.р. данными, преобразование последователь-
ности оценок wt в единую агрегированную оценку ŵn для получения оценки
ожидаемого сожаления (процедура, известная как «online-to-batch conversion»
[16]) не является тривиальной задачей. Пример, приведённый в работе [2], по-
казывает, что малого сожаления недостаточно в общем случае. Дополнительно
требуется свойство устойчивости численного метода. Ключевым результатом,
полученным в работе [2], является следующее свойство устойчивости алгорит-
ма VAW с ограничениями (6):

n−τ∑
t=1

(F (wt, zt+τ)− F (wt+τ , zt+τ)) ≤ 7L2τm ln
(
1 +

mn

ε

)
= 7(g + cm)2τm ln

(
1 +

mn

ε

)
. (10)

Эта формула соответствует формуле (26) в [2].

Дадим определение коэффициента β-перемешивания для σ-алгебр A и
B:

β(A ,B) = E
[
sup
B∈B

|P(B|A )− P(B)|
]
.

Пусть Pn —переходное ядро за nшагов, задаваемое соотношением Pn(x,B) =

P(Xn ∈ B|X0 = x). Коэффициент β-перемешивания для стационарного мар-
ковского процесса X определяется следующим образом:

βX(n) = β(σ(X0), σ(Xk, k ≥ n)) = β(σ(X0), σ(Xn)),

где последнее равенство следует из работы [26, предложение F.3.2]. Также из
исследований [27, 26] известно, что βX(n) может быть выражен через расстоя-
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ние по вариации

βX(n) =

∫
Rd

π(dx)dTV(π, Pn(·; x)),

где
dTV(P, P̃) = sup

A∈B(Rd)

|P(A)− P̃(A)| = 1

2
EQ|ξ − ξ̃| (11)

— расстояние по вариации. Здесь ξ и ξ̃ — плотности мер P и P̃ относительно
доминирующей меры Q, например Q = (P+ P̃)/2 [85]. Из определения следует,
что для процесса с расширенным состоянием Zt = (Xt, . . . , Xt+s) коэффициент
перемешивания связан с исходным процессом X соотношением

βZ(n) = βX(n− s), Zt = (Xt, . . . , Xt+s),

что также обсуждается в работе [58, лемма 3.6.5].

Теорема 1.2. Пусть последовательность векторов весов wt генерируется с по-
мощью алгоритма VAW с ограничениями (6), а wn =

∑n
t=1wt/n. Тогда для лю-

бых w ∈ [−c, c]m и τ ∈ N справедливо, что

EE(wn, w) ≤ 2cLmβX(τ − s+ 1) +

(
9

2
+ 7τ

)
L2m

n
ln
(
1 +

mn

ϵ

)
(12)

+
2τF

n
+

ϵ

2n
‖w‖2,

где L = g + cm и F = c2m2 + g2. В частности, если процесс (Xt)
∞
t=0 является

геометрически β-перемешивающим, то есть βX(n) ≤ βX(0)e
−γn, то

EEn(ŵn, w) = Õ

(
c2m3 + g2m

n
(s+ 1/γ)

)
. (13)

Обозначение Õ скрывает абсолютные константы, параметр ϵ и полилогариф-
мические множители.
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Доказательство. По неравенству Йенсена

EE(wn, w) = Ef(wn)− f(w) ≤ 1

n

n∑
t=1

(Ef(wt)− f(w)). (14)

Представим f(wt)− f(w) в виде суммы

n∑
t=1

(f(wt)− f(w)) = S1 + S2 + S3 + S4, (15)

где

S1 =
n∑

t=1

(f(wt)− F (wt, Zt+τ) + F (w,Zt+τ)− f(w)),

S2 =
n∑

t=1

(F (wt, Zt+τ)− F (wt, Zt)),

S3 =
n∑

t=1

(F (wt, Zt)− F (w,Zt)),

S4 =
n∑

t=1

(F (w,Zt)− F (w,Zt+τ)).

Математическое ожидание слагаемого S1 оценивается с использованием свой-
ства перемешивания процесса (Zt)

∞
t=0. Поскольку wt измерим относительно

σ(Z0, . . . , Zt−1) = Ht−1, то

EF (wt, Zt+τ) = EE(F (wt, Zt+τ)|Ht−1) = E
∫
Rd

F (wt, z)Pτ+1(Zt−1, dz).

Отсюда следует, что

E(f(wt)− F (wt, Zt+τ)) = E
∫
Rd

F (wt, z)Π(dz)− E
∫
Rd

F (wt, z)Pτ+1(Zt−1, dz)

= E
∫
Rd

F (wt, z)(ρ(z)− ρτ+1(z;Zt−1))µt(dz),

E(F (w,Zt+τ)− f(w)) = E
∫
Rd

F (w, z)(ρτ+1(z;Zt−1)− ρ(z))µt(dz),

где ρ и ρτ+1(·;Zt−1)—плотностимерΠ иPτ+1(Zt−1, ·) относительно вероятност-
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ной меры µt = (Π + Pτ+1(Zt−1, ·))/2. Используя свойство Липшица, получаем,
что

E(F (w,Zt+τ)− f(w) + f(wt)− F (wt, Zt+τ))

≤ E
∫
Rd

(F (w, z)− F (wt, z))(ρτ+1(z;Zt−1)− ρ(z))µt(dz)

≤ L
√
mE

(
‖w − wt‖

∫
Rd

|ρτ+1(z;Zt−1)− ρ(z)|µt(dz)
)

≤ 2cLmEdTV(Pτ+1(·;Zt−1),Π) = 2cLm

∫
Rd

Π(dz)dTV(Pτ+1(·; z),Π)

= 2cLmβZ(τ + 1) = 2cLmβX(τ − s+ 1).

Оценка для S2 следует из свойства устойчивости (10):

n∑
t=1

(F (wt, Zt+τ)− F (wt, Zt)) =
n−τ∑
t=1

((F (wt, Zt+τ)− F (wt+τ , Zt+τ))

+
n∑

t=n−τ+1

F (wt, Zt+τ)−
τ∑

t=1

F (wt, Zt)

≤
n−τ∑
t=1

((F (wt, Zt+τ)− F (wt+τ , Zt+τ)) + τF

≤ 7L2τm ln
(
1 +

mn

ε

)
+ τF .

Слагаемое S3 является сожалением (Rn(w)), а слагаемое S4 оценивается эле-
ментарным образом:

S4 =
n∑

t=1

(F (w,Zt)− F (w,Zt+τ)) =
τ∑

t=1

F (w,Zt)−
n+τ∑

t=n+1

F (w,Zt) ≤ τF .

Применив математическое ожидание в (15), получаем, что

n∑
t=1

(Ef(wt)− f(w)) ≤ 2cLmnβX(τ − s+ 1) + 7L2τm ln
(
1 +

mn

ε

)
+ 2τF + ERn(w).

Из оценок (9) и (14) следует искомое неравенство (12).
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Теперь предположим, что процесс (Xt)
∞
t=0 является геометрически β-

перемешивающим: βX(n) ≤ βX(0)e
−γn. Положим τ = γ−1 lnn + s − 1. Из (12)

вытекает, что

EEn(ŵn, w) = O

(
cLmβX(0)

n
+

(
lnn
γ

+ s

)[
L2m

n
ln
(
1 +

mn

ϵ

)
+
F

n

]
+
ϵ

n
c2m

)
= Õ

(
c2m3 + g2m

n
(s+ 1/γ)

)
.

Замечание 1.1. Для алгоритма VAW без ограничений (7) сожаление допускает
следующую оценку [64, теорема 7.24]:

Rn(w) ≤
g2m

2
ln
(
1 +

n

ϵ

)
+
ϵ

2
‖w‖2.

Более того, еслиXt являются н.о.р., по стандартной процедуре «online-to-batch
conversion» [64, теорема 3.1]

EE(wn, w) = Ef(wn)− f(w) ≤ ERn(w)

n
= Õ

(
(g2 + c2)m

n

)
(16)

для w ∈ [−c, c]m. Оценка (13) не воспроизводит оценку (16). Это указывает на
то, что член c2m3 в (13) может быть улучшен.

Пример 1.1. Пусть (Xt)
∞
t=0 — стационарное пространственно-неоднородное

случайное блуждание по множеству целых чисел Z. Предположим, что
P(Xt+1 = j|Xt = i) = 0 для |j − i| > 1, и процесс является гео-
метрически β-перемешивающим. Чтобы оценить P(Xt+s ∈ A|Xt = i), где
A = {j ∈ Z : |j| ≤ k}, положим g(xs) = I{xs∈A}. Заметим, что

h(x) = E(g(Xs)|X0 = x) = 0

для |x| > k + s. Если признаки ϕi(x) = I{x=i} для |i| ≤ k + s, то функцию h(x)
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можно представить в виде:

h(x) =
∑

|i|≤k+s

w∗
iϕi(x),

с некоторыми весами w∗
i ∈ [−1, 1]. Таким образом, для точного представления

функции h достаточноm = 2(s+k)+1 = 2s+ |A| признаков ϕi. Из оценки (13)
и определения E(v, w) следует, что

EE(wn, w) =
1

2
E
∑
i∈Z

(〈Φ(i), wn〉 − h(i))2 π(i)

=
1

2
E
∑
i∈Z

(wn,i − P(Xs ∈ A|X0 = i))2 π(i)

= Õ

(
(2s+ |A|)3

n
(s+ 1/γ)

)
.

1.3 Случайные признаки Фурье

Пусть ϕ : Rd × Θ → [−1, 1] — непрерывная функция, а Θ — замкнутое под-
множество конечномерного пространства. Следуя концепции, представленной
в работе [69], введём функциональное пространство

H(ϕ, p) =

{
x 7→ f(x) =

∫
α(θ)ϕ(x; θ) dθ :

∫
α2(θ)

p(θ)
dθ <∞

}
(17)

где α(θ) — некоторая интегрируемая функция, а p(θ) — фиксированная поло-
жительная весовая функция наΘ. Пусть функции f(x) и g(x) принадлежат про-
странствуH. Их скалярное произведение задаётся формулой

〈f, g〉H =

∫
α(θ)β(θ)

p(θ)
dθ,

где f(x) =
∫
α(θ)ϕ(x; θ)dθ, g(x) =

∫
β(θ)ϕ(x; θ)dθ. Это скалярное произведе-

ние порождает норму ‖f‖2H =
∫ α2(θ)

p(θ) dθ и делает H(ϕ, p) гильбертовым про-
странством.

Ключевым свойством этого пространства является наличие воспроизводя-
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щего ядра. В работе [69, предложение 4.1] доказано, чтоH(ϕ, p) является RKHS
с воспроизводящим ядром

k(x, y) =

∫
p(θ)ϕ(x; θ)ϕ(y; θ) dθ. (18)

Фундаментальное свойство воспроизводящего ядра заключается в том, что для
любой функции f ∈ H и любого x ∈ Rd выполняется тождество:

〈f, k(x, ·)〉H =

〈∫
α(θ)ϕ(·; θ) dθ,

∫
p(θ)ϕ(x; θ)ϕ(·; θ) dθ

〉
H

=

∫
α(θ)(p(θ)ϕ(x; θ))

p(θ)
dθ =

∫
α(θ)ϕ(x; θ) dθ = f(x).

Это свойство позволяет «воспроизводить» значение функции в любой точке x
через скалярное произведение с ядром.

Понятие универсального ядра играет большую роль в теории RKHS, по-
скольку оно гарантирует, что соответствующее пространство функций являет-
ся достаточно богатым для аппроксимации любого элемента из широкого клас-
са функций. Ядро k называется универсальным, если соответствующее RKHS
HK плотно в L2(Rd; ρ) для любой вероятностной меры ρ на борелевской σ-
алгебре B(Rd) [14]. Напомним также, что ядро называется трансляционно-
инвариантным, если его значение зависит только от разности аргументов
k(x, y) = κ(x − y), причём функция κ является положительно определённой,
то есть для любого конечного набора точек x1, . . . , xn ∈ Rd и любых действи-
тельных чисел c1, . . . , cn ∈ R выполняется неравенство:

n∑
i,j=1

cicjκ(xi − xj) ≥ 0.

Согласно теореме Бохнера, любая непрерывная положительно определённая
функция κ(x) допускает представление в виде преобразования Фурье некото-
рой неотрицательной σ-аддитивной меры Λ на B(Rd):

κ(x) =

∫
Rd

ei〈x,y〉Λ(dy). (19)
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Данное представление связывает свойства ядра в пространственной обла-
сти с его свойствами в частотной области. Частным случаем трансляционно-
инвариантных ядер являются радиальные ядра, где функция

κ(x) =

∫
[0,∞)

e−t‖x‖2 ν(dt) (20)

для некоторой неотрицательной σ-аддитивной меры ν на B([0,∞)).

Для трансляционно-инвариантных ядер k(x, y) = k(x − y) универсаль-
ность соответствующего гильбертова пространства с воспроизводящим ядром
Hk эквивалентна тому, что спектральная мера Λ является строго положитель-
ной на всём пространстве Rd. В случае радиальных ядер K(x, y) = k(‖x − y‖)
универсальность Hk достигается тогда и только тогда, когда соответствующая
радиальная спектральная мера ν не является дельта-мерой в нуле.

Гауссовское ядро k(x, y) = exp(−σ‖x − y‖2) с параметром σ > 0 удовле-
творяет любому из следующих критериев универсальности:

1. Его спектральная мера (преобразование Фурье) строго положительна
всюду в Rd

2. Соответствующая радиальная мера ν имеет ненулевую массу вне точки 0

[88].

Следуя подходу [69], положим ‖f‖p = supθ |α(θ)/p(θ)| и рассмотрим под-
пространство

H̃(ϕ, p) =

{
x 7→ f(x) =

∫
Θ

α(θ)ϕ(x; θ)dθ : ‖f‖p <∞ 
}

пространстваH(ϕ; p). Очевидно, что

‖f‖2H(ϕ,p) =

∫
α2(θ)

p(θ)
dθ ≤ ‖f‖2p.

Следующий результат содержится в работе [69].
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Лемма 1.1. Пусть ϕ(x; θ) = cos(〈ω, x〉 + b), где θ = (ω, b), причём
p(ω, b) = p1(ω)p2(b), где

p1(ω) =
1

(
√
2πσ)d

exp
(
−‖ω‖2

2σ2

)
, p2(b) =

1/(2π), b ∈ (−π, π),

0, в противном случае.

ТогдаH(ϕ, p) является RKHS с гауссовским ядром

k(x, y) =
1

2
exp

(
−σ

2

2
‖x− y‖22

)
,

и его подпространство H̃(ϕ, p) плотно в L2(Rd;µ).

Доказательство. Действительно, H(ϕ, p) является RKHS с ядром (18). Пока-
жем, что это ядро является гауссовским:

k(x, y) =

∫
Rd

∫ π

−π

p1(ω)p2(b) cos(〈ω, x〉+ b) cos(〈ω, y〉+ b) db dω

=

∫
Rd

p1(ω)

[
1

2π

∫ π

−π

cos(〈ω, x〉+ b) cos(〈ω, y〉+ b) db

]
dω.

Воспользовавшись формулой произведения косинусов, получаем:

1

2π

∫ π

−π

cos(〈ω, x〉+ b) cos(〈ω, y〉+ b) db =
1

2
cos(〈ω, x− y〉).

Тогда

k(x, y) =
1

2

∫
Rd

p1(ω) cos〈ω, x− y〉 dω.

Это выражение является преобразованием Фурье гауссовской плотности p1(ω).
Известно, что преобразование Фурье гауссовской функции также является гаус-
совской функцией. Тогда∫

Rd

exp
(
−‖ω‖2

2σ2

)
ei〈ω,v〉dω = (

√
2πσ)d exp

(
−σ

2

2
‖v‖2

)
.
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В нашем случае v = x− y. Таким образом

k(x, y) =
1

2

1

(
√
2πσ)d

(
(
√
2πσ)d exp

(
−σ

2

2
‖x− y‖22

))
=

1

2
exp

(
−σ

2

2
‖x− y‖22

)
.

Следовательно, ядро k(x, y) является гауссовским. Также из предыдущих заме-
чаний вытекает, что пространствоH(ϕ, p) плотно в L2(Rd;µ).

В случае, когда α(θ) = p(θ)
∑N

i=1 ciϕ(xi; θ) получаем:

x 7→ f(x) =

∫
α(θ)ϕ(x; θ)dθ =

N∑
i=1

cik(xi, x) ∈ H̃(ϕ; p),

и множество таких функций плотно в H(ϕ; p) в силу основных свойств про-
странства RKHS. Наконец, можно заключить, что вложениеH(ϕ; p) ⊂ L2(Rd;µ)

непрерывно:

‖f‖L2(Rd;µ) ≤ ‖f‖∞ ≤
∫

|α(θ)| dθ =
∫

|α(θ)|
p1/2(θ)

p1/2(θ) dθ

≤
(∫

α2(θ)

p(θ)
dθ

)1/2

= ‖f‖H(ϕ,p).

Рассмотрим случайное множество

Ĥm(ϕ; f) =

{
x 7→

m∑
k=1

wkϕ(x, θk) : |wk| ≤
‖f‖p
m

}
,

где θ1, . . . , θm —н.о.р. случайные величины с плотностью вероятности p. Пока-
жем, что для любой функции f ∈ H̃(ϕ, p) существует такая случайная функция
f̂m ∈ Ĥm(ϕ; f), что

E(f̂m(x)− f(x))2 ≤
‖f‖2p
m

, x ∈ Rd.

Любой функции f(x) =
∫
Θ α(θ)ϕ(x; θ)dθ можно поставить в соответствие слу-
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чайную функцию вида f̂m(x) вида

f̂m(x) =
1

m

m∑
k=1

α(θk)

p(θk)
ϕ(x; θk).

По построению, каждый член α(θk)
p(θk)

ϕ(x; θk) ограничен по модулю, так как

|ϕ(x; θk)| ≤ 1 и supθ |α(θ)/p(θ)| = ‖f‖p. Следовательно, |wk| = 1
m

∣∣∣α(θk)p(θk)

∣∣∣ ≤ ‖f‖p
m ,

что удовлетворяет условию для f̂m ∈ Ĥm(ϕ; f). Тогда

Ef̂m(x) = E
[
1

m

m∑
k=1

α(θk)

p(θk)
ϕ(x; θk)

]
=

1

m

m∑
k=1

∫
Θ

α(θ)

p(θ)
ϕ(x; θ)p(θ) dθ

=

∫
Θ

α(θ)ϕ(x; θ) dθ = f(x).

Теперь вычислим математическое ожидание квадрата разности:

E
(

1

m

m∑
k=1

α(θk)

p(θk)
ϕ(x; θk)− f(x)

)2

=
1

m
E
(
α(θ1)

p(θ1)
ϕ(x; θ1)− f(x)

)2

≤ 1

m
E
(
α(θ1)

p(θ1)
ϕ(x; θ1)

)2

=
1

m

∫
α2(θ)

p(θ)
ϕ2(x; θ) dθ ≤ 1

m

∫
α2(θ)

p(θ)
dθ ≤

‖f‖2p
m

.

(21)

Заметим, что данное утверждение является более простой версией леммы 1 из
работы [70].

Применение случайных признаков позволяет переформулировать задачу
нелинейной регрессии в терминах линейной регрессии по коэффициентам слу-
чайных признаков с сохранением свойства выпуклости функции потерь, что
открывает путь для использования эффективных онлайн алгоритмов.

Теорема 1.3. Рассмотрим вектор случайных признаков
Φ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕm(x)), где ϕi(x) = ϕ(x; θi), и построим wn ∈ W = [−c, c]m,
c = ‖f‖p/m с помощью алгоритма VAW с ограничениями, как в теореме 1.2.
Тогда дляm ∝

√
n

E1
2

∫
(〈Φ(x), wn〉 − h(x))2π(dx) ≤ Õ

(
‖f‖2p + g2

√
n

(s+ 1/γ)

)
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+

∫
(f(x)− h(x))2π(dx) (22)

для любой f ∈ H̃(ϕ, p).

Доказательство. Пусть f ∈ H̃(ϕ, p). Оценим E1
2

∫
(〈Φ(x), wn〉 − h(x))2π(dx),

используя функции f(x) и f̂m(x):

E1
2

∫
(〈Φ(x), wn〉 − h(x))2π(dx) ≤ E

∫
(〈Φ(x), wn〉 − f(x))2π(dx)

+

∫
(f(x)− h(x))2π(dx) = 2E

∫
(〈Φ(x), wn〉 − f̂m(x))

2π(dx)

+ 2E
∫

(f̂m(x)− f(x))2π(dx) +

∫
(f(x)− h(x))2π(dx).

Для оценки первого и второго членов в правой части применим теорему
1.2 с ограничением c = ‖f‖p/m и воспользуемся неравенством (21). Тогда для
m ∝

√
n получаем, что

E1
2

∫
(〈Φ(x), wn〉 − h(x))2π(dx) ≤ Õ

(
(‖f‖2p + g2)m

n
(s+ 1/γ)

)

+ 2
‖f‖2p
m

+

∫
(f(x)− h(x))2π(dx).

Последний член в (22) представляет собой ошибку аппроксимации. Он ха-
рактеризует, насколько хорошо истинная функция h(x) может быть представле-
на функциями из пространства H̃(ϕ, p) в смысле L2(π)-расстояния. Эта ошибка
не зависит от объёма выборки n и количества признаковm.

1.4 Пример: векторная авторегрессия

В этом разделе рассматривается применение теоретических концепций к ши-
роко используемой стохастической модели — векторной авторегрессии (VAR)
первого порядка. Эта модель представляет собой важный инструмент для ана-
лиза многомерных временных рядов, где текущее состояние системы линейно
зависит от предыдущего состояния и аддитивного шума [57]. Современные ис-
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следования, такие как работы [59] по байесовским VAR и [21] по разреженным
VAR-моделям, демонстрируют актуальность этого подхода в эпоху больших
данных.

Рассмотрим динамику d-мерного вектора состоянияXt, описываемую ли-
нейным стохастическим разностным уравнением:

Xt = κQXt−1 +Rξt, X0 = x. (23)

Здесь Xt ∈ Rd — вектор состояния системы в момент времени t, а X0 = x—
начальное состояние. Случайные возмущения ξt ∼ N(0, Id) являются независи-
мыми и одинаково распределёнными d-мерными стандартными нормальными
векторами, где Id — единичная матрица размера d × d. Параметр κ ∈ (0, 1)

представляет собой скалярный коэффициент, гарантирующий стационарность
процесса. Матрицы Q и R являются квадратными матрицами размера d × d.
МатрицаQ также является ортогональной, то естьQTQ = QQT = Id, гдеQT —
транспонированная матрица Q.

Последние исследования, включая работу [78] по структурным VAR-
моделям для временных сетевых данных, показали важность корректного вы-
бора структуры матриц Q и R при моделировании сложных систем. Особый
интерес представляет случай, когда матрица Q обладает разреженной структу-
рой [23], что характерно для многих приложений в нейронауках и экономике.

Для понимания поведения системы (23) необходимо найти явное выраже-
ние для Xt. Применяя рекурсивное разложение, получаем:

Xt = κtQtx+
t∑

j=1

κt−jQt−jRξj.

Первый член, κtQtx, описывает влияние начального состояния x, которое экс-
поненциально затухает из-за множителя κt при κ ∈ (0, 1). Второй член пред-
ставляет собой сумму взвешенных случайных возмущений. Поскольку ξj явля-
ются нормально распределёнными случайными векторами, и сумма линейных
преобразований независимых нормальных случайных величин также является
нормальной, Xt будет нормально распределённым вектором. Более того, мож-
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но переписать сумму в виде произведения матрицы и вектора, что упрощает
вычисление ковариационной матрицы:

Xt = κtQtx+ (κt−1Qt−1R, κt−2Qt−2R, . . . , R)


ξ1

ξ2
...
ξt

 .

Из этой формы следует, что Xt ∼ N(µt,Σt), где µt = κtQtx и ковариационная
матрица

Σt = (κt−1Qt−1R, . . . , R)(RT (Qt−1)T , . . . , RT )T =
t−1∑
j=0

κ2jQjRRT (Qj)T .

Для анализа асимптотического поведенияXt при t→ ∞ рассмотрим пре-
дел его характеристической функции φt(u), которая для нормального распреде-
ления N(µ,Σ) имеет вид:

lim
t→∞

φt(u) = lim
t→∞

ei〈κ
tQtx,u〉−〈Σtu,u〉/2.

Поскольку κ ∈ (0, 1) и матрица Q ортогональна, член κtQtx стремится к нуле-
вому вектору при t→ ∞. Одновременно, ковариационная матрица Σt сходится
к стационарной ковариационной матрице Σ, определяемой как ряд:

Σ =
∞∑
j=0

κ2jQjRRT (Qj)T .

Этот ряд сходится, так как κ ∈ (0, 1), обеспечивая геометрическое убывание
членов. Таким образом, предел характеристической функции равен e−〈Σu,u〉/2,
что соответствует характеристической функции нормального распределения
N(0,Σ). Отсюда следует, чтоXt слабо сходится к нормальному распределению
N(0,Σ).

Если начальное состояние X0 распределено в соответсвии с этим стаци-
онарным распределением π = N(0,Σ), то процесс Xt является строго стаци-
онарным. Для проверки этого свойства убедимся, что матрица ковариации Σ
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удовлетворяет следующему уравнению:

Σ = RRT + κ2QΣQT . (24)

Если Xt−1 ∼ N(0,Σ), то для Xt выполняется, что

φXt
(u) = Eei〈u,κQXt−1+Rξt〉 = Eei〈u,κQXt−1〉Eei〈u,Rξt〉

= φXt−1
(κQu)e−〈RRTu,u〉/2

= e−〈Σ(κQu),κQu〉/2−〈RRTu,u〉/2

= e−κ2〈QTΣQu,u〉/2−〈RRTu,u〉/2

= e−〈(κ2QTΣQ+RRT )u,u〉/2.

Применяя выражение (24) для Σ, получаем:

φXt
(u) = e−〈Σu,u〉/2.

Таким образом, Xt ∼ N(0,Σ), что подтверждает стационарность процесса.

Марковская цепь, описываемая уравнением (23) на Rd, является λd-
неприводимой, где λd обозначает меру Лебега наRd. Неприводимость означает,
что из любого состояния x можно достичь любого борелевского множества по-
ложительной меры за конечное число шагов. Это свойство выполняется благо-
даря наличию шумового члена Rξt, который является нормально распределён-
ным и, следовательно, имеет плотность, строго положительную на всём Rd.

Из работы [93, предложение 4.3] известно, что любое компактное множе-
ство C ⊂ Rd является «малым» (small set). Это означает, что существует δ > 0

такое, что для любого x ∈ C и любого борелевского множества B ∈ B(Rd)

вероятность перехода из x в B удовлетворяет неравенству:

P (x,B) ≥ δλd(B), x ∈ C, B ∈ B(Rd).

Это свойство указывает на то, что из любого состояния в компактноммножестве
цепь Маркова имеет ненулевую вероятность «покрыть» значительную часть
пространства, что является ключевым для установления эргодичности.
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Для доказательства геометрической эргодичности воспользуем-
ся условием дрейфа с функцией Ляпунова V (x) = 1 + ‖x‖. Возьмем
C = Br(0) = {x : ‖x‖ ≤ r} — шар радиуса r с центром в начале координат.
Для любого ε > 0 и достаточно большого r покажем, что

E(V (Xt)|Xt−1 = x) = 1 + E‖κQx+Rξt‖

≤ 1 + E‖κQx‖+ E‖Rξt‖
= 1 + κ‖Qx‖+ E‖Rξt‖
= 1 + κ‖x‖+ E‖Rξt‖
≤ (κ+ ε)(1 + ‖x‖) = (κ+ ε)V (x) для ‖x‖ ≥ r.

Последнее неравенство выполняется для достаточно больших значений
‖x‖ ≥ r за счёт выбора ε и использования определения функции V (x) = 1+‖x‖.
Таким образом, процесс (23) удовлетворяет условию дрейфа

E(V (Xt)|Xt−1 = x) ≤ λV (x) + b1C(x),

где λ ∈ (0, 1) и b > 0—некоторые константы. В совокупности, данное условие
и свойство «малых» множеств обеспечивают геометрическую эргодичность
процесса Xt [93, предложение 3.13]. Согласно этому свойству распределение
Xt сходится к своему стационарному распределению π по метрике полной ва-
риации с экспоненциальной скоростью

dTV(Pn(x, ·), π) ≤Mxe
−γn,

гдеMx — константа, зависящая от начального состояния x, а γ > 0— положи-
тельная константа. Следствием геометрической эргодичности также является
свойство геометрического β-перемешивания, выражаемое как βX(n) ≤ Be−γn

[61, теорема 2.1], [12, теорема 3.7].

Рассмотрим функцию g(x0, . . . , xs) = g(xs) = e−β‖xs‖2/2, которая зависит
только от состояния системы в момент времени s. Цель — вычислить услов-
ное математическое ожидание этой функции при условии начального состоя-
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ния X0 = x:

h(x) = E(g(Xs)|X0 = x) = Ee−β‖Y ‖2/2, где Y ∼ N(κsQsx,Σs).

Поскольку Y является нормально распределённым вектором, для нахождения
h(x) требуется вычислить интеграл от плотности нормального распределения,
умноженной на экспоненциальный член:

h(x) =

∫
Rd

e−β‖y‖2/2 1

(2π)d/2
√
detΣs

exp
(
−1

2
〈Σ−1

s (y − κsQsx), y − κsQsx〉
)
dy.

Раскроем степень экспоненты

〈Σ−1
s (y − µs), y − µs〉 = 〈Σ−1

s y, y〉 − 2〈Σ−1
s y, µs〉+ 〈Σ−1

s µs, µs〉,

где µs = κsQsx. Тогда

h(x) =
e−

1
2 〈Σ

−1
s µs,µs〉

(2π)d/2
√
detΣs

∫
Rd

exp
(
−1

2
〈(βId + Σ−1

s )y, y〉+ 〈Σ−1
s µs, y〉

)
dy.

Для дальнейших вычислений воспользуемся следующей формулой:∫
Rd

e−
1
2 〈Az,z〉+〈b,z〉 dz =

(2π)d/2√
detA

e
1
2 〈A

−1b,b〉.

Подставляя A = βId + Σ−1
s и b = Σ−1

s µs, получаем, что

h(x) =
exp

(
−1

2〈Σ
−1
s µs, µs〉

)
√
detΣs

√
det(βId + Σ−1

s )
exp

(
1

2
〈(βId + Σ−1

s )−1Σ−1
s µs,Σ

−1
s µs〉

)
. (25)

Рассмотрим член в экспоненте, содержащий выражение (βId + Σ−1
s )−1:

(βId + Σ−1
s )−1 = (Σ−1

s (βΣs + Id))
−1

= (Id + βΣs)
−1Σs.

Тогда для выражения 〈(βId + Σ−1
s )−1Σ−1

s µs,Σ
−1
s µs〉 получаем, что

〈(Id + βΣs)
−1ΣsΣ

−1
s µs,Σ

−1
s µs〉
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= 〈(Id + βΣs)
−1µs,Σ

−1
s µs〉

= 〈Σ−1
s (Id + βΣs)

−1µs, µs〉

= 〈(Σ−1
s − βΣ−1

s (Id + βΣs)
−1)µs, µs〉.

Теперь упростим выражение с определителем, используя его свойства:

√
det(βId + Σ−1

s ) =
√
det(Σ−1

s (βΣs + Id))

=
√
det(Σ−1

s ) det(Id + βΣs)

=
1√

det(Σs)

√
det(Id + βΣs).

Тогда
√
detΣs√

det(βId+Σ−1
s )

=
√
det(Id + βΣs). Из подстановки в (25) вышеприведенных

упрощений вытекает, что

h(x) =
1√

det(Id + βΣs)
exp

(
−κ

2s

2
β〈(Id + βΣs)

−1Qsx,Qsx〉
)
. (26)

Определим функцию

α(w, b) =
1

π
√
βκs

1

(2π)d/2
exp

(
−1

2

〈
S−1w,w

〉)
cos b,

где (w, b) = θ ∈ Θ = Rd × (−π, π), а матрица S задается как:

S = βκ2s
(
Qs(Id + βΣs)(Q

s)T
)−1

.

Функция h(x) может быть представлена в следующем виде:

h(x) =

∫
Θ

α(θ)ϕ(x; θ) dθ,

где функция ϕ(x; θ) определена в лемме 1.1. Для вычисления данного интеграла
используется известная формула для характеристической функции многомер-
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ного нормального распределения:

1

(2π)d/2
√
det(S))

∫
e−〈S−1y,y〉/2ei〈y,x〉 dy = e−〈Sx,x〉/2.

Применяя эту формулу к рассматриваемому интегралу, получаем:∫
Θ

α(θ)ϕ(x; θ) dθ =

∫
Rd

∫ π

−π

α(ω, b) cos(〈ω, x〉+ b)dωdb

=
1√
βκs

1

(2π)d/2

∫
Rd

exp
(
−1

2

〈
S−1ω, ω

〉)
cos〈ω, x〉 dω

=
1√
βκs

√
det(S)e−〈Sx,x〉/2 = h(x),

где последнее равенство соответствует формуле преобразования Фурье. Это ра-
венство выполняется, так как

det(S)
βκ2s

= det
[
(Qs(Id + βΣs)Q

s)−1
]
= det

(
Qs(Id + βΣs)

−1Qs
)
=

1

det (Id + βΣs)
.

Отношение |α|/p, где p — плотность, введённая в лемме 1, при σ2 ≥ β

может быть оценено следующим образом:

|α|
p

=
2√
βκs

e−〈S−1ω,ω〉/2| cos b|σde〈ω,ω〉/(2σ2) ≤ 2σd√
βκs

Это неравенство справедливо, так как

〈S−1ω, ω〉 = 1

βκ2s
〈(Id + βΣs)Q

sω,Qsω〉 ≥ 1

β
‖ω‖2 ≥ 1

σ2
‖ω‖2.

Из этого следует, что h ∈ H̃(ϕ, p), и его норма в этом пространстве ограничена

‖h‖p ≤
2σd√
βκs

. (27)

Подстановка f = h в (22) в сочетании с неравенством (27) даёт следующую
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оценку ожидаемой ошибки:

E1
2

∫
(〈Φ(x), wn〉 − h(x))2π(dx) ≤ Õ

(
‖h‖2p + g2

√
n

(s+ 1/γ)

)
(28)

= Õ

(
σ2d

βκ2s
√
n
(s+ 1/γ)

)
.

Эта оценка справедлива при условии, что количество случайных признаков
m выбирается пропорционально

√
n (т.е. m ∝

√
n), а сами признаки ϕ(x, θk)

генерируются путем выборки θk из распределения, описанного в лемме 1.1.
Кроме того, к этим признакам применяется алгоритм VAW с ограничениями
на веса |wk| ≤ c =

‖h‖p
m . Исходя из неравенства (27), можем установить

c = σd/(m
√
βκs).

Заметим, что член κ−2s в оценке (28) экспоненциально растет с увеличени-
ем горизонта предсказания s. Отсюда следует, что ошибка аппроксимации мо-
жет значительно увеличиваться для прогнозов на более длительные временные
интервалы, что является естественным ограничением для такого рода задач.

1.4.1 Вычислительные эксперименты

Для эмпирической проверки теоретических выводов были проведены вычисли-
тельные эксперименты с использованием комплекса программ на языке Python
для модели векторной авторегрессии в одномерном (d = 1) и двумерном (d = 2)
пространствах. Для d = 1 была рассмотрена простая авторегрессионная мо-
дель:

Xt = κXt−1 + ξt.

Для d = 2 использовалась модель с матрицей вращения Q:(
Xt,1

Xt,2

)
= κ

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
Xt,1

Xt,2

)
+

(
ξt,1

ξt,2

)
.

Параметры процессов были выбраны следующим образом: κ = 0.99, что со-
ответствует медленно затухающему процессу, β = 0.1 и σ = 1, и θ = 0.3 для
двумерного случая. Число случайных признаковm составляло 80 в одномерном
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d = 1 d = 2
n Алгоритм s = 5 s = 15 s = 5 s = 15

10000 VAW 2.9 · 10−4 7.9 · 10−4 9.5 · 10−3 1.2 · 10−2

MLP 6.8 · 10−4 2.5 · 10−3 5.8 · 10−3 1.1 · 10−2

50000 VAW 1.5 · 10−4 4.8 · 10−4 8.3 · 10−3 8.1 · 10−3

MLP 8.7 · 10−4 1.1 · 10−3 1.2 · 10−3 1.4 · 10−3

100000 VAW 8.0 · 10−5 2.8 · 10−4 7.8 · 10−3 7.1 · 10−3

MLP 8.1 · 10−4 9.3 · 10−4 4.1 · 10−4 9.2 · 10−4

Таблица 1: Среднеквадратичная ошибка, усредненная по 3 экспериментам

случае и 400 в двумерном.

В экспериментах сравнивались численный метод VAW с использованием
случайных признаков Фурье и нейронная сеть типа многослойный перцептрон
(MLPRegressor) из библиотеки scikit-learn. MLPRegressor использовался с
параметрами по умолчанию, включающими один скрытый слой со 100 нейро-
нами. Существенное отличие заключается в том, что алгоритм VAW выполняет
всего один проход по данным, в то время как MLPRegressor требует многократ-
ных проходов (эпох) для сходимости.

После этапа обучения вычислялась среднеквадратичная ошибка (MSE) на
наборе из 1000 тестовых точек x, которые были сгенерированы из стационарно-
го распределения N(0,Σ). Для сравнения с истинным значением h(x) исполь-
зовалось явное аналитическое выражение (26).

Анализ результатов численных экспериментов, представленных в табли-
це 1, показывает, что с увеличением объёма данных алгоритм VAW демон-
стрирует сопоставимую или меньшую MSE по сравнению с нейронной сетью
MLPRegressor, использующей параметры по умолчанию. При этом VAW требу-
ет значительно меньше вычислительных ресурсов, так как выполняется лишь
один проход по данным. На рис. 1 представлены график (для d = 1) и ли-
нии уровня (для d = 2) функции h(x), восстановленной алгоритмами VAW и
MLPRegressor при объёме выборки n = 100000, шагеs = 5 и количестве при-
знаковm = 80 (для d = 1) иm = 400 (для d = 2).

Комплекс программ для воспроизведения экспериментов находится в от-
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(a) График h и его аппроксимаций (d = 1)
(b) Линии уровня h и их аппроксимации
(d = 2)

Рис. 1: Визуализация функции h

крытом доступе на платформеGitHub 1. В приложенииА.1. приводится листинг
программы с реализацией алгоритмаVAWсиспользованием случайных призна-
ков Фурье.

1.5 Заключение к главе 1

В этой главе было проведено исследование применения численного метода
Вовка-Азури-Вармута (VAW) в сочетании со случайными признаками Фурье
для моделирования динамических процессов с марковской зависимостью. На
основе теоретических результатов из работы [2], посвящённых обобщающей
способности онлайн алгоритмов на зависимых данных, получены строгие верх-
ние оценки ожидаемой квадратичной ошибки. Эти оценки обеспечивают теоре-
тические гарантии эффективности предложенного метода в условиях времен-
ной зависимости данных.

Рассматривалась стандартная постановка задачи обучения с учителем с
липшицевой функцией потерь и n независимыми одинаково распределёнными
примерами. Согласно фундаментальному результату [70, теорема 1], для дости-
жения ошибки порядка O(n−1/2) требуется O(n) случайных признаков. Пока-
зано, что в случае квадратичной функции потерь достаточно Õ(

√
n) признаков

1Gurtovaya,O.V. Vovk-Azoury-Warmuth algorithm and random Fourier features for a regression
problem with Markovian data [Электронный ресурс] / O.V.Gurtovaya — 2025. — URL:
https://github.com/O-Gurt/VAW_Markov (дата обращения: 21.08.2025).

https://github.com/O-Gurt/VAW_Markov
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для аналогичной точности [74, 15], даже для более широкого класса гипотез.
В настоящем исследовании продемонстрировано, что аналогичный результат
справедлив и для зависимых данных. Был использован подход из работы [2],
где доказано, что алгоритм, обладающий устойчивостью и малым сожалением,
обеспечивает низкую ошибку оценивания относительно инвариантного распре-
деления при выполнении условий перемешивания.

Вычислительные эксперименты подтвердили, что при достаточно боль-
ших объёмах обучающих данных модель на основе случайных признаков Фу-
рье, обученная с помощью VAW, конкурирует по точности с нейронными сетя-
ми, обученными традиционными методами. Стоит отметить, что при обучении
алгоритм VAW проходит по данным всего один раз, что существенно снижает
вычислительные затраты по сравнению с итерационными подходами, требую-
щими многократных эпох обучения.

Дополнительное применение оптимизационных техник, таких как много-
проходное обучение с ранней остановкой, может улучшить аппроксимацию це-
левой функции, избегая переобучения и усиливая обобщающую способность.

Глава 1 основана на материалах, опубликованных в работе [73].
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2 Реализация двух- и трёхуровневого численных
методов Вовка-Азури-Вармута с использовани-
ем многоядерного подхода

2.1 Переход от одноядерного к многоядерному подходу в он-
лайн оптимизации

Ядерные методы [81, 43] предоставляют мощный инструмент для анализа слож-
ных нелинейных зависимостей, значительно расширяя возможности традици-
онных линейных моделей. Эти методы обладают высокой выразительной спо-
собностью, что подтверждается их свойством универсальности [88]. Более того,
они позволяют эффективно применять аппарат выпуклого анализа, гарантируя
достижение глобально оптимальных решений.

Однако, несмотря на эти преимущества, одноядерные методы сталкива-
ются с двумя серьёзными недостатками. Первый и наиболее очевидный — вы-
сокая вычислительная сложность. Она растет пропорционально T 3, где T —
число обучающих примеров в стандартной задаче пакетного обучения с учи-
телем. Это делает их трудноприменимыми для работы с большими объёмами
данных. В онлайн оптимизации, где данные поступают последовательно, эта
проблема лишь усугубляется: при применении алгоритма градиентного спус-
ка в RKHS [49] каждая итерация неизбежно приводит к усложнению линейной
комбинации ядер из-за постоянного добавления новых опорных векторов в фор-
мируемый словарь. Данное явление получило название «проклятие кернелиза-
ции» [100], поскольку оно значительно увеличивает вычислительные затраты
и требования к памяти по мере обучения модели.

Для борьбы с этим «проклятием» разработано множество техник, условно
разделяющихся на две большие категории [44]: стратегии поддержания бюдже-
та и стратегии функциональной аппроксимации. Первые направлены на ограни-
чение размера словаря опорных векторов путём удаления наименее значимых
векторов, их проекции в низкоразмерные пространства или объединения схо-
жих векторов, что позволяет сохранить обучаемость модели при сокращении
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вычислительных ресурсов. Вторые стремятся аппроксимировать исходное яд-
ро более простыми функциями, что позволяет избежать хранения всех опорных
векторов.

Примечательно, что аналогичные адаптивные численные методы филь-
трации на основе ядер также нашли широкое применение в сфере обработки
сигналов [86, 96]. Например, в задачах устранения искажений сигнала при пе-
редаче по каналу или подавления шума в аудио- или видеосигналах, где посто-
янно поступают новые данные, применение таких алгоритмов позволяет систе-
ме непрерывно подстраиваться под изменяющиеся условия, сохраняя при этом
приемлемую вычислительную нагрузку.

Второй, не менее критичный недостаток одноядерных методов — это
необходимость выбора подходящего ядра. Этот выбор нетривиален и оказыва-
ет решающее влияние на качество и точность конечных результатов. Различные
типы данных или конкретные задачи могут требовать специфических ядер, и от-
сутствие априорных знаний часто приводит к трудоёмкому процессу подбора.
Неправильно выбранное ядро может значительно ухудшить обучаемость мо-
дели, делая её неэффективной. Для решения этой проблемы были предложены
многоядерные методы [50, 7]. Согласно обзору [38], эти методы призваны повы-
сить точность и обобщающую способность моделей, поскольку они позволяют
комбинировать преимущества различных ядер, которые могут быть оптималь-
ны для разных аспектов или модальностей данных. Они предполагают выбор
оптимальной комбинации ядер из обширного, заранее определённого набора,
что позволяет модели более гибко адаптироваться к данным и преодолевать
ограничения, связанные с выбором единственного ядра.

При многоядерном подходе происходит построение ансамбля математи-
ческих моделей, где итоговая прогнозирующая функция является взвешенной
суммой более простых моделей, каждая из которых порождается своим ядром.
Это позволяет строить более гибкие и точные модели данных сложной структу-
ры. Многоядерные подходы активно исследовались в контексте выпуклой он-
лайн оптимизации [68, 69]. Например, в работах [79] и [84] онлайн градиентный
спуск применялся к векторам случайных признаков, соответствующим каждо-
му ядру, для формирования экспертных стратегий. Веса wt для каждой такой
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экспертной стратегии итеративно обновлялись по формуле:

wt+1 = wt − ηt∇L(wt; xt, yt),

гдеwt—это веса модели на текущемшаге t, ηt—скорость обучения (шаг гради-
ента), а∇L(wt; xt, yt)— градиент функции потерь L по весам wt для текущего
обучающего примера xt с меткой yt. Этот процесс позволял каждой экспертной
стратегии специализироваться на определённом аспекте данных.

В работе [79] численный метод многоядерной регрессии был успеш-
но применён для математического моделирования крупномасштабного онлайн
прогнозирования временных рядов. Верхняя оценка сожаления метода состав-
ляет O(

√
T log p), где p— количество ядер в ансамбле. Этот результат гаранти-

рует, что алгоритм работает почти так же хорошо, как и лучшее ядро в ансамбле,
что демонстрирует его высокую точность и устойчивость даже на больших объ-
ёмах данных. Результаты показали, что комбинация нескольких ядер позволяет
более эффективно улавливать сложную динамику временных рядов по сравне-
нию с использованием одного ядра. Аналогично, в работе [84] исследовалось
онлайн оптимизация с несколькими ядрами на основе случайных признаков
в средах с неизвестной динамикой. В частности, авторы предложили масшта-
бируемую схему Raker (Random Feature-based Multi-kernel Learning) для стати-
ческих сред и адаптивную схему AdaRaker для динамических сред. Эти алго-
ритмы позволили моделям значительно лучше адаптироваться к меняющимся
условиям и динамике данных, показывая надёжные результаты там, где одно-
ядерные модели были бы менее эффективны. Предсказания этих стратегий за-
тем эффективно объединялись либо с помощью правила обновления экспонен-
циальных весов, либо напрямую через алгоритм онлайн градиентного спуска,
что позволяло получать более надёжные и точные результаты.

Развивая эти подходы, в более поздней работе [35] было представлено
онлайн многоядерное моделирование с использованием графов (Graph-aided
online multi-kernel learning). В данной работе был разработан алгоритм OMKL-
GF, который решает математическую задачу построения модели, дополнитель-
но используя информацию о связях между входными признаками, представлен-
ными в виде графа. Это позволяет алгоритму OMKL-GF лучше адаптироваться
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к сложным структурам данных, особенно когда взаимосвязи между признаками
имеют явное графическое представление. Благодаря учёту такой графической
структуры, OMKL-GF способен более эффективно обучаться в онлайн режиме,
динамически настраивая веса для различных ядер и улучшая эффективность
модели, особенно в условиях, где данные обладают сложными зависимостями.

В данной главе представлен теоретический анализ и обоснование числен-
ного метода, основанного на двухуровневом алгоритме Вовка-Азури-Вармута
VAW2 для решения задачи онлайн линейной регрессии с квадратичной функ-
цией потерь. Предлагаемый метод сочетает функциональную аппроксимацию
ядер через случайные признаки Фурье с алгоритмом VAW.

Вычислительная схема алгоритма реализует двухуровневую архитектуру.
На первом уровне для каждого ядра из заданного ансамбля осуществляется ге-
нерация случайных признаковФурье, на основе которых формируются эксперт-
ные стратегии с использованием метода VAW. На втором уровне также приме-
няется алгоритм VAW, но уже для агрегирования полученных экспертных про-
гнозов.

Теоретический анализ сопровождается серией численных экспериментов,
направленных на сравнительную оценку эффективности VAW2 относительно
современных методов онлайн многоядерного моделирования, включая алго-
ритм Raker [84] и граф-ориентированный метод OMKL-GF [35].

Также предлагается модификация численного метода S-VAW2 (Scaled
Vovk-Azoury-Warmuth), объединяющая стратегию обучения VAW2 с техниками
нормирования данных, что позволяет ему справляться с разнородностью дан-
ных при сохранении вычислительной эффективности. Проведен сравнитель-
ный анализ алгоритма S-VAW2 с системой автоматизированного построения
моделей AutoGluon-Tabular на наборе эталонных регрессионных задач.
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2.2 Двухуровневый численный метод Вовка-Азури-Вармута
в контексте многоядерного подхода

В этом разделе также рассматриваются трансляционно-инвариантные ядра
k(x, y) = κ(x− y), для которых справедливо выполнение теоремы Бохнера

κ(z) =

∫
Rd

ei〈ω,z〉Λ(dω).

Для наших целей достаточно предположить, что Λ абсолютно непрерывна от-
носительно меры Лебега

κ(z) =

∫
Rd

ei〈ω,z〉q(ω) dω =

∫
Rd

q(ω) cos〈ω, z〉 dω,

где q— функция плотности вероятности. В частности, для гауссовских ядер

k(x, y) = e−‖x−y‖22/(2σ2), q(ω) =

(
σ√
2π

)d

e−σ2‖ω‖22/2, (29)

для лапласовских ядер

k(x, y) = e−‖x−y‖1/σ, q(ω) =
σd

πd

d∏
j=1

1

1 + σ2ω2
j

. (30)

Видно, что здесь q является произведением гауссовских распределений и рас-
пределений Коши соответственно [68]. Для таких ядер формула (18) верна при
Θ = Rd × [0, 2π], θ = (ω, b), где

p(θ) = q(ω)r(b), r(b) = 1/(2π),

ϕ(x; θ) =
√
2 cos(〈ω, x〉+ b).

Тогда∫
Θ

p(θ)ϕ(x; θ)ϕ(y; θ) dθ =
1

2π

∫ 2π

0

∫
Rd

2 cos(〈ω, x〉+ b) cos(〈ω, y〉+ b)q(ω)dωdb
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=

∫
Rd

cos〈ω, x− y〉q(ω)dω = κ(x− y) = k(x, y).

Рассмотрим вектор случайных признаков Фурье:

Φ(x) = (ϕ(x, θk))
m
k=1 = (

√
2 cos(〈ωk, x〉+ bk))

m
k=1,

сгенерированный из распределений p. Здесь ωk ∼ q, bk ∼ U(0, 2π) — незави-
симые и одинаково распределённые случайные величины. Обозначим через Eθ

математическое ожидание относительно совместного распределения θ1, . . . , θm.
Следующий результат показывает, что любой элемент изH, определённый фор-
мулой (17), может быть аппроксимирован линейной комбинацией случайных
признаков Фурье.

Лемма 2.1. Для любого f =
∫
γ(θ)ϕ(·, θ) dθ ∈ H положим

ŵ =
1

m

(
γ(θ1)

p(θ1)
, . . . ,

γ(θm)

p(θm)

)
,

где θi ∼ p — независимые и одинаково распределённые случайные величины.
Тогда

Eθ(〈ŵ,Φθ(x)〉 − f(x))2 ≤ 2
‖f‖2H
m

, Eθ‖ŵ‖22 =
‖f‖2H
m

. (31)

Доказательство. Заметим, что стохастическая оценка 〈ŵ,Φθ(x)〉 для f(x) яв-
ляется несмещенной:

Eθ〈ŵ,Φθ(x)〉 =
1

m

m∑
i=1

Eθi

(
γ(θi)

p(θi)
ϕ(x, θi)

)
=

1

m

m∑
i=1

∫
γ(θi)

p(θi)
ϕ(x, θi)p(θi)dθi

=
1

m

m∑
i=1

∫
γ(θi)ϕ(x, θi)dθi

=
1

m

m∑
i=1

f(x) = f(x). (32)
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Вычислим дисперсию этой оценки:

Eθ

(
1

m

m∑
k=1

γ(θk)

p(θk)
ϕ(x; θk)− f(x)

)2

=
1

m
Eθ1

(
γ(θ1)

p(θ1)
ϕ(x; θ1)− f(x)

)2

≤ 1

m
Eθ1

(
γ(θ1)

p(θ1)
ϕ(x; θ1)

)2

=
1

m

∫
γ2(θ1)

p2(θ1)
ϕ2(x; θ1)p(θ1) dθ1

=
1

m

∫
γ2(θ1)

p(θ1)
ϕ2(x; θ1) dθ1 ≤

2

m

∫
γ2(θ1)

p(θ1)
dθ1 ≤ 2

‖f‖2H
m

.

Из определения оценки ŵ следует, что

Eθ‖ŵ‖22 =
1

m2

m∑
i=1

Eθi

((
γ(θi)

p(θi)

)2
)

=
1

m2

m∑
i=1

∫
γ2(θi)

p2(θi)
p(θi)dθi

=
1

m

∫
γ2(θ1)

p(θ1)
dθ1 =

‖f‖2H
m

.

Рассмотрим произвольную последовательность пар (xt, yt) ∈ Rd × R.
Предположим, что зависимость между признаками xt и целевыми значениями
yt может быть описана некоторой функцией f ∈ H. Тогда можно сформулиро-
вать следующую задачу наименьших квадратов:

T∑
t=1

(yt − f(xt))
2 → min

f∈H
. (33)

Согласно лемме 2.1, данная задача может быть представлена в виде:

T∑
t=1

(yt − 〈w,Φθ(xt)〉)2 → min
w∈Rm

.

В рамках онлайн оптимизации цель состоит в построении последовательности
векторов весов wt, обеспечивающую «малые» ожидаемые кумулятивные поте-
ри:

Eθ

T∑
t=1

(yt − 〈wt,Φθ(xt)〉)2.

При этом качество решения оценивается путем сравнения с потерями (33) для
произвольной функции f ∈ H. Каждый вектор wt формируется на основе
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предыстории наблюдений: wt = wt(Φθ(x1), . . . ,Φθ(xt), y1, . . . , yt−1). Будем счи-
тать, что на каждом шаге t признаки xt известны до того, как необходимо сде-
лать прогноз целевой переменной yt. Тогда для нахождения последовательности
wt можно воспользоваться численным методом VAW (6).

Введём дополнительное предположение о равномерной ограниченности
целевых переменных: |yt| ≤ Y . В таком случае, если ‖Φθ(xt)‖2 ≤ ρ [17, тео-
рема 11.8], [64, теорема 7.34], то сожаление для алгоритма VAW удовлетворяет
оценке:

RT (w) ≤
λ

2
‖w‖22 +

mY 2

2
ln
(
1 +

ρ2T

λm

)
. (34)

В частности, для случая ρ =
√
2m

RT (w) ≤
λ

2
‖w‖22 +

mY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
. (35)

Для обхода проблемы выбора оптимального ядра для конкретной задачи
рассмотрим набор изN гильбертовых пространств {Hj}Nj=1, каждое из которых
ассоциировано со своим воспроизводящим ядром κj (RKHS). Введем простран-
ство

H = H1 + · · ·+HN =

{
N∑
j=1

fj | fj ∈ Hj

}
Норма в этом пространстве задаётся следующим образом:

‖f‖2H = min

{
N∑
j=1

‖fj‖2Hj
| f =

N∑
j=1

fj

}
Как показано в монографии [99, предложение 12.27], такое простран-
ство H само является RKHS с ядром, равным сумме исходных ядер
k(x, x′) =

∑N
j=1 kj(x, x

′). Эта конструкция позволяет комбинировать различные
типы ядер, сохраняя при этом свойства RKHS.

Лемма 2.2. Для f ∈ H = H1 + · · · +HN возьмем fj =
∫
Θ γj(θ)ϕj(x; θ)dθ ∈ Hj
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так, что

f =
N∑
j=1

fj, ‖f‖2H =
N∑
j=1

‖fj‖2Hj
.

Для каждого ядра kj определим

ŵj =
1

m

(
γj(θj1)

pj(θj1)
, . . . ,

γj(θjm)

pj(θjm)

)
по аналогии с леммой 2.1. Здесь θjk ∼ pj , k = 1, . . . ,m являются незави-
симыми и одинаково распределёнными случайными величинами для каждого
j = 1, . . . , N . Пусть |y| ≤ Y . Тогда

Eθ

(
N∑
j=1

〈ŵj,Φθj(x)〉 − y

)2

≤ 2
N

m
‖f‖2H + (f(x)− y)2 , (36)

где Φθj(x) = (ϕ(x, θjk))
m
k=1.

Доказательство. Заметим, что оценка 〈ŵj,Φθj(x)〉 для значения функции fj(x)
является несмещённой: см. (32). Тогда

Eθ

(
N∑
j=1

〈ŵj,Φθj(x)〉 − y

)2

−

(
N∑
j=1

fj(x)− y

)2

= Eθ

(
N∑
j=1

〈ŵj,Φθj(x)〉

)2

−

(
N∑
j=1

fj(x)

)2

= Eθ

(
N∑
j=1

(
〈ŵj,Φθj(x)〉 − fj(x)

))2

. (37)

С помощью известного неравенства (
∑N

i=1 ai)
2 ≤ N

∑N
i=1 a

2
i и леммы 2.1 полу-

чаем верхнюю границу для последнего выражения:

Eθ

(
N∑
j=1

(
〈ŵj,Φθj(x)〉 − fj(x)

))2

≤ N
N∑
j=1

Eθ

(
〈ŵj,Φθj(x)〉 − fj(x)

)2
≤ 2

N

m

N∑
j=1

‖fj‖2Hj
= 2

N

m
‖f‖2H. (38)
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Непосредственное применение неравенств (37) и (38) доказывает справедли-
вость исходного утверждения (36).

Применим численный метод VAW к последовательности данных
(Φθ(xt), yt). Здесь Φθ(x) представляет собой конкатенированный вектор
случайных признаков:

Φθ(x) = (Φθ1(x), . . . ,ΦθN (x)), Φθj(x) = (ϕj(x, θjk))
m
k=1. (39)

Такой подход позволяет объединить случайные признакиΦθj , ассоциированные
с каждым индивидуальным ядром kj , в единый Nm-мерный вектор. Таким об-
разом, алгоритм VAW обрабатывает информацию, полученную из множества
ядер, в унифицированной форме.

Теорема 2.1. Пусть wt = (wt,1, . . . , wt,Nm) ∈ RNm — вектор весов, полученный
при помощи алгоритмов VAW с использованием последовательности данных
(Φθ(xt), yt). Тогда

1

2
Eθ

T∑
t=1

(〈wt,Φθ(xt)〉 − yt)
2 ≤ 1

2

T∑
t=1

(f(xt)− yt)
2 +

(
λ

2
+NT

)
‖f‖2H
m

+
NmY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
(40)

Данная оценка справедлива для любой функции f ∈ H. Более того, при
T → +∞

1

2
Eθ

T∑
t=1

(〈wt,Φθ(xt)〉 − yt)
2 ≤ 1

2
inf

f∈BR(H)

T∑
t=1

(f(xt)− yt)
2

+O
(
N(R2 + Y 2 lnT )

√
T
)
, если m ∝

√
T .

(41)

Доказательство. Пусть f ∈ H и RVAW
T (w1, . . . , wN) — сожаление алгоритма

VAW относительно фиксированного вектора (w1, . . . , wN) ∈ (Rm)N . Выберем
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fj и ŵj в соответствии с условиями леммы 2.2. Тогда

1

2

T∑
t=1

(〈wt,Φθ(xt)〉 − yt)
2 = RVAW

T (ŵ1, . . . , ŵN) +
1

2

T∑
t=1

(
N∑
j=1

〈ŵj,Φθj(xt)〉 − yt

)2

.

Используя результаты (35) и леммы 2.1, получаем, что

EθR
VAW
T (ŵ1, . . . , ŵN) ≤

λ

2

N∑
j=1

Eθ‖ŵj‖22 +
NmY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
≤ λ

2

‖f‖2H
m

+
NmY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
. (42)

Согласно лемме 2.2,

1

2

T∑
t=1

Eθ

(
N∑
j=1

〈ŵj,Φθj(xt)〉 − yt

)2

≤ T
N

m
‖f‖2H +

1

2

T∑
t=1

(f(xt)− yt)
2 .

Объединение оценок (42) и последнего неравенства непосредственно доказыва-
ет утверждение (40). В свою очередь, соотношение (41) следует из этого резуль-
тата при асимптотическом анализе.

В предположении m ≥ d, анализ показывает, что временная и простран-
ственная сложности предложенного алгоритма составляют O(N 2m2) на каж-
дую итерацию (см. (7), (8)). Для существенного уменьшения вычислительных
затрат предлагается использовать двухуровневую процедуру:

• На первом уровне генерируются N m-мерных векторов случайных при-
знаков, специфичных для каждого ядра ki. Затем к каждой из N после-
довательностей данных (Φθj(xt), yt) применяется индивидуальный алго-
ритм VAW. Эти VAW-алгоритмы выступают в роли экспертов, каждый из
которых делает свои предсказания.

• На втором уровне предсказания, полученные от этих экспертных алго-
ритмов, рассматриваются как мнения экспертов. Эти мнения затем ком-
бинируются с помощью мета-алгоритма, который агрегирует их для по-
лучения итогового предсказания.
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В качестве мета-алгоритма, агрегирующего мнения экспертов, возьмем
алгоритм VAW. При условии m ≥ max{d,N}) общая временная и простран-
ственная сложности на итерацию значительно снижаются до O(Nm2). Эта
оценка полностью определяется сложностью алгоритмов-экспертов, поскольку
вычислительный вклад мета-алгоритма имеет меньший порядок. Важно отме-
тить, что обоснование оценок потерь, представленных в теореме 2.2, не требует
условия ограниченности выходных значений экспертов 〈wt,j,Φθj(xt)〉.
Вся процедура описана в алгоритме 1, который называется VAW2 [72].

Алгоритм 1 Стратегия обучения VAW2

Вход: набор данных (xt, yt)Tt=1

Инициализация: семейство ядер {κj}Nj=1, размерность признаковm, пара-
метры регуляризации λ, λ′
1. Для j = 1 до N делать
2. Сгенерировать ωjk ∼ qj , bjk ∼ U(0, 2π) для k = 1, . . . ,m

3. Определить признаки Фурье: Φθj(x) =
√
2 (cos(〈ωjk, x〉+ bjk))

m
k=1

4. Конец цикла
5. Для t = 1 до T делать 
6. Для j = 1 до N делать
7. wt,j = argminwj

{
λ
2‖wj‖2 + 1

2

∑t−1
i=1(〈Φθj(xi), wj〉 − yi)

2 + 1
2〈Φθj(xt), wj〉2

}
8. zt,j = 〈wt,j,Φθj(xt)〉
9. Конец цикла
10. vt = argminv

{
λ′

2 ‖v‖
2 + 1

2

∑t−1
i=1(〈zi, v〉 − yi)

2 + 1
2〈zt, v〉

2
}

11. ŷt = 〈vt, zt〉
12. Конец цикла

Таблица 2: Применение алгоритма VAW2

Теорема 2.2. Пусть wt,j ∈ Rm представляет собой вектор весов, генерируе-
мый алгоритмами VAW, примененными к последовательности (Φθj(xt), yt) для
каждого эксперта j. Вектор αt ∈ RN также генерируется алгоритмом VAW,
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но уже примененным к вектору экспертных предсказаний zt:

zt = (〈wt,1,Φθ1(xt)〉, . . . , 〈wt,N ,ΦθN (xt)〉).

Тогда

1

2
Eθ

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 ≤ 1

2

T∑
t=1

(yt − fj(xt))
2 +

λ

2

+

(
λ

2
+ T

) ‖fj‖2Hj

m
+
mY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
+
NY 2

2
ln
(
1 +

NY 2

λ

(
2T (T + 1) + 2mT ln

(
1 +

2T

λ

)))
.

(43)

Это справедливо для любой функции fj ∈ Hj и любого j = 1, . . . , N . При
T → +∞

1

2
Eθ

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 ≤ 1

2
min

1≤j≤N
inf

fj∈BR(Hj)

T∑
t=1

(yt − fj(xt))
2

+O
(
(R2 + Y 2 lnT )

√
T
)
, если m ∝

√
T . (44)

Доказательство. Возьмемфункции fj и векторы весов ŵj в соответствии с лем-
мой 2.2. Обозначим через RVAW

T (δ) сожаление алгоритма VAW, примененного
к последовательности (zt, yt), и через RVAW

T (ŵj)— сожаление алгоритма VAW,
примененного к (Φθj(xt), yt). Для любых неотрицательных весов δi таких, что∑N

i=1 δi = 1, выполняется:

1

2

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 = RVAW

T (δ) +
1

2

T∑
t=1

(〈δ, zt〉 − yt)
2

≤ RVAW
T (δ) +

1

2

T∑
t=1

N∑
j=1

δj(zt,j − yt)
2

= RVAW
T (δ) +

N∑
j=1

δjR
VAW
T (ŵj)
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+
1

2

T∑
t=1

N∑
j=1

δj(〈ŵj,Φθj(xt)〉 − yt)
2. (45)

Оценим первый член,RVAW
T (δ). Из общей оценки (34) для сожаления алгоритма

VAW следует, что

RVAW
T (δ) ≤ λ

2
‖δ‖22 +

NY 2

2
ln
(
1 +

Z2
TT

λ

)
. (46)

Это выражение справедливо при условии, если zt,j = |〈wt,j,Φθj(xt)〉| ≤ ZT .
Учитывая логарифмическую зависимость от ZT , для анализа будет достаточно
грубой оценки этой величины:

z2t,j ≤ 2(〈wt,j,Φθj(xt)〉 − yt)
2 + 2y2t .

Согласно (35)

1

2
(〈wt,j,Φθj(xt)〉 − yt)

2 ≤ 1

2

T∑
t=1

(〈wt,j,Φθj(xt)〉 − yt)
2

=
1

2

T∑
t=1

(〈wj,Φθj(xt)〉 − yt)
2 +RVAW

T (wj)

≤ 1

2

T∑
t=1

(〈wj,Φθj(xt)〉 − yt)
2 +

λ‖wj‖2

2
+
mY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
.

Это справедливо для любого wj ∈ Rm. Положим wj = 0 в правой части послед-
него выражения. Следовательно

1

2
(〈wt,j,Φθj(xt)〉 − yt)

2 ≤ 1

2
TY 2 +

mY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
.

Отсюда вытекает, что

N∑
j=1

z2t,j ≤ Z2
T := 2(T + 1)NY 2 + 2mNY 2 ln

(
1 +

2T

λ

)
. (47)
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Комбинируя оценки (46) и (47), получаем оценку для RVAW
T (δ):

RVAW
T (δ) ≤ λ

2
‖δ‖22 +

NY 2

2
ln
(
1 +

NY 2

λ

(
2T (T + 1) + 2mT ln

(
1 +

2T

λ

)))
.

(48)
Оценка математического ожидания второго члена в (45) может быть получена
из (35) и леммы 2.1:

n∑
j=1

δj E
θ
RVAW

T (ŵj) ≤
λ

2m

n∑
j=1

δj‖fj‖2Hj
+
mY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
. (49)

Наконец, оценим математическое ожидание последнего члена в (45) с помощью
леммы 2.2 (примененной в частном случае при N = 1):

1

2

T∑
t=1

N∑
j=1

δjEθ(〈ŵj,Φθj(xt)〉 − yt)
2 ≤

N∑
j=1

δj

(
T

m
‖fj‖2Hj

+
1

2

T∑
t=1

(fj(xt)− yt)
2

)
.

(50)

Для получения неравенства (43) рассматриваются стандартные базисные векто-
ры δ = ej из RN и объединяются полученные оценки из (45), (48), (49) с (50).
Соотношение (44) следует непосредственно из этих результатов.

Предположим, что верхняя граница Y для значений yt известна. В этом
случае, последний член в выражении (43) может быть уменьшен путем усече-
ния предсказаний экспертов. Вместо использования исходных предсказаний zt,
возьмем их усеченную версию

zt = min(Y,max(zt,−Y )), zt,j = 〈wt,j,Φθj(xt)〉, (51)

где операции max и min применяются к каждой компоненте вектора. Пусть
R
VAW
T (δ) обозначает сожаление алгоритма VAW, применённого к последова-

тельности (zt, yt). Тогда

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 = R

VAW
T (δ) +

T∑
t=1

(〈δ, zt〉 − yt)
2
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≤ R
VAW
T (δ) +

T∑
t=1

N∑
j=1

δj(zt,j − yt)
2

Это неравенство справедливо для любых неотрицательных δi таких, что∑N
i=1 δi = 1, поскольку (zt,j − yt)

2 ≤ (zt,j − yt)
2. Подставим ZT = Y в выра-

жение (46). Тогда

R
VAW
T (δ) ≤ λ

2
+
NY 2

2
ln
(
1 +

Y 2T

λ

)
.

Данная оценка сожаления является более точной по сравнению с оценкой (48).

В рамках того же предположения об известности Y , оценки (43) могут
быть дополнительно улучшены за счет использования других алгоритмов агре-
гирования мнений экспертов, отличных от VAW. Напомним, что функция по-
терь ℓ : [−Y, Y ]2 → R называется η-экспоненциально вогнутой, если функция
F (z) = e−ηℓ(y,z) является вогнутой для всех y ∈ [−Y, Y ]. В частности, квадратич-
ная функция потерь ℓ(y, z) = (y− z)2 обладает свойством η-экспоненциальной
вогнутости при η ≤ 1/(8Y 2) [17, раздел 3.3]. Применяя алгоритм экспоненци-
ально взвешенных средних (EWA) с начальными весами α1,j = 1/N и обновле-
нием весов

αt,j =
αt−1,j exp(−η(zt,j − yt)

2)∑N
k=1 αt−1,k exp(−η(zt,k − yt)2)

, t = 2, . . . , T (52)

где η = 1/(8Y 2), получаем следующую оценку для регрессии [17, предложение
3.1]:

R
EWA
T,j :=

1

2

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 − 1

2

T∑
t=1

(zt,j − yt)
2 ≤ 4Y 2 lnN. (53)

Соответствующие улучшенные оценки представлены в следующей теореме.

Теорема 2.3. Предположим, что значение константы Y известно. Пусть
wt,j ∈ Rm генерируется алгоритмами VAW, применёнными к последовательно-
сти (Φθj(xt), yt). Одновременно αt ∈ RN генерируется предсказателем EWA,
применённым к последовательности (zt, yt), где zt — вектор усечённых экс-
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пертных предсказаний (51). Тогда

1

2
Eθ

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 ≤ 1

2

T∑
t=1

(fj(xt)− yt)
2 + 4Y 2 lnN

+

(
λ

2
+ T

) ‖fj‖2Hj

m
+
mY 2

2
ln
(
1 +

2T

λ

)
(54)

Это справедливо для любой функции fj ∈ Fj и любого j = 1, . . . , N . При этом
оценка (44) из теоремы 2.2 сохраняет свою силу.

Доказательство. Для доказательства теоремы воспользуемся оценкой (53). То-
гда получаем, что

1

2

T∑
t=1

(〈αt, zt〉 − yt)
2 = R

EWA
T,j +

1

2

T∑
t=1

(zt,j − yt)
2

≤ 4Y 2 lnN +
1

2

T∑
t=1

(〈wt,j,Φθj(xt)〉 − yt)
2

≤ 4Y 2 lnN +RVAW
T (ŵj) +

1

2

T∑
t=1

(〈ŵj,Φθj(xt)〉 − yt)
2.

Утверждение теоремы следует из этого неравенства в сочетании с оценками
(49) и (50), применёнными для случая δ = ej .

Алгоритм, рассмотренный в теореме 2.3, будем обозначать какVAW-EWA.
При m ≥ max{d,N} вычислительная сложность VAW-EWA на одну итерацию
совпадает с таковой для алгоритма VAW2 и составляет O(Nm2).

Хотя оценка (54) показывает незначительное теоретическое улучшение
по сравнению с (43), асимптотическая оценка (44) для больших значений T в
теореме 2.3 не улучшена. Возникает естественный вопрос о практической зна-
чимости улучшений, достигаемых за счет использования предсказателя EWA
для усеченных экспертных оценок zt вместо применения VAW непосредствен-
но к исходным оценкам zt. Согласно вычислительным экспериментам из разде-
ла 2.3, линейные комбинации экспертных предсказаний в VAW2 могут превос-
ходить по эффективности выпуклые комбинации, используемые в VAW-EWA и
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аналогичных мета-алгоритмах.

Алгоритмы, предложенные в работах [79, 84], могут быть классифици-
рованы как OGD-OGD и OGD-EWA. Это связано с тем, что они используют
онлайн градиентный спуск (OGD) в качестве экспертных стратегий, а в каче-
стве мета-алгоритмов применяют либо OGD, либо методы типа EWA. Их вы-
числительная сложность составляет O(Ndm) на итерацию, что существенно
ниже. Однако соответствующие оценки регрессии имеют ограниченную при-
менимость, так как квадратичная функция потерь не является глобально лип-
шицевой, а коэффициенты ŵ из леммы 1.1 не ограничены.

2.3 Вычислительные эксперименты

2.3.1 Сравнение численного метода VAW2 с другимиметодамимногоядер-
ной оптимизации

В данном разделе представлены результаты вычислительного исследования
двухуровневого численного метода VAW2. Методика проведения эксперимен-
тов основана на работе [35]. Комплекс программ для воспроизведения экспе-
риментов находится в открытом доступе на платформе GitHub2. В приложении
А.2. приводится листинг программы с реализацией алгоритма VAW2.

Эксперименты проводились с использованием N = 76 ядер (51 гауссов-
ское ядро и 25 лапласовских ядер, см. (29, 30) со следующими параметрами:

σ2 ∈ {102i/25−2}50i=0 (гауссовские ядра), σ ∈ {10i/6−2}24i=0 (лапласовские ядра).

Число m случайных признаков было установлено равным 50, а параметр регу-
ляризации λ равным 1 для алгоритма VAW. Эффективность алгоритмов оцени-
валась по среднеквадратичной ошибке

MSE =
1

T

T∑
t=1

(f̂t(xt)− yt)
2,

2Gurtovaya,O.V. Random feature-based double Vovk-Azoury-Warmuth algorithm for online multi-kernel learning
[Электронный ресурс] / O. V.Gurtovaya — 2025. — URL: https://github.com/O-Gurt/VAW2 (дата обращения:
13.08.2025).

https://github.com/O-Gurt/VAW2
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при этом результаты усреднялись по 5 независимым запускам в отличие от 20
запусков в оригинальном исследовании [35]. Таким образом, представленные
результаты немного отличаются.

Для тестирования использовались те же наборы данных, что и в работе
[35], включая:

• Реальные данные из UCI Machine Learning Repository[95]

• Искуственные данные, сгенерированные по модели AR(4):

xt = 0.5xt−4 − 0.3xt−3 + 0.2xt−2 + 0.1xt−1 + ϵt, yt = xt+1, (55)

где ϵt ∼ N (0, 1), начальные условия xk = 0 (k = −3, ..., 0), длина ряда
T = 5000.

Перед проведением экспериментов все данные были нормализованы в со-
ответствии с процедурой:

yi := (yi −min
j
yj)/(max

j
yj −min

j
yj), (56)

xi := xi/max
j

‖xj‖2, (57)

что соответствует подходу, использованному в [35]. Данные были использованы
без какой-либо другой предварительной обработки. Полный перечень наборов
данных представлен в таблице 3.

Алгоритм VAW2, проанализированный в теореме 2.2, и алгоритм VAW-
EWA, проанализированный в теореме 2.3, сравнивались с несколькими другими
алгоритмами:

• Raker [84]: алгоритм типа OGD-EWA в данной нотации. Каждый эксперт
строит прогноз

fi,t = 〈wi,t, xt〉

где wi,t ∈ Rd — весовой вектор, xt — входные данные. Мета-алгоритм
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Название Размер Описание данных Целевая переменная
Airfoil (1503, 5) аэродинамические про-

фили при различных
скоростях в аэродина-
мической трубе и углах
атаки

масштабированное зву-
ковое давление

Bias (7750, 21) измерения и прогнозы
температуры вместе
с вспомогательными
географическими пере-
менными

минимальная темпера-
тура воздуха на следу-
ющий день

Concrete (1030, 8) характеристики бетона,
такие как количество
цемента или воды

прочность на сжатие

Naval (11934, 15) характеристики
военно-морского
судна, описываемые га-
зотурбинной силовой
установкой

положение рычага

Таблица 3: Краткие сведение об используемых в экспериментах наборах дан-
ных

EWA объединяет прогнозы

pt =
N∑
i=1

wi,t−1e
−η(yt−fi,t)

2∑
j wj,t−1e−η(yt−fj,t)2

fi,t

где η > 0 — параметр обучения, N —число экспертов. Вычислительная
сложность: O(Nd) на итерацию.

• OMKL-GF [35]: схема выбора ядра, управляемая данными, где на каждом
временном шаге строится двудольный граф обратной связи с весами

πi,t =
exp(−ηLi,t−1)∑N
j=1 exp(−ηLj,t−1)

где Li,t =
∑t

s=1 ℓs(κi) — кумулятивные потери ядра κi. Вычислительная
сложность: O(Nm2 + |Et|), где |Et|— число рёбер графа.

• VAW-VAW-Aggr: прогнозы экспертных стратегий VAW
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(fi,t = 〈wi,t,Φ(xt)〉) объединяются алгоритмом VAW-Aggregating Во-
вка [17, Раздел 3.5] по формуле:

pt =
N∑
i=1

e−ηRi,t−1∑
j e

−ηRj,t−1
fi,t

гдеRi,t =
∑t

s=1(ys−fi,s)2 —суммарные потери,Φ—проекция на случай-
ные признаки. Квадратичная функция потерь η-смешиваема с η = 2 [17,
Раздел 3.6]. Таким образом, используя мета-алгоритм VAW-Aggregating
с η = 2, можно достичь оценки сожаления немного лучше, чем для
мета-алгоритма EWA [17, Предложение 3.2]. Вычислительная сложность:
O(Nm2) на итерацию.

• VAW-ML-Prod, VAW-ML-Poly, VAW-BOA: прогнозы экспертных страте-
гий VAW объединяются онлайн алгоритмами второго порядка. Например,
VAW-BOA использует

ηt =

√
logN∑t
s=1 ‖∇s‖2

,

где ∇s — градиент потерь на шаге s. Эти алгоритмы используют
как кумулятивные потери, так и дисперсию потерь для динамической
адаптации скорости обучения [30, 101]. Вычислительная сложность:
O(Nm2 + N logN) на итерацию. Эти алгоритмы реализованы в библио-
теке Opera [31].

Алгоритм VAW из теоремы 2.1 не рассматривался из-за его высокой вы-
числительной и пространственной сложности.

Результаты экспериментов собраны в таблице 4. Следует отметить, что
теоретически все эти алгоритмы, кроме VAW2, требуют знания интервала, со-
держащего метки, и должны использоваться с усеченными экспертными про-
гнозами. Поскольку здесь рассматривается yt ∈ [0, 1], вместо yt ∈ [−Y, Y ], усе-
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чение выполнялось соответствующим образом:

zt = min(1,max(zt, 0)), zt,j = 〈wt,j,Φθj(xt)〉.

Для алгоритма VAW2 представлены результаты как для исходных, так и для усе-
ченных экспертных прогнозов: VAW2(trunc). Однако эти опции дают почти оди-
наковые результаты. Наименьшие значения MSE показаны жирным шрифтом.
Алгоритм VAW2 показывает наилучший результат по всем наборам реальных
данных.

AR(4) Airfoil Bias Concrete Naval
Raker 23.24 28.64 12.70 35.29 11.32

OMKL-GF 20.47 24.37 7.05 34.24 4.60
VAW2 16.56 22.80 4.09 10.96 0.29

VAW2(trunc) 16.51 22.78 4.09 10.97 0.29
VAW-Aggr 16.40 26.74 5.02 13.57 0.45
VAW-EWA 16.49 27.61 5.41 15.08 0.62
VAW-BOA 16.34 26.42 4.98 13.88 0.52

VAW-ML-Poly 16.34 26.10 4.96 13.33 0.37
VAW-ML-Prod 16.34 26.27 4.97 13.64 0.48

Таблица 4: MSE (увеличено в 103 раз) алгоритмов MKL с 76 ядрами.

На рисунке 2 проиллюстрирована динамика изменения MSE для различ-
ных алгоритмов на протяжении итераций. Для улучшения читаемости и ясно-
сти графика из него были исключены кривые для VAW2(trunc), VAW-BOA и
VAW-ML-Poly. Анализ графика подтверждает, что алгоритм VAW2 демонстри-
рует наименьшую траекторию MSE на всех рассмотренных реальных наборах
данных, что свидетельствует о его высокоэффективной и стабильной работе на
протяжении всего процесса обучения.

Для более глубокого понимания поведения предложенных алгоритмов, на
рисунке 3 представлены векторы итоговых весов экспертов αT , которые были
присвоены алгоритмамиVAW2, VAW-EWAиVAW-ML-Prod по завершении обу-
чения. Видно, что для алгоритма ML-Prod характерна разреженность в распре-
делении весов, что означает концентрацию взвешивания на небольшом подмно-
жестве ядер. В отличие от этого, алгоритм EWA распределяет веса более равно-
мерно по всему набору ядер. Алгоритм VAW, в свою очередь, демонстрирует
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Рис. 2: Итеративное изменение MSE для многоядерных алгоритмов.
 

отличительную особенность, заключающуюся в существенном использовании
отрицательных весов.

2.3.2 Приближение к автоматизированному построению моделей: трёх-
уровневый алгоритм Вовка-Азури-Вармута

В наше время всё больше возрастает необходимость в автоматизированном по-
строении моделей, что обусловлено стремительным увеличением объёмов дан-
ных и сложностью аналитических задач. Современные системы AutoML позво-
ляют существенно сократить время разработки моделей за счёт автоматизации
ключевых этапов её построения — от предобработки сырых данных и генера-
ции признаков до выбора оптимальной архитектуры модели и тонкой настрой-
ки гиперпараметров.
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Рис. 3: Итоговые веса алгоритмов VAW2, VAW-EWA и VAW-ML-Prod.
 

Особую ценность автоматизированные подходы представляют в услови-
ях ограниченных ресурсов, когда требуется максимально эффективно исполь-
зовать доступные вычислительные мощности и время работы специалистов. В
промышленных приложениях, таких как прогнозирование спроса, автоматиче-
ская диагностика медицинских изображений или обработка естественного язы-
ка, AutoML-решения демонстрируют сопоставимую с ручными разработками
точность при значительном сокращении временных затрат.

Перспективы развития технологии связаны с созданием адаптивных си-
стем, способных автоматически учитывать специфику предметной области и
динамически подстраиваться под изменяющиеся условия. Это особенно акту-
ально для задач реального времени, где критически важны как скорость приня-
тия решений, так и устойчивость моделей к дрейфу данных.

Актуальность проблемы автоматизации предварительной обработки дан-
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ных будет продемонстрирована на примере численного метода VAW2. Для это-
го был сформирован расширенный набор табличных данных, охватывающий
различные предметные области. Детальные характеристики этих наборов дан-
ных, включающие их размерность (количество строк и столбцов), наличие ка-
тегориальных переменных (Кат.пер) и пропущенных значений (NaN), тип це-
левой переменной и краткое описание, представлены в таблице 5. Важно от-
метить, что для наборов данных Diamonds и California количество строк было
сокращено до 500 и 10000 соответственно с целью оптимизации вычислитель-
ных ресурсов.

Название Размер Кат.пер NAN Целевая
переменная

Описание

Airfoil (1503, 6) Нет Нет Уровень шума Данные об акустиче-
ском шуме воздуш-
ных потоков вокруг
авиационных кры-
льев

Concrete (1030, 9) Нет Нет Прочность на
сжатие

Прочность бетона
в зависимости от
состава и возраста

Bias (1000, 12) Да Да Класс ошибки Данные о система-
тических ошибках в
параметрах систем

Naval (11934, 16) Нет Нет Состояние
двигателя

Параметры работы
корабельных двигате-
лей и систем

Mercedes (4209, 378) Да Да Время
тестирования

Время тестирования
компонентов автомо-
билей

House-
prices

(1460, 81) Да Да Цена дома Цены на жильё и ха-
рактеристики недви-
жимости

Urban
Traffic

(10080, 10) Да Нет Интенсивность
трафика

Данные о городском
трафике (интенсив-
ность, скорость)
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Diamonds (53940, 10) Да Нет Цена Характеристики ал-
мазов (огранка, цвет,
чистота, размеры) и
их цена

Tips (244, 7) Да Нет Размер чаевых Статистика чаевых в
ресторанах

Boston (506, 14) Нет Нет Цена жилья Цены на жильё и
характеристики райо-
нов Бостона

California (20640, 9) Да Нет Цена жилья Данные о стоимости
жилья в Калифорнии

Energy
Efficiency

(768, 8) Нет Нет Нагрузка на
отоплени-

е/охлаждение

Данные о характери-
стиках зданий и их
влиянии на потребле-
ние энергии

Mtcars (32, 11) Да Нет Расход
топлива

Характеристики ав-
томобилей 1973-74
гг.

Таблица 5: Характеристики наборов данных

Основные источники, из которых были получены наборы данных из таб-
лицы 5:

• Набор данных Urban Traffic доступен для загрузки с сайтаUCIMachine
Learning Repository [95].

• Наборы данных Mercedes и House-prices являются открытыми и до-
ступны для загрузки на платформе соревнований по машинному обуче-
нию Kaggle. [46].

• Наборы данных Energy Efficiency, California и Diamonds встроены
в библиотеку Scikit-learn.

• Наборы данных Tips, Boston и Mtcars широко используются в задачах
машинного обучения и доступны через библиотеки Seaborn, PyDataset и
Statsmodels соответственно.
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Масштабирование данных — это ключевой этап предварительной обра-
ботки в машинном обучении. Оно представляет собой процесс трансформации
признаков, целью которого является приведение их к сопоставимому диапазо-
ну значений или унификация статистических характеристик [40]. Эта проце-
дура критически важна для ускорения сходимости алгоритмов, повышения эф-
фективности работы моделей, чувствительных к масштабу признаков, а также
для улучшения интерпретируемости полученных результатов. В ходе числен-
ных экспериментов были использованы следующие распространенные методы
масштабирования:

• StandardScaler: Этот метод преобразует данные так, чтобы их среднее
значение стало равно нулю, а стандартное отклонение — единице. Мас-
штабированное значение x′ для исходного x рассчитывается по формуле:

x′ =
x− µ

σ

где µ представляет среднее значение признака, а σ— его стандартное от-
клонение.

• MinMaxScaler: Применяется для приведения значений признаков к задан-
ному диапазону, обычно [0, 1]. Масштабированное значение x′ определя-
ется как:

x′ =
x− xmin
xmax − xmin

.

Здесь xmin и xmax обозначают минимальное и максимальное значения при-
знака соответственно.

• RobustScaler: Отличается устойчивостью к выбросам, поскольку ис-
пользует медиану и межквартильный размах для масштабирования. Фор-
мула для вычисления x′ выглядит следующим образом:

x′ =
x−Q2

Q3 −Q1
,

где Q2 — это медиана (второй квартиль), Q1 — первый квартиль (25-й
перцентиль), а Q3 — третий квартиль (75-й перцентиль) признака.
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В таблице 6 представлены результаты применения алгоритма VAW2 к раз-
личным наборам данных, где показаны значения MSE как с использованием
ранее описанных методов масштабирования, так и без них.

VAW2 VAW2StandardScaler VAW2MinMaxScaler VAW2RobustScaler
AIRFOIL 82.276 20.873 26.724 25.359

CONCRETE 336.328 28.339 26.051 27.934
BIAS 19.952 1.024 0.873 33.073
NAVAL 0.823 0.003 0.003 0.008

MERCEDES 53.006 640.388 53.006 53.006
HOUSE-PRICES 3.806× 1010 2.978× 109 1.203× 109 3.729× 109

URBAN TRAFFIC 2.176 4.409 4.196 5.273
DIAMONDS 12.446× 105 9.622× 105 9.621× 105 10.343× 105

TIPS 1.193 0.809 1.191 1.079
BOSTON 19.746 8.618 12.420 11.383

FETCH CALIFORNIA 1.075 0.353 0.386 0.374
ENERGY EFFICIENCY 2.145 1.282 2.392 0.851

MTCARS 3.071 136.076 243.298 410.675

Таблица 6: Применение алгоритма VAW2 с разным типом масштабирования.
Жирным шрифтом выделены наименьшие MSE для каждого набора данных.

Результаты, представленные в таблице 6, демонстрируют существенную
вариабельность эффективности различных методов масштабирования в зави-
симости от характеристик набора данных. Экспериментальные данные пока-
зывают, что ни один из исследуемых подходов не обладает абсолютным пре-
имуществом на всех рассматриваемых датасетах, что подтверждает сложность
задачи выбора оптимальной стратегии масштабирования. На основании этих
наблюдений был разработан трёхуровневый численный метод S-VAW2 (Scaled
Vovk-Azoury-Warmuth), объединяющий в себе многоядерное моделирование с
использованием случайных признаковФурье [69] и стратегии предварительной
обработки данных. Основная цель S-VAW2 заключается в существенном повы-
шении стабильности и точности предсказаний путём иерархического ансамбли-
рования результатов, полученных от различных компонентов. Такой подход поз-
воляет алгоритму эффективно справляться с разнородностью данных, обеспе-
чивая при этом высокую эффективность в режиме онлайн.

Методология S-VAW2 предусматривает применение различных методов
масштабирования как для входных признаков X = {xt}Tt=1, так и для целевых
переменных Y = {yt}Tt=1. Алгоритм инициализируется наборами функций мас-
штабирования для признаков {SX

1 , . . . , S
X
K} и для меток {SY

1 , . . . , S
Y
L }, а также
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семейством ядер {κj}Nj=1, размерностью признаковm и параметрами регуляри-
зации λ, λ′. При поступлении каждого нового элемента данных (xt, yt) в после-
довательном режиме, процесс обработки начинается с инициализации вектора
предсказаний Pt = (Pt,1, . . . , Pt,C)

>, который будет содержать результаты рабо-
ты C = KL экспертов, каждый из которых соответствует уникальной комбина-
ции функций масштабирования признаков и меток.

Далее, для каждого масштабирующего эксперта осуществляется следую-
щая процедура. Алгоритм циклически проходит по всемK видам масштабиро-
вания признаков (SX

1 , . . . , S
X
K ) и для каждого из них по всем L видам масштаби-

рования меток (SY
1 , . . . , S

Y
L ). На каждой итерации текущий входной признак xt

и метка yt трансформируются с помощью выбранных функций масштабирова-
ния:

x′t = SX
i (xt)

y′t = SY
j (yt)

После этого для масштабированных данных (x′t, y
′
t) применяется двухуровне-

вый алгоритм VAW2. Результатом его работы является предсказание Pt,(i−1)L+j .
Важно отметить, что если для метки yt было применено какое-либо масштаби-
рование (то есть SY

j 6= None), то полученное предсказание подвергается обрат-
ному масштабированию

Pt,(i−1)L+j = (SY
j )

−1(Pt,(i−1)L+j)

Это гарантирует, что все предсказания экспертов представлены в исходном мас-
штабе целевой переменной, что является критически важным для сопоставимо-
сти и корректного агрегирования.

После того как все C экспертов сделали свои предсказания для текущего
объекта, финальное предсказание ŷt для данного объекта формируется путём
повторного применения алгоритма VAW к вектору предсказаний Pt, которые
выступают в роли признаков для верхнего уровня VAW, и фактической метке yt.
На этом верхнем уровне агрегирования веса vt для комбинации предсказаний
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экспертов рассчитываются итеративно следующим образом:

vt = argmin
v

{
λ′

2
‖v‖2 + 1

2

t−1∑
i=1

(〈Pi, v〉 − yi)
2 +

1

2
〈Pt, v〉2

}
,

где λ′ —параметр регуляризации для верхнего уровня агрегирования, Pi —век-
тор предсказаний экспертов на предыдущем шаге i, а yi — соответствующая
фактическая переменная. Окончательное предсказание ŷt формируется как ска-
лярное произведение 〈vt, Pt〉. Этот верхний уровень агрегирования позволяет
динамически взвешивать предсказания экспертов на основе их работы, повы-
шая общую устойчивость и точность модели. Таким образом, иерархический
подход S-VAW2 позволяет эффективно справляться с разнородностью данных
и изменениями в их распределении, обеспечивая при этом высокую эффектив-
ность в режиме онлайн.

Описанная процедура подробно изложена в алгоритме 2.

Для оценки эффективности предложенного численного метода S-VAW2

в рамках данного исследования будет проведён сравнительный анализ с плат-
формой автоматизированного построения моделей (AutoML) AutoGluon, раз-
работанной Amazon Web Services (AWS). Особенностью AutoGluon является
комплексная автоматизация всего цикла создания ML-моделей: от этапов пред-
варительной обработки данных и отбора информативных признаков до выбо-
ра и оптимизации алгоритмов. Сравнительный анализ будет производиться
только с модулем AutoGluon-Tabular, разработанным для работы с табличны-
ми данными. В работе [29] AutoGluon-Tabular продемонстрировал высокую
эффективность и надёжность в сравнении с другими популярными AutoML-
платформами, такими как H2O.ai, TPOT, Auto-sklearn и Google Cloud AutoML,
на обширном наборе из 50 различных задач классификации и регрессии.

Функциональность AutoGluon-Tabular реализуется через последователь-
ную серию автоматизированных этапов, инициируемых вызовом метода fit().

1. Автоматический анализ задачи и выбор метрики: На начальной ста-
дии конвейера система осуществляет детерминированный анализ целе-
вой переменной для категоризации задачи прогнозирования. Это включа-
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Алгоритм 2 Стратегия обучения S-VAW2

Вход: набор данных (xt, yt)Tt=1

Инициализация: виды масштабирования признаков {SX
1 , . . . , S

X
K}, виды

масштабирования меток {SY
1 , . . . , S

Y
L }, семейство ядер {κj}Nj=1, размер-

ность признаковm, параметры регуляризации λ, λ′
1. Для t = 1 до T делать
2. Инициализировать Pt = (Pt,1, . . . , Pt,C)

>

3. Для i = 1 доK делать
4. Для j = 1 до L делать
5. x′t = SX

i (xt)
6. y′t = SY

j (yt)
7. Pt,(i−1)L+j = VAW2(x′t, y

′
t) {вычисление предсказаний масштаби-

рующих экспертов}
8. Если SY

j 6= None, то
9. Pt,(i−1)L+j = (SY

j )
−1(Pt,(i−1)L+j) {выполнениие обратного мас-

штабирования}
10. Конец цикла
11. Конец цикла
12. ŷt = VAW(Pt, yt)
13. Конец цикла

Таблица 7: Алгоритм S-VAW2

ет автоматическое определение, является ли задача бинарной классифи-
кацией, многоклассовой классификацией или регрессией. На основе этой
классификации динамически выбирается соответствующаяметрика оцен-
ки. Для задач классификации такой метрикой служит точность (accuracy):

Accuracy =
Количество правильных предсказаний

Общее количество предсказаний

тогда как для задач регрессии используется среднеквадратичная ошибка
(MSE):

MSE =
1

n

n∑
i=1

(ŷi − yi)
2

где ŷi — i-е предсказание, полученное алгоритмом, а yi — истинное зна-
чение i-го наблюдения.

2. Комплексная предобработка данных: После анализа целевой перемен-
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ной AutoGluon-Tabular выполняет обширный комплекс операций по пре-
добработке данных, адаптируя сырые входные данные для последующего
моделирования.

• Числовые признаки: Пропущенные значения в числовых призна-
ках заполняются медианными значениями. Распределения, демон-
стрирующие статистическую асимметрию, подвергаются квантиль-
ной нормализации, в то время как все остальные числовые признаки
стандартизируются.

• Категориальные признаки: Обрабатываются дифференцированно:
для признаков с высокой кардинальностью (как правило, с более чем
четырьмя уникальными категориями) используются слои встраива-
ния (embedding layers), интегрированные в нейронные сети, тогда
как для признаков с небольшим количеством уникальных значений
применяется One-Hot кодирование.

• Текстовые и временные данные: Система также включает специ-
ализированные модули для обработки текстовых и временных дан-
ных, преобразуя их в подходящие числовые представления, такие
как векторы n-грамм для текста или упорядоченные числовые зна-
чения для дат.

• Исключение признаков: Столбцы, не поддающиеся однозначной
категоризации (например, уникальные идентификаторы, не несущие
прогностической ценности), могут быть исключены из дальнейшего
анализа.

3. Автоматизированная настройка гиперпараметров: Система итератив-
но исследует пространство гиперпараметров, тестируя различные комби-
нации их значений для каждой модели. Для поиска оптимальных гипер-
параметров используются такие стратегии, как байесовская оптимизация,
а также алгоритмы, основанные на ранней остановке и распределении
ресурсов, например, Hyperband/ASHA (Asynchronous Successive Halving
Algorithm) [54].
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4. Обучение диверсифицированного набора базовых моделей:
AutoGluon-Tabular одновременно обучает диверсифицированный
набор базовых моделей, что позволяет захватывать широкий спектр шаб-
лонов в данных, значительно повышая надежность и прогностическую
точность. В число обучаемых моделей входят алгоритмы градиентного
бустинга, такие как LightGBM [47], CatBoost [67] и XGBoost [20], а также
ансамблирующие методы, например, Random Forest [13] и Extra Trees
[34]. Особое внимание уделяется табличным нейронным сетям (Tabular
Neural Networks), которые специально разработаны для табличных
данных и часто включают полносвязные слои с функцией активации
ReLU для числовых признаков, линейные ярлыки (shortcut paths) и
слои встраивания для категориальных признаков. Эти нейронные сети
часто используют «широкую и глубокую» (wide and deep) архитектуру,
позволяющую эффективно изучать как простые линейные зависимости,
так и сложные нелинейные взаимодействия.

5. Многослойное ансамблирование (стекинг) и бэггинг: Для минимиза-
ции дисперсии предсказаний каждая базовая модель обучается на множе-
стве бутстрап-выборок из тренировочного набора данных. В частности,
AutoGluon реализует k-fold бэггинг, при котором каждая модель трениру-
ется на k различныхфолдах данных, а их предсказания впоследствии агре-
гируются путём усреднения. Процесс многослойного ансамбля инициали-
зируется на первом слое, где обучается обширный набор разнообразных
базовых моделей на исходных данных. Для предотвращения утечки дан-
ных и переобучения предсказания этих базовых моделей генерируются
на out-of-fold (OOF) данных (т.е. на тех подмножествах, которые не были
использованы для обучения конкретной модели). Далее, эти out-of-fold
предсказания служат в качестве мета-признаков для обучения моделей-
стекеров на втором слое. Такой подход позволяет мета-моделям эмпири-
чески определять условия и степень доверия к предсказаниям базовых мо-
делей. Данный иерархический процесс рекурсивно расширен до несколь-
ких слоёв, где выходные данные моделей предыдущего слоя выступают
в качестве входных для последующих, формируя сложную многоуровне-
вую структуру ансамбля.
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6. Финальное агрегирование предсказаний: На финальном этапе
AutoGluon агрегирует предсказания всех лучших моделей из разных
слоев ансамбля через взвешенное усреднение:

ŷensemble(x) =
M∑
i=1

wi · ŷi(x)

Здесь ŷensemble(x) — итоговое ансамблированное предсказание,M — об-
щее количество моделей в финальном ансамбле, включённых в финаль-
ный ансамбль (включая как базовые модели, так и модели из стекинговых
слоев); ŷi(x) — предсказание i-й модели, а wi — вес i-й модели, удовле-
творяющий условиям

∑M
i=1wi = 1 и wi ≥ 0. Веса wi определяются путём

оптимизации на валидационном наборе данных. AutoGluon использует
итеративные алгоритмы, такие как неотрицательная линейная регрессия
(NNLS), чтобы найти веса, минимизирующие функцию потерь. Это поз-
воляет присвоить более высокие веса моделям, показывающие меньшие
ошибки, повышая общую точность и надёжность ансамбля.

Для алгоритма AutoGluon-Tabular данные подавались в исходном виде,
поскольку архитектура данного фреймворка включает встроенные механизмы
автоматической предобработки данных. В отличие от этого, для модели S-
VAW2 была выполнена специализированная предобработка данных, включаю-
щая следующие этапы:

• Обработка пропущенных значений: Для всех численных признаков, со-
держащих пропущенные значения, применялся метод KNNImputer из биб-
лиотеки sklearn.impute. Пропущенные значения были замещены сред-
ним значением 5 ближайших соседей соответствующего столбца. Данный
подход позволяет минимизировать потери данных и обеспечить целост-
ность числовых признаков.

• Обработка категориальных признаков: Все категориальные признаки
были преобразованы в числовой формат с использованием метода
OneHotEncoder из библиотеки sklearn.preprocessing. Этот метод со-
здает новые бинарные признаки для каждой уникальной категории в ис-
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ходном категориальном столбце, что позволяет алгоритму корректно ра-
ботать с нечисловыми данными.

В рамках текущей работы при проведении всех экспериментов для нового
численного метода S-VAW2 были сохранены те же параметры, как и для алго-
ритма VAW2, обеспечивая тем самым сопоставимость результатов.

Для алгоритма S-VAW2 были использованы следующие стратегии мас-
штабирования данных:

• Для признаков X использовались следующие методы масштабирования:

– StandardScaler

– MinMaxScaler

– RobustScaler

– Вариант без масштабирования.

• Для целевых переменных Y использовались:

– MinMaxScaler

– Отсутствие масштабирования.

Общее количество комбинаций масштабирования, для которых обучался вто-
рой уровень S-VAW2, составило 4 × 2 = 8. Предсказания от этих 8 экспертов
затем были смешаны на третьем уровне S-VAW2.

В экспериментах с AutoGluon-Tabular применялась версия 1.3.1 данного
фреймворка с использованием параметров по умолчанию, за исключением ли-
мита времени, который был установлен на 3600 секунд (1 час) для каждого на-
бора данных. Это обеспечило адекватное время для поиска и обучения, а также
позволило провести сравнение алгоритмов в равных условиях. Комплекс про-
грамм для воспроизведения экспериментов находится в открытом доступе на
платформе GitHub3. В приложении А.3. приводится листинг программы с реа-
лизацией алгоритма S-VAW2.

3Gurtovaya,O.V. Triple Vovk-Azuri-Warmuth Algorithm as an Automated Machine Learning Approach [Электрон-
ный ресурс] / O. V.Gurtovaya— 2025.—URL: https://github.com/O-Gurt/TVAW (дата обращения: 13.08.2025).

https://github.com/O-Gurt/TVAW
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В таблице 8 представлены результаты применения алгоритмов S-VAW2 и
AG-Tabular к различным задачам регрессии.

S-VAW2 AG-TABULAR
AIRFOIL 13.686 20.160

CONCRETE 20.977 163.799
BIAS 0.878 1.177
NAVAL 0.0006 3.461E-14

MERCEDES 48.759 50.617
HOUSE-PRICES 1.356× 109 8.568× 108
URBAN TRAFFIC 3.781 21.824

DIAMONDS 8.063× 105 4.654× 105
TIPS 0.803 1.436

BOSTON 6.538 22.914
FETCH CALIFORNIA 0.318 0.362
ENERGY EFFICIENCY 0.415 1.088

MTCARS 6.944 8.083

Таблица 8: Результаты применения алгоритмов S-VAW2 и AG-Tabular к различ-
ным задачам регрессии. Жирным шрифтом выделеные наименьшие MSE для
каждого набора данных.

Анализ таблицы 8 показал, что алгоритм S-VAW2 демонстрирует со-
поставимую среднеквадратическую ошибку с одним из ведущих AutoML-
фреймворков, AutoGluon-Tabular, превзойдя его на большинстве (10 из 13) ис-
следованных датасетов. Эти результаты подтверждают эффективность много-
уровневой ансамблевой архитектуры S-VAW2. На наборе данных Naval была
зафиксирована крайне низкая ошибка для AutoGluon-Tabular, равная 3.461E-14,
что, вероятно, обусловлено спецификой данных, не содержащихшума. В целом,
полученные выводы свидетельствуют о значительной прогностической способ-
ности и адаптивности алгоритма S-VAW2, подчёркивая его перспективность для
решения задач регрессии в условиях онлайн оптимизации.

Глава 2 основана на материалах, опубликованных в работах [72], [112].

2.4 Заключение к главе 2

В рамках данного исследования был представлен и проанализирован новый
класс численных методов онлайн оптимизации, направленных на решение за-
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дачи математического моделирования сложных регрессионных зависимостей в
гильбертовых пространствах с воспроизводящим ядром.

Представленный численный метод VAW2 является двухуровневым ме-
тодом онлайн многоядерного моделирования. Он использует алгоритм Вовка-
Азури-Вармута как для предсказаний отдельных ядер (на уровне экспертов),
так и для их комбинации (на мета-уровне). Алгоритм VAW2 отличается высо-
кой вычислительной эффективностью по сравнению с прямым применением
алгоритма VAW к конкатенированным векторам признаков, что делает его при-
годным для практических задач. Для этого алгоритма установлена оценка ма-
тематического ожидания для сожаления порядка O(T 1/2 lnT ) относительно ис-
кусственной случайности, при условии, что количество случайных признаков
масштабируется как T 1/2.

Дальнейшим развитием этого направления стал трёхуровневый числен-
ный метод онлайн оптимизации S-VAW2. Он был разработан как расширение
VAW2 и предназначен для устойчивого прогнозирования на табличных данных.
Особенностью S-VAW2 является его трёхуровневая иерархическая структура
алгоритмов VAW, где на каждом уровне происходит адаптивное смешивание
предсказаний. Важным нововведением в S-VAW2 является интеграция различ-
ных стратегий масштабирования входных признаков и целевой переменной.
Это позволяет алгоритму формировать более устойчивые и точные предсказа-
ния, эффективно адаптироваться к разнообразию данных, а также снижать чув-
ствительность к выбору конкретных методов предобработки данных.
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3 Об аппроксимации решения периодической од-
номерной квадратичной задачи вариационного
исчисления с неизвестным внешним воздействи-
ем в режиме онлайн

В главах 1 и 2 диссертации была продемонстрирована эффективность мето-
дов онлайн оптимизации для решения различных задач регрессии. В частно-
сти, в первой главе был разработан алгоритмВовка-Азури-Вармута, использую-
щий случайные признаки Фурье для аппроксимации условного математическо-
го ожидания. Этот подход был развит во второй главе, где была расширена си-
стема ядер и применён экспертный подход, в рамках которого алгоритм Вовка-
Азури-Вармута также использовался для агрегирования прогнозов. Ключевым
методологическим элементом в этих главах стало сведение задач нелинейной
регрессии к линейной с сохранением свойства выпуклостифункции потерь, что,
в свою очередь, позволяет применять эффективные онлайн алгоритмы.

В этой главе рассматривается задача моделирования внешнего воздей-
ствия динамической системы с квадратичным функционалом качества. Задача
сводится к поиску решения дифференциального уравнения Эйлера, для кото-
рого предлагается эффективный численный метод аппроксимации. Исходная
бесконечномерная задача сводится к конечномерной, но вместо случайных при-
знаков Фурье аппроксимация выполняется с помощью тригонометрических по-
линомов. Это позволяет применять алгоритмы онлайн оптимизации для нахож-
дения оптимальной траектории. Для различных сценариев предлагаются соот-
ветствующие алгоритмы и выводятся оценки статического и динамического со-
жалений.
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3.1 Аппроксимация элементарной задачи оптимального
управления периодическими траекториями

Рассмотрим многошаговую игру между игроком и противником. На шаге n иг-
рок выбирает функцию управления un(t), где t ∈ [0, 1] и

∫ 1

0 un(t) dt = 0, и
начальную точку an ∈ R. Затем противник выбирает функцию hn(t), t ∈ [0, 1],
и игрок несёт потери

Jn(xn) =

∫ 1

0

(
1

2
ẋ2n(t) +

q2

2
x2n(t)− hn(t)xn(t)

)
dt, (58)

где ẋn(t) = un(t) и xn(0) = an. Здесь q > 0 — некоторая константа. Экви-
валентным образом, будем считать, что игрок непосредственно выбирает тра-
екторию xn с периодическим условием на концах рассматриваемого отрезка
xn(0) = xn(1). Через xN1 = (x1, . . . , xN) обозначим последовательность реше-
ний, принимаемых игроком с шага 1 по шагN . Тогда цель состоит в минимиза-
ции динамического сожаления

RN(x
N
1 , y

N
1 ) =

N∑
n=1

Jn(xn)−
N∑
n=1

Jn(yn), (59)

вычисленного относительно последовательности сравнения yn(t), t ∈ [0, 1], с
тем же условием периодичности yn(0) = yn(1). В случае статического сожале-
ния будет использоваться обозначение RN(x

N
1 , y).

Наихудшим случаем будет являться случай, если в качестве yn взять zn,
являющееся оптимальным решением задачи (58):

zn = argmin{Jn(x) : x(0) = x(1)}.

Из элементарной теории вариационного исчисления [115] известно, что zn яв-
ляется решением уравнения Эйлера

−z̈ + q2z = hn (60)
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с граничными условиями

z(0) = z(1), ż(0) = ż(1). (61)

Покажем, что функция zn, удовлетворяющая уравнениям (60) и (61), является
глобальным минимумом функционала Jn в пространстве непрерывно диффе-
ренцируемых 1-периодических функцийC1

p(0, 1) = {x ∈ C(0, 1) : x(0) = x(1)}.
Возьмем произвольную функцию x ∈ C1

p(0, 1) и вычислим разность функцио-
налов

Jn(zn + x)− Jn(zn) =

∫ 1

0

(
1

2
(żn + ẋ)2 +

q2

2
(zn + x)2 − hn(zn + x)

)
dt

−
∫ 1

0

(
1

2
ż2n +

q2

2
z2n − hnzn

)
dt

=

∫ 1

0

(
żnẋ+

1

2
ẋ2 + q2znx+

q2

2
x2 − hnx

)
dt.

Применим интегрирование по частям к члену
∫ 1

0 żnẋ dt:∫ 1

0

żnẋ dt = [żnx]
1
0 −

∫ 1

0

z̈nx dt.

Учитывая условия периодичности на границах для функций zn и x, получаем,
что [żnx]10 = żn(1)x(1)− żn(0)x(0) = 0. Таким образом,

∫ 1

0 żnẋ dt = −
∫ 1

0 z̈nx dt.
Подставим этот результат в выражение для разности функционалов

Jn(zn + x)− Jn(zn) =

∫ 1

0

(
−z̈nx+ q2znx− hnx

)
dt+

∫ 1

0

(
1

2
ẋ2 +

q2

2
x2
)
dt

=

∫ 1

0

(
(−z̈n + q2zn − hn)x

)
dt+

∫ 1

0

(
1

2
ẋ2 +

q2

2
x2
)
dt.

Поскольку zn удовлетворяет уравнению Эйлера (60), то выражение в скобках
(−z̈n+q2zn−hn) пропадает. Следовательно, первый интеграл исчезает. Отсюда
вытекает, что

Jn(zn + x)− Jn(zn) =

∫ 1

0

(
1

2
ẋ2 +

q2

2
x2
)
dt ≥ 0.
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Введём пространства Соболева 1-периодических функций Hs
p(0, 1) для

s = 1, 2, полунормы и нормы которых заданы следующими выражениями:

|x|Hs =

√∫ 1

0

(x(s))2(t) dt

и:

‖x‖Hs =

√√√√ s∑
k=0

|x|2
Hk ,

где |x|2H0 = ‖x‖2L2 =
∫ 1

0 x
2(t) dt.

В дальнейшем под C будут пониматься различные положительные кон-
станты.

Пусть hn ∈ L2(0, 1). Из монографии [36, теорема 8.12] для решений эл-
липтических уравнений известно, что

‖zn‖H2 ≤ C(‖hn‖L2 + ‖zn‖L2 + |zn(0)|). (62)

Для ‖zn‖2H1 справедлива следующая оценка:

‖zn‖2H1 ≤ C

∫ 1

0

(ż2n + q2z2n) dt

= C

∫ 1

0

(−z̈nzn + q2z2n) dt (63)

= C

∫ 1

0

hnzn dt

≤ C‖hn‖L2‖zn‖L2.

Второе равенство в (63) получено интегрированием по частям с использовани-
ем периодических граничных условий zn(0) = zn(1) и żn(0) = żn(1). Третье
равенство следует из уравнения Эйлера (60), а последнее неравенство — из
неравенства Коши-Буняковского.
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Оценим z2n(0):

z2n(0) =

(
zn(t)−

∫ 1

0

żn(s) ds

)2

≤ 2

(
z2n(t) +

(∫ 1

0

żn(s) ds

)2
)
. (64)

Проинтегрировав это неравенство по t ∈ [0, 1] и используя неравенство Коши-
Буняковского для интегралов, получаем, что

z2n(0) ≤ 2(‖zn‖2L2 + ‖żn‖2L2) = 2‖zn‖2H1.

Таким образом, |zn(0)| ≤
√
2‖zn‖H1. Из неравенства (63) следует, что

‖zn‖L2 ≤ ‖zn‖H1 ≤ C‖hn‖L2.
Комбинируя оценки (62), (63), (64), получаем, что

‖zn‖H2 ≤ C0‖hn‖L2, (65)

где константа C0 зависит исключительно от q2.

Рассмотрим стандартнуюL2-ортонормированную систему тригонометри-
ческих полиномов, определённых на [0, 1]: ψ0 = 1,

ψ2j−1(t) =
√
2 sin(2πjt), ψ2j(t) =

√
2 cos(2πjt), j ∈ N.

и положим
x̂j =

∫ 1

0

x(t)ψj(t) dt, j ∈ Z+ = {0, 1, . . . }.

Введём функцию округления dae = min{m ∈ Z+ : m ≥ a}. Для любой
1-периодической функции x ∈ L2 справедливо следующее утверждение [80,
теорема D.36]: x ∈ Hs

p при s ≥ 1 тогда и только тогда, когда

∞∑
j=1

j2s

[(∫ 1

0

x sin(2πjt) dt
)2

+

(∫ 1

0

x cos(2πjt) dt
)2
]

=
1

2

∞∑
j=1

j2s(x̂22j−1 + x̂22j)
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=
1

2

∞∑
j=1

⌈
2j − 1

2

⌉2s
x̂22j−1 +

1

2

∞∑
j=1

⌈
2j

2

⌉2s
x̂22j

=
1

2

∞∑
j=1

⌈
j

2

⌉2s
x̂2j <∞.

Более того, для |x|Hs справедливо следующее выражение:

|x|2Hs = (4π2)s
∞∑
j=1

j2s

[(∫ 1

0

x sin(2πjt) dt
)2

+

(∫ 1

0

x cos(2πjt) dt
)2
]

= (4π2)s
∞∑
j=1

j2s(x̂22j−1 + x̂22j) = (4π2)s
∞∑
j=1

⌈
j

2

⌉2s
x̂2j .

Также, согласно тождеству Парсеваля

|x|2H0 = ‖x‖2L2 =

(∫ 1

0

x dt

)2

+
∞∑
j=1

[(∫ 1

0

x sin(2πjt) dt
)2

+

(∫ 1

0

x cos(2πjt) dt
)2
]

= x̂20 +
∞∑
j=1

(x̂22j−1 + x̂22j) =
∞∑
j=0

x̂2j .

Таким образом, норма ‖x‖2H2 может быть выражена как∑2
k=0 |x|2Hk =

∑2
k=0

∑∞
j=0(4π

2)k dj/2e2k x̂2j . Из этого следует оценка для
коэффициентов Фурье:

x̂2j ≤
‖x‖2H2∑2

k=0(4π
2)kdj/2e2k

. (66)

Пусть ẑn,j =
∫ 1

0 znψj dt обозначают коэффициенты Фурье оптимальных
решений, определяемых уравнениями (60) и (61). Для ‖hn‖L2 ≤ b определим
величины αj:

αj =
C0b√∑2

k=0(4π
2)kdj/2e2k

. (67)

Из неравенств (65) и (66) непосредственно следует, что |ẑn,j| ≤ αj. Введём
Ψα = (

√
αjψj)

2m
j=0. Для удобства будем искать приближённое решение в сле-
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дующем виде:

w ·Ψα =
2m∑
j=0

wj
√
αjψj, w ∈ W2m =

2m∏
j=0

[
−√

αj,
√
αj

]
.

Важно отметить, что для j ≤ 2m, коэффициенты ẑn,j могут быть представлены
как ẑn,j =

√
αjŵn,j для некоторого ŵn ∈ W2m.

Теперь дадим более точное описание рассматриваемой задачи онлайн оп-
тимизации. На каждом шаге n ∈ {1, . . . , N} данной игры игрок выбирает век-
тор wn = (wn,j)

2m
j=0 ∈ W2m, а противник выбирает функцию hn ∈ L2 такую, что

‖hn‖L2 ≤ b. Целью игрока является минимизация динамического сожаления

RN(w
N
1 , y

N
1 ) =

N∑
n=1

(Jn(wn ·Ψα)− Jn(yn)) (68)

относительно последовательности сравнения yn, удовлетворяющей условиям:

yn ∈ H2
p , ‖yn‖H2 ≤ C0b. (69)

Без ограничения общности, будем считать, что

yn = argmin
{∫ 1

0

(
1

2
ẋ2(t) +

q2

2
x2(t)− gn(t)x(t)

)
dt : x ∈ H1

p

}
(70)

для некоторой функции gn ∈ L2 с условием ‖gn‖L2 ≤ b. Для краткости примем
обозначение yn = S(gn).

3.2 Сведение задачи к конечномерному случаю

В игре, описанной в конце предыдущего раздела, последовательность сравне-
ния yn выбирается из шара в бесконечномерном пространстве H2

p . В данном
разделе показывается, что задачу можно свести к конечномерному случаю, где
применимы стандартные оценки сожаления.
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Определим функцию fn(w) следующим образом:

fn(w) = Jn(w ·Ψα) =
1

2

∫ 1

0

(w · Ψ̇α)
2 dt+

q2

2

∫ 1

0

(w ·Ψα)
2 dt−

∫ 1

0

w ·Ψαhn dt

=
1

2

2m∑
j=0

αj((2π)
2dj/2e2 + q2)w2

j −
2m∑
j=0

√
αjĥn,jwj, (71)

где ĥn,j — коэффициенты Фурье функции hn. Тогда динамическое сожаление

RN(w
N
1 , u

N
1 ) =

N∑
n=1

(Jn(wn ·Ψα)− Jn(un ·Ψα))

=
N∑
n=1

(fn(wn)− fn(un)), (72)

где uN1 ∈ WN
2m является конечномерной последовательностью сравнения.

Лемма 3.1. Пусть wn ∈ W2m — последовательность векторов, построен-
ная алгоритмом онлайн оптимизации для функций, заданных выражением (71).
Пусть yn удовлетворяет условию (69), и пусть

v̂n = (α
−1/2
0 ŷn,0, . . . , α

−1/2
2m ŷn,2m).

Тогда выражения (68) и (72) связаны соотношением:

RN(w
N
1 , y

N
1 ) ≤ RN(w

N
1 , v̂

N
1 ) + C

N

m
b2. (73)

Доказательство. Обозначим yn,2m =
∑2m

j=0 ŷn,jψj. По определению, разность
сожалений имеет вид:

RN(w
N
1 , y

N
1 )−RN(w

N
1 , v̂

N
1 ) =

N∑
n=1

(Jn(v̂n ·Ψα)− Jn(yn))

=
N∑
n=1

(Jn(yn,2m)− Jn(yn)). (74)
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Далее, оценим модуль разности функционалов

|Jn(yn,2m)− Jn(yn)| =
∣∣∣∣12
∫ 1

0

(ẏ2n,2m − ẏ2n) dt+
q2

2

∫ 1

0

(y2n,2m − y2n) dt

−
∫ 1

0

(yn,2m − yn)hn dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2
‖ẏn,2m − ẏn‖L2‖ẏn,2m + ẏn‖L2

+
q2

2
‖yn,2m − yn‖L2‖yn,2m + yn‖L2 + ‖yn,2m − yn‖L2‖hn‖L2

≤ Cb‖yn,2m − yn‖H1, (75)

поскольку ‖yn,2m‖H1 ≤ ‖yn‖H1 ≤ C‖hn‖L2 ≤ Cb. Из монографии [80, теорема
12.31]) известно, что

‖yn − yn,2m‖Hr ≤ C

m2−r
|yn|H2, r ∈ {0, 1}.

Следовательно,

|Jn(yn,2m)− Jn(yn)| ≤
C

m
b2,

и утверждение леммы следует из (74).

Обозначим через D2m диаметр множества W2m, а через Gn,2m и Ln,2m —
константы Липшица и гладкости функции fn соответственно:

D2m = max{‖u− v‖2 : u, v ∈ W2m} =
2m∑
j=0

(2
√
αj)

2,

|fn(u)− fn(v)| ≤ Gn,2m‖u− v‖2, |∇fn(u)−∇fn(v)| ≤ Ln,2m‖u− v‖,

для любых u, v ∈ W2m. Заметим, что функции fn являются сильно выпуклыми
с параметром сильной выпуклости [9, пример 5.19]

µ2m = min
0≤j≤2m

αj((2π)
2dj/2e2 + q2).

Лемма 3.2. Диаметр W2m, константа Липшица, константа гладкости и па-
раметр сильной выпуклости функции fn удовлетворяют следующим оценкам,
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равномерным поm и n:

D2m ≤ D := Cb1/2, µ2m ≥ µ := Cb, (76)

Gn,2m ≤ G =: Cb3/2, Ln,2m ≤ L =: Cb. (77)

Доказательство. Первые две оценки следуют из неравенств

C1b

1 + j2
≤ αj ≤

C2b

1 + j2
. (78)

Кроме того, ∣∣∣∣∂fn∂wj

∣∣∣∣ = ∣∣∣αj((2π)
2dj/2e2 + q2)wj −

√
αjĥn,j

∣∣∣
≤ Cb|wj|+

√
αjb ≤ Cb

√
αj,

Gn,2m ≤ sup
w∈W2m

‖∇fn(w)‖22 ≤ Cb2
2m∑
j=0

αj ≤ Cb3.

Наконец,∣∣∣∣∂fn∂wj
(u)− ∂fn

∂wj
(v)

∣∣∣∣ = αj((2πdj/2e)2 + q2)|uj − vj| ≤ Cb|uj − vj|.

Отсюда следует, что Ln,2m ≤ Cb.

Леммы 3.1 и 3.2 позволяют свести исходную проблему к конечномер-
ному случаю. Исходная постановка задачи подразумевает оценку динамиче-
ского сожаления RN(w

N
1 , y

N
1 ), где последовательность сравнения yn принадле-

жит бесконечномерному пространству H2
p . Лемма 3.1 демонстрирует, что для

оценки истинного сожаления RN достаточно оценить конечномерное сожале-
ние RN(w

N
1 , u

N
1 ). Это сожаление вычисляется относительно последовательно-

сти сравнения un, являющейся элементом конечномерного пространства W2m.
Для обеспечения необходимой точности аппроксимации требуется выбор до-
статочного числаm признаков ψj , определяющих размерность конечномерного
пространства.

Существует достаточно много численных методов онлайн оптимизации,
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предназначенных для минимизации сожаления в конечномерных простран-
ствах. Оценки эффективности этих алгоритмов зависят от таких ключевых пара-
метров математической модели, как диаметр множества допустимых решений
D2m, параметр сильной выпуклости µ2m, константа Липшица функции потерь
Gn,2m и константа гладкости Ln,2m.

Ключевой аспект, обуславливающий эффективность сведения к конечно-
мерному случаю, заключен в лемме 3.2. Данная лемма устанавливает, что все
перечисленные величины (D2m, µ2m, Gn,2m, Ln,2m) равномерно ограничены по
размерности конечномерного приближенияm и по номеру шага итерации n.

3.3 Примеры численных методов

В данном разделе будут рассмотрены различные численные методы онлайн оп-
тимизации для решения сформулированной задачи. Основное внимание будет
уделено оценке сожаления этих численных методов в контексте как статиче-
ских, так и динамических сценариев. Помимо этого, целью данного раздела яв-
ляется демонстрация возможности переноса известных теоретических резуль-
татов, полученных для конечномерных задач, на бесконечномерную постанов-
ку, что было обосновано в предыдущем разделе.

Рассмотрим алгоритм онлайн градиентного спуска (OGD) [107]:

wn+1 = ΠW2m
(wn − ηn∇fn(wn)), ηn > 0. (79)

Евклидова проекцияΠW2m
на гиперкубW2m может быть вычислена явно [8, при-

мер 8.10]: v = ΠW2m
u, где компоненты vi определяются следующим образом:

vi =


√
αi, ui ≥

√
αi,

ui, −
√
αi < ui <

√
αi,

−
√
αi ui ≤ −

√
αi.

Теорема 3.1. Пусть последовательность wn построена с использованием алго-
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ритма OGD (79). В случае использования адаптивных шагов

ηn = α
D2m√∑n

i=1 ‖∇fi(wi)‖22
, α =

√
2/2 (80)

статическое сожаление удовлетворяет неравенству:

RN(w
N
1 , y) ≤ Cb2

(√
N +

N

m

)
, ‖y‖H2 ≤ C0b.

В частности, RN(w
N
1 , y) = O(b2N 1−α) при m ∝ Nα, α ∈ (0, 1/2]. Для шагов

ηn = 1/(µn) справедливо:

RN(w
N
1 , y) ≤ Cb2

(
1 + lnN +

N

m

)
, ‖y‖H2 ≤ C0b.

В частности, RN(w
N
1 , y) = Õ(b

2
N 1−α) приm ∝ Nα, α ∈ (0, 1].

Доказательство. Требуется оценить первый член в выражении (73). Все утвер-
ждения непосредственно следуют из следующих двух оценок, полученных с
использованием неравенств (76) и (77) из леммы 3.2:

RN(w
N
1 , u) ≤

√
2D

√√√√ N∑
n=1

‖∇fn(wn)‖22, u ∈ W2m

для адаптивных шагов (80) [64, теорема 4.14], и

RN(w
N
1 , u) ≤

G2

2µ
(1 + lnN), u ∈ W2m (81)

для шагов ηn = 1/(µn) [64, следствие 4.9].

Для адаптивных шагов (80), впервые предложенных в работе [89], алго-
ритм не опирается на сильную выпуклость и может гарантировать лишь оценку
O(N 1/2) для RN . При этом достаточно, чтобы количество m признаков ψj име-
ло порядок так же O(N 1/2). Более быстрая скорость сходимости может быть
достигнута с использованием шага ηn = 1/(µn). В частности, при m ∝ N по-
лучено сожаление порядка Õ(1) по отношению к N . Неравенство (81) было
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получено в работе [41].

Для динамического сожаления предлагается использовать улучшенный
алгоритм Ader [102]. Рассматривается M экспертных алгоритмов OGD с ша-
гами ηi, и их веса инициализируются согласно вероятностному распределению

p1,i =
M + 1

M

1

i(i+ 1)
, i = 1, . . . ,M. (82)

На каждом шаге результаты экспертных алгоритмов усредняются

wn =
M∑
i=1

pn,iwn,i, wn,i ∈ W . (83)

Начальные значения w1,i ∈ W2m могут быть произвольными. Затем прогнозы
экспертов wn и веса pn обновляются по правилам:

wn+1,i = ΠW2m
(wn,i − ηi∇fn(wn)) , (84)

pn+1,i ∝ exp (−αℓn(wn,i)) , ℓn(w) = 〈∇fn(wn), w − wn〉. (85)

Предположим, что последовательность сравнения yn = S(gn) генериру-
ется согласно (70), и обозначим L2-длину последовательности (gn)

N
n=1,

PN(g
N
1 ) =

N∑
n=2

‖gn − gn−1‖L2. (86)

Аналогичное обозначение будет использоваться для длины конечномерной по-
следовательности: PN(u

N
1 ) =

∑N
n=2 ‖un − un−1‖2.

Теорема 3.2. Пусть последовательность wn построена с использованием улуч-
шенного алгоритма Ader (82) – (85) с параметрами α =

√
2/(NG2D2),

ηi =
2i−1D

G

√
7√
2N

, i = 1, . . . ,M,

M = d2−1 log2(1 + 4N/7)e+ 1.
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Тогда динамическое сожаление удовлетворяет неравенству:

RN(w
N
1 , y

N
1 ) = Õ

(
b3/2
√
N(b+ PN(gN1 )) + b2

N

m

)
, ‖gn‖L2 ≤ b. (87)

В частности, RN(w
N
1 , y

N
1 ) = Õ

(
b3/2
√
N(b+ PN(gN1 ))

)
приm ∝

√
N .

Доказательство. Связь между приращениями v̂n (см. лемму 1.1) и L2-
приращениями gn задаётся соотношением:

‖v̂n − v̂n−1‖22 =
2m∑
j=0

(ŷn,j − ŷn−1,j)
2

αj
≤ C

b

2m∑
j=0

(1 + j2)(ŷn,j − ŷn−1,j)
2

≤ C

b
‖yn+1 − yn‖2H1 ≤

C

b
‖gn+1 − gn‖2L2,

где в первом неравенстве использовано (78). Таким образом,

PN(v̂
N
1 ) ≤

C

b1/2
PN(g

N
1 ). (88)

Для конечномерной задачи сожаление улучшенного алгоритма Ader удовлетво-
ряет оценке

RN(w
N
1 , v̂

N
1 ) ≤

3G

4

√
2N(7D2 + 4DPN(v̂N1 )) +

GD
√
2N

2
(1 + 2 ln(k + 1)),

где

k =
1

2

⌊
log2

(
1 +

4PN

7D

)⌋
+ 1,

приведённой в работе [102, теорема 4]. Из неравенства (88) и лемм 3.1, 3.2 вы-
текает оценка (87).

Теперь предположим, что hn изменяется «медленно». В этом случае целе-
сообразно использовать оптимистичную версию онлайн градиентного спуска.
Оценка сожаления для такой ситуации, связанной с вариацией градиента, впер-
вые была получена в исследовании [22]. Следуя работе [18], определим алго-
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ритм:

w̃n+1 = ΠW2m
(w̃n − ηn∇fn(wn)), (89)

wn+1 = ΠW2m
(w̃n+1 − ηn+1∇fn(wn)). (90)

Также введём обозначения:

Σ2
N =

N∑
n=1

‖hn − hn−1‖2L2, Σ2
max = max

1≤n≤N
‖hn − hn−1‖2L2, h0 := 0.

Отметим, что

‖∇fn(w)−∇fn−1(w)‖22 =
2m∑
j=0

αj(ĥn,j − ĥn−1,j)
2.

Таким образом,

N∑
n=1

‖∇fn(w)−∇fn−1(w)‖22 ≤ C2bΣ
2
N , (91)

max
1≤n≤N

‖∇fn(w)−∇fn−1(w)‖22 ≤ C2bΣ
2
max. (92)

Теорема 3.3. Пусть последовательность wn построена с использованием оп-
тимистичного алгоритма градиентного спуска (89), (90) с шагом

ηn =
D√

10D2L2 + 4G2 +
∑n−1

s=1 ‖∇fs(ws)−∇fs−1(ws−1)‖22
, ∇f0(w0) := 0.

Тогда статическое сожаление удовлетворяет неравенству:

RN(w
N
1 , y) ≤ Cb2

(
1 +

N

m

)
+ CbΣN , ‖y‖H2 ≤ C0b. (93)

Доказательство. Используя (91) и лемму 3.2, перепишем оценку из работы [18,
теорема 1] в наших обозначениях:

RN(w
n
1 , v) ≤ C

(
D2L+DG+DbΣN

)
≤ C

(
b2 + bΣN

)
, v ∈ W2m.
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Теперь утверждение следует из леммы 3.1.

В общем случае второй член в неравенстве (93) имеет порядок
√
N . Этот

порядок может быть улучшен путём учёта сильной выпуклости fn.

Теорема 3.4. Пусть последовательность wn построена с использованием оп-
тимистичного алгоритма градиентного спуска (89), (90) с ηn = 2/(µn). Тогда

Rs
N(w

N
1 , y) ≤ Cb2

N

m
+ Õ

(
b2 + Σ2

max
)
.

Доказательство. Из работы [18, теорема 3] следует, что

RN(w
n
1 , v) = Õ

(
b
Σ2
max
µ

+
L2D2 +G2

µ
+ µD2

)
, v ∈ W2m,

где также учтено (92). Утверждение непосредственно следует из лемм 3.1, 3.2.

В случае динамического сожаления оптимистичный онлайн градиентный
спуск требует более сложной схемы обновления, чем улучшенный алгоритм
Ader, для получения наилучших оценок сожаления. Целесообразно использо-
вать Алгоритм 2 из работы [18], основанный на идеях [105] и [91]. Первым ша-
гом алгоритма является инициализация весов

w1 = w̃1 ∈ W ; p1,i =
1

M
, i = 1, . . . ,M.

На каждом шаге n усредняются результаты базовых алгоритмов

wn =
M∑
i=1

pn,iwn,i, wn,i ∈ W

Результаты базовых алгоритмов обновляются с помощью оптимистичного гра-
диентного спуска

w̃n+1,i = ΠW (w̃n,i − ηi∇fn(wn)) ,

wn+1,i = ΠW (w̃n+1,i − ηi∇fn(wn)) .
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Веса обновляются с помощью оптимистичного алгоритма Hedge из работы [91]

pn+1,i ∝ exp

(
−εn

n∑
j=1

(ℓj,i +mn+1,i)

)

где

ℓn,i = 〈∇fn(wn), wn,i〉+ λ‖wn,i − wn−1,i‖22, n ≥ 2,

ℓ1,i = 〈∇f1(w1), w1,i〉,

mn+1,i = 〈Mn+1, wn+1,i〉+ λ‖wn+1,i − wn,i‖22, n ≥ 1,

Mn+1 = ∇fn(wn), n ≥ 1; M1 = 0,

и λ > 0 является параметром.

Теорема 3.5. Пусть последовательность wn построена с использованием опи-
санного алгоритма 2 из работы [18] с параметрами:

ηi = min
{
1/(8L),

√
(D2/(8G2N))2i−1

}
, i = 1, . . . ,M,

M = d2−1 log2(G
2N/(8L2D2))e+ 1,

εn = min
{
1/(8D2L),

√
(lnM)/(D2Vn)

}
,

Vn =
n∑

j=1

‖∇fj(wj)−∇fj−1(wj−1)‖22, f0 := 0.

Тогда

RN(w
N
1 , y

N
1 ) ≤ Cb2

N

m
+ Õ

(
b2 + bPN(g

N
1 ) +

√
b+ PN(gN1 )ΣNb

)
. (94)

где yn = S(gn) и PN(g
N
1 ) определены в (70) и (86) соответственно.

Доказательство. Как и ранее, требуется оценить первый член в правой части
(73). Применим неравенство (37) из работы [18], полученное в доказательстве
их теоремы 7:

RN(w
N
1 , û

N
1 ) = Õ

(
G
√
D2 +DPN(ûN1 )ΣNb

1/2 +D2L+DLPN(û
N
1 ) +G2/L

)
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= Õ

(√
b+ PN(gN1 )ΣNb+ b2 + bPN(g

N
1 )

)
.

Здесь также использовались оценка 88) и оценки из леммы 3.2.

Замечание 3.1. Для медленно изменяющихся hn может показаться целесооб-
разным применение жадной стратегии предсказания: xn = S(hn−1). Поскольку
справедливо выражение (см. (75) для первого неравенства):

|Jn(xn)− Jn(yn)| ≤ Cb‖xn − yn‖H1

≤ Cb‖hn−1 − gn‖L2.

Тогда

RN(x
N
1 , y

N
1 ) ≤ Cb

N∑
n=1

‖hn−1 − gn‖L2.

В наихудшем случае, когда игрок соревнуется с пророком: gn = hn, эта оценка
RN(x

N
1 , y

N
1 ) ≤ CbPN(h

N
1 ) является лучшей по сравнению с оценкой (94). Одна-

ко, в общем случае сожаление не является малым. Например, легко проверить,
что для осциллирующей последовательности:

hn = an cos(2πj1t) + (1− an) cos(2πj2t), 0 < j1 < j2,

где an = 1 для чётных n и an = 0 для нечётных n, статическое сожаление жадно-
го алгоритма относительно тривиальной последовательности сравнения yn = 0

растёт линейно по N , так как
∫ 1

0 hnS(hn−1) dt = 0, и Jn(S(hn−1)) равномерно
ограничен снизу положительной константой.

3.3.1 Вычислительные эксперименты

Приведем результаты численного моделирования, проведенного для оценки эф-
фективности предложенных алгоритмов. Комплекс программ для воспроизве-
дения экспериментов находится в открытом доступе на платформе GitHub 4. В
качестве внешнего воздействия в выражении (58) была использована функция

4Gurtovaya,O.V. Online learning in a one-dimensional periodic quadratic variational problem with an adversarial
external force [Электронный ресурс] / O. V.Gurtovaya — 2025. — URL: https://github.com/O-Gurt/PQVP_1d
(дата обращения: 13.08.2025).

https://github.com/O-Gurt/PQVP_1d
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hn(t) = 10π2 cos(2ψnπt), где поведение параметра ψn варьировалось в зависи-
мости от шага n для моделирования различных сценариев.

Рассматривались следующие пять сценариев для параметра ψn:

• Сценарий с постоянным воздействием: ψn = const = 1.5, что соответству-
ет случаю, когда функция hn не зависит от n.

• Сценарий со стохастическим воздействием: ψn ∼ N(0, 0.03), что модели-
рует внешнее воздействие со стохастической природой.

• Сценарий с медленно меняющимся воздействием: ψn = 2 + n
T−1 , где

n = 0, . . . , T − 1, то есть значения ψn выбираются равномерно из дис-
кретного набора в интервале [2, 3].

• Сценарий с медленно меняющимся воздействием и шумом:
ψn = 2 + n

T−1 + ξ, где ξ ∼ N(0, 0.03), что является усложнением
предыдущего случая за счет добавления стохастической компоненты.

• Сценарий с переключением внешнего воздействия: интервал шагов раз-
бивается на две равные части, в каждой из которых параметр ψn прини-
мает постоянное значение: в первой половине ψn = 0.5, во второй —
ψn = 1.5.

Вычислительные эксперименты были реализованына языке программирования
Python. Для нахождения аналитического решения на каждом шаге использова-
лась библиотека символьной математики SymPy. Все эксперименты проводи-
лись с общим количеством шагов N = 5000. Количество используемых коси-
нусов и синусов было установлено по 30. Прочие параметры были заданы сле-
дующим образом: q = 1, b = 80, C = 1. Коэффициенты αj были вычислены
по формуле (67), а остальные параметры (диаметр множества допустимых ре-
шений, константа сильной выпуклости, константа Липшица функции потерь и
константа гладкости) — на основе леммы 3.2.
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Несмотря на то, что каждый алгоритм был разработан для конкретного
сценария, его эффективность была проанализирована для всех пяти случаев. В
качестве метрики эффективности алгоритмов использовалось усреднённое по
числу итераций N сожаление

1

N
RN(w

N
1 , x̂

N
1 ) =

1

N

N∑
n=1

(Jn(wn ·Ψα)− Jn(x̂n ·Ψα)), (95)

вычисленное по отношению к оптимальному решению x̂N1 . Результаты числен-
ного моделирования представлены в таблице 9.

ψ = 1.5 ψ ∼ N(0, 0.03) ψ ∼ U(2, 3) ψ = {0.5, 1.5}
ψ ∼ U(2, 3)

+N(0, 0.03)
OGD v1 5.958 · 102 7.011 · 102 5.954 · 102 5.954 · 102 5.983 · 102
OGD v2 2.674 · 101 1.656 · 102 8.178 · 100 1.636 · 101 8.436 · 100
Ader 2.110 · 10−1 1.696 · 102 1.980 · 10−1 2.400 · 10−1 1.228 · 100
OptOGD v1 1.014 · 102 1.760 · 103 5.022 · 102 5.250 · 102 2.063 · 102
OptOGD v2 3.367 · 100 1.689 · 102 1.151 · 101 1.970 · 101 1.178 · 101
OMDHedge 6.850 · 10−1 1.813 · 102 5.400 · 10−1 1.100 · 100 9.800 · 10−1

Таблица 9: Сравнение эффективности численных методов онлайн оптимизации
при разном внешнем воздействии.

Анализ результатов (табл. 9) показал, что ни один численный метод не
является универсально лучшим. При этом алгоритмы OGD и его оптимистич-
ная версия (OptOGD) исследовались в двух модификациях: с учётом сильной
выпуклости (v2) и без неё (v1).

Наименьшее сожаление в стабильных и предсказуемых сценариях (посто-
янное, медленно меняющееся и переключающееся воздействие) демонстриру-
ет Ader. В условиях стохастического воздействия наиболее эффективен OGD
v2. Алгоритм OMDHedge (алгоритм 2 из работы [18]) показал превосходство в
самом сложном сценарии (медленно меняющееся воздействие с шумом), под-
твердив устойчивость к стохастическим помехам. Наибольшее сожаление, осо-
бенно при сильных стохастических компонентах, наблюдалось у OGD v1 и его
оптимистичных вариантов (OptOGD v1/v2).
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3.4 Заключение к главе 3

В данной главе были рассмотрены численные методы для решения задачи ва-
риационного исчисления с неизвестным внешним воздействием. Было проде-
монстрировано сведение исходной задачи, определённой на функциональных
пространствах, к конечномерной задаче с помощью разложения по ортонор-
мированному базису тригонометрических полиномов. Этот подход, обоснован-
ный леммой 3.1, позволил перенести анализ сожаления из бесконечномерно-
го в конечномерное пространство. Лемма 3.2 дополнительно обеспечила, что
ключевые параметры конечномерной задачи — диаметр множества допусти-
мых решений, константа сильной выпуклости, константы Липшица и гладко-
сти— остаются равномерно ограниченными, что является критически важным
условием для применения стандартных теоретических результатов онлайн оп-
тимизации.

На основе данного сведения были проанализированы различные числен-
ные методы онлайн оптимизации. В теореме 3.1 установлены оценки сожале-
ния для алгоритма онлайн градиентного спуска (OGD), демонстрируя, что с со-
ответствующим выбором шага можно гарантировать сублинейный рост сожа-
ления, в частности, Õ(N 1−α) в статическом случае. Для динамической среды
был проанализирован улучшенный алгоритм Ader, чья теоретическая оценка
сожаления, согласно теореме 3.2, зависит от длины последовательности срав-
нения (PN(g

N
1 )), что отражает способность алгоритма адаптироваться к изменя-

ющимся условиям. Кроме того, теоремы 3.3 и 3.4 показали, что для медленно
меняющихся сред оптимистичные версии OGD могут обеспечить более силь-
ные гарантии, где сожаление зависит от вариации градиента (ΣN ). Список таких
алгоритмов может быть продолжен. Например, аналогичные результаты спра-
ведливы для стохастически расширенной состязательной модели [77, 18] и для
оптимистичного онлайн градиентного спуска с произвольным методом пред-
сказания градиента [82].

Для эмпирической валидации этих теоретических результатов и оценки
относительной эффективности алгоритмов в различных условиях были прове-
дены вычислительные эксперименты. Их результаты в целом подтвердили тео-
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ретические предсказания.

Глава 3 основана на материалах, опубликованных в работе [71].

Заключение

Сформулируем основные результаты диссертационного исследования.

1. Разработана методика применения численного метода Вовка–Азури–
Вармута (VAW) к случайным признакам Фурье для моделирования дан-
ных с марковской зависимостью с теоретическим обоснованием и экспе-
риментальной проверкой на моделях AR(1) и VAR(1).

2. Предложен новый численный метод VAW2 для моделирования различ-
ных регрессионных зависимостей. Получена оценка сожаления порядка
O(T 1/2 lnT ). Алгоритм VAW2 обладает значительно более низкой вычис-
лительной сложностью по сравнению с алгоритмом VAW, применённым
к конкатенированным векторам случайных признаков. В ходе численных
экспериментов установлено, что алгоритм VAW2 превосходит известные
из литературы родственные алгоритмы на ряде эталонных наборов дан-
ных.

3. Разработан трёхуровневый численный метод S-VAW2, объединяющий
иерархическое агрегирование и стратегии масштабирования данных.
Сравнительный анализ показал, что его точность сопоставима с ведущим
AutoML-фреймворком, при этом он является вычислительно более эффек-
тивной альтернативой.

4. Сформулирована и решена задача моделирования внешнего воздействия
динамической системы с квадратичнымфункционалом качества, включая
её сведение к конечномерной задаче и вывод границ статического и дина-
мического сожалений.
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5. Реализован комплекс программ на Python для численного моделирова-
ния и сравнительного анализа предложенных онлайн-алгоритмов: алго-
ритм VAW c использованием случайных признаков Фурье; двухуровне-
вый алгоритм VAW2; трёхуровнеый алгоритм S-VAW2. Проведённые экс-
перименты подтвердили теоретические результаты и продемонстрирова-
ли практическую эффективность методов.
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Приложение А. Листинги и описание предложен-
ных алгоритмов

А.1. Реализация алгоритма VAW с использованием случайных
признаков Фурье

Функция run_VAW(x_data, y_data) реализует численныйметодВовка-Азури-
Вармута с использованием метода случайных признаков Фурье для модели
непараметрической регрессии на марковских данных. На вход функция прини-
мает массив признаков x_data размерности (n, d) и массив целевых значений
y_data размерности (n, ), где n — количество наблюдений, d — размерность
признакового пространства.

Инициализация алгоритма начинается с генерации параметров случай-
ных признаков Фурье. Формируется матрица ω размерности (m, d), где
m = n_components, элементы которой представляют собой независимые реа-
лизации стандартной нормальной случайной величиныN (0, 1). Одновременно
генерируется вектор b размерности (m, ), компоненты которого распределены
равномерно на интервале [−π, π].

Преобразование исходных данных в пространство случайных признаков
осуществляется вычислением матрицы X по формуле:

X =
[
cos(xωT + b), sin(xωT + b)

]
что дает матрицу размерности (n, 2m). Далее реализуется сам численный метод
VAW(6) .

Функция run_VAW(x_data, y_data) возвращает усреднённый по всем
итерациям вектор весов ŵ = 1

n

∑n
t=1w[t], а также параметры ω и b. Данная

реализация позволяет эффективно аппроксимировать сложные нелинейные за-
висимости благодаря комбинации метода случайных признаков и процедуры
онлайн оптимизации.
Импорт библиотек и инициализация глобальных переменных:
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import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.metrics import mean_squared_error as MSE
from sklearn.neural_network import MLPRegressor

n_components=40

Определение алгоритма VAW со случайными признаками Фурье:

def run_VAW(x_data , y_data):
np.random.seed(2)
omega = np.random.normal(loc=0, scale=1, size=(n_components , d)

)
b = np.random.uniform(-np.pi, np.pi, n_components)
lam = 1
X = np.hstack((np.cos(x_data@omega.T + b),np.sin(x_data@omega.T

+ b)))
n = X.shape[0]

A=np.zeros((X.shape[1],X.shape[1]))
S=lam*np.eye(X.shape[1])
Z=np.zeros(X.shape[1])
A=X[:n][0].reshape(-1,1)@X[:n][0].reshape(1,-1)
S+=A
w=np.zeros((n, X.shape[1]))
for t in range(n - 1):

Z+=y_data[:n][t]*X[:n][t]
A=X[:n][t+1].reshape(-1,1)@X[:n][t+1].reshape(1,-1)
S+=A
w[t+1]=np.linalg.solve(S, Z)

w_hat=np.mean(w,axis=0)
return w_hat , omega , b

А.3. Реализация алгоритма VAW2

Данный программный комплекс предназначен для экспериментального иссле-
дования численного метода VAW2 на задаче регрессии с использованием ан-
самбля случайных признаков. Комплекс реализует двухуровневую структуру
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обучения, где на первом уровне генерируются экспертные предсказания с по-
мощью различных ядерных преобразований, а на втором уровне применяется
алгоритм VAW для агрегации этих предсказаний.

В качестве примера работы алгоритма VAW2 был выбран реальный набор
данных Airfoil. На первом этапе производится загрузка и предварительная об-
работка данных из файла airfoil_self_noise.dat. Целевой вектор Y и мат-
рица признаков X нормализуются для обеспечения численной стабильности
алгоритма.

Далее формируется ансамбль ядерных преобразований, включающий
гауссовские и лапласовские ядра с различными параметрами γ.

Главная составляющая программного комплекса реализована в функции
vaw_forecaster, которая применяет алгоритм VAW с использованием форму-
лы Шермана-Моррисона для эффективного обновления обратной матрицы ко-
вариации.

Экспериментальная часть включает пять независимых запусков алгорит-
ма для генерации случайных признаков. Для каждого запуска вычисляются
предсказания алгоритма VAW2 и строится график кумулятивной среднеквадра-
тической ошибки. Дополнительно исследуется влияние урезанных экспертных
предсказаний на качество агрегации.

Финальная оценка качества работы алгоритма производится путем усред-
нения результатов по всем запускам. Визуализация включает график зависимо-
сти MSE от номера итерации и график распределения весов, назначенных алго-
ритмом различным ядерным преобразованиям. Комплекс обеспечивает воспро-
изводимость результатов и позволяет исследовать влияние различных парамет-
ров алгоритма на качество предсказаний.
Импорт библиотек и инициализация глобальных переменных

import pandas as pd
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.metrics import mean_squared_error as MSE
from copy import copy

data = np.genfromtxt('airfoil_self_noise.dat')
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X = data[:,:-1]
Y = data[:,-1:]

# Normalizing the target vector Y
Y = (Y / (np.max(Y) - np.min(Y))) - np.min(Y) / (np.max(Y) - np.min

(Y))

# Normalizing the feature matrix X
M, N = X.shape
X_norms = np.linalg.norm(X, axis=1) #Calculate the norms of each

row
X = X / np.max(X_norms) # Divide each row by the maximum norm

# Creating lists of gammas and kernels for feature transformation
gamma = []
kernel_list = []
num_rbf = 51
for i in range(num_rbf):

gamma.append(10 ** (4 * (i / 50) - 2))
kernel_list.append('Gaussian')

num_lap = 25
for i in range(num_lap):

gamma.append(10 ** ((i / 6) - 2))
kernel_list.append('Laplacian')

gamma = np.array(gamma)
n_components = 50 # Number of random features per kernel
P = num_rbf + num_lap # Total number of kernels

# Initialize lists to store MSE, predictions and weights for VAW^2
mse_vaw2 = []
mse_vaw2_trunc = []
cc_predictions_vaw2 = np.zeros((5, Y.shape[0]))
weights_vaw2 = np.zeros((5, P))
cc_mse_vaw2 = np.zeros((5, Y.shape[0]))

Определение функции для генерации случайных признаков

def generate_random_features_dict_ran(X, ran_feature , gamma ,
kernel_list):
"""
Generates random features using Fourier features with given
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kernels and gammas.

Args:
X (np.ndarray): Feature matrix.
ran_feature (np.ndarray): Random feature matrix.
gamma (np.ndarray): Gamma values for kernels.
kernel_list (list): List of kernel names.

Returns:
dict: Dictionary of random features for each kernel.

"""
M, N = X.shape
_, n_components , b = ran_feature.shape

random_features = {}

for i, kernel_type in enumerate(kernel_list):
features = np.zeros((M, n_components * 2)) # Features for

current kernel
for j in range(M):

X_f = X[j:j + 1, :].dot(ran_feature[:, :, i])
features[j, :] = (1 / np.sqrt(n_components)) * np.

concatenate((np.sin(X_f), np.cos(X_f)), axis=1)
random_features[f"{kernel_type}_{i}"] = features

return random_features

Определение алгоритма VAW

def vaw_forecaster(features , target , lambda_reg=1, weights=None):

"""
Vovk -Azoury -Warmuth forecaster with closed -form solution using

Sherman -Morrison update.

Args:
features (np.ndarray): Feature matrix , where each row is a

feature vector (shape: n_samples , n_features).
target (np.ndarray): Target vector , with target values (

shape: n_samples).
lambda_reg (float): Regularization parameter (default: 1.0)
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.
weights (np.ndarray): Initial weights vector (default: None

, initialized to zeros).

Returns:
tuple: predictions , rmse_history , updated weights.

"""

n_samples , n_features = features.shape
predictions = []
rmse_history = [] # To store RMSE at each horizon
squared_errors_cumulative = 0 # Cumulative squared errors

# Initialize weights if not provided , else use provided weights
if weights is None:

weights = np.zeros(n_features)

# Initialize the inverse of (lambda * I + sum of zi zi^T),
using first the value lambda * I

reg_matrix_inverse = (1/lambda_reg) * np.eye(n_features) # S^-1

# Initialize w, which is the result of sum(yizi)
sum_yizi = np.zeros(n_features)

for t in range(n_samples):
zt = features[t] # Current feature vector
yt = target[t] # Current target value

# Compute the prediction , since x_t = reg_matrix_inverse *
sum_yizi

if t==0:
prediction = 0

else:
prediction = np.dot(sum_yizi , reg_matrix_inverse @ zt)

# This is xt^T * zt

predictions.append(prediction)

# Compute squared error
squared_error = (yt - prediction) ** 2
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squared_errors_cumulative += squared_error

# Calculate RMSE up to the current horizon
rmse_t = np.sqrt(squared_errors_cumulative / (t + 1))
rmse_history.append(rmse_t)

# Update sum_yizi
sum_yizi += yt*zt

# Update the inverse matrix using Sherman -Morrison formula:
# S_t = S_{t-1} + z_t z_t^T
# S_t^-1 = S_{t-1}^-1 - (S_{t-1}^-1 @ z_t @ z_t^T @ S_{t

-1}^-1) / (1 + z_t^T @ S_{t-1}^-1 @ z_t)
zt = zt.reshape(-1, 1) # Convert to a column vector
numerator = reg_matrix_inverse @ zt @ zt.T @

reg_matrix_inverse
denominator = 1 + zt.T @ reg_matrix_inverse @ zt
reg_matrix_inverse = reg_matrix_inverse - (numerator/

denominator[0,0])

# Get the last weight vector
if n_samples == 0:

weights = np.zeros(n_features)
else:

weights = reg_matrix_inverse @ sum_yizi

return predictions , rmse_history , weights

Генерация экспертных предсказаний

all_predictions_df_lst = []
for cc in range(5):

np.random.seed(cc)
ran_feature = np.zeros((N, n_components , gamma.shape[0]))
for i in range(num_rbf):

ran_feature[:, :, i] = np.random.randn(N, n_components) *
np.sqrt(1 / gamma[i])

for i in range(num_lap):
ran_feature[:, :, i + num_rbf] = np.random.standard_cauchy

((N, n_components)) * (1 / gamma[i + num_rbf])
fourier_features = generate_random_features_dict_ran(X,
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ran_feature , gamma , kernel_list)
all_predictions_df = pd.DataFrame()
rmse_individual = []
for kernel_name , features in fourier_features.items():

predictions , rmse_history , _ = vaw_forecaster(
fourier_features[kernel_name],
Y,
lambda_reg=1.

)
rmse_individual.append(rmse_history[-1])
predictions_df = pd.DataFrame(predictions , columns=[

kernel_name])
all_predictions_df = pd.concat([all_predictions_df ,

predictions_df], axis=1)
all_predictions_df_lst.append(all_predictions_df)

# Truncating expert predictions to the range of Y
all_predictions_df_lst_trunc = [df.map(lambda u: min(max(u, 0), 1))

for df in copy(all_predictions_df_lst)]

Применение алгоритма VAW2

# VAW^2 algorithm
for cc in range(5):

predictions , _, weights_vaw2[cc] = vaw_forecaster(np.array(
all_predictions_df_lst[cc]), Y, lambda_reg=1.)

cc_predictions_vaw2[cc] = predictions
mse_vaw2.append(MSE(predictions , Y))

# VAW^2 algorithm (with truncated expert predictions)
for cc in range(5):

predictions , _, weights_vaw2[cc] = vaw_forecaster(np.array(
all_predictions_df_lst_trunc[cc]), Y, lambda_reg=1.)

mse_vaw2_trunc.append(MSE(predictions , Y))

Расчёт и вывод результатов

# Calculate cumulative MSE for VAW^2
for cc in range(5):

for t in range(Y.shape[0]):
cc_mse_vaw2[cc, t] = 1. / (t + 1) * MSE(cc_predictions_vaw2

[cc][:t + 1], Y[:t + 1])
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# Calculate mean cumulative MSE across all repetitions
cc_mse_vaw2 = np.mean(cc_mse_vaw2 , axis=0)

# Print final MSE values
print('MSE␣of␣VAW^2␣is␣', np.mean(mse_vaw2))
print('MSE␣of␣VAW^2␣with␣truncated␣expert␣predictions␣is␣', np.mean

(mse_vaw2_trunc))

# Plotting cumulative MSE for VAW^2
start_index = 200
fig1 = plt.figure(1)
ax = fig1.add_subplot()
plt.title('Airfoil')
plt.xlabel('Iteration␣number')
plt.ylabel('MSE')
ax.plot(np.arange(start_index , Y.shape[0]), cc_mse_vaw2[start_index

:], 'r', label=r'VAW$^2$')
plt.legend()
plt.show()

# Plotting weights of VAW^2
fig2 = plt.figure(2)
ax = fig2.add_subplot()
P = num_rbf + num_lap
ax.plot(np.arange(1, P + 1), np.mean(weights_vaw2 , axis = 0), 'r',

label=r'VAW$^2$')
plt.legend()
plt.xlabel('Kernel')
plt.ylabel('Weights')
plt.title('Airfoil')
plt.show()

А.3. Реализация алгоритма S-VAW2

Программный комплекс реализует программу для ЭВМ «Программная реали-
зация трёхуровневого алгоритма Вовка-Азури-Вармута» на языке программи-
рования Python. Для этой программы было получено свидетельство о государ-
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ственной регистрации (см. приложение Б.). Данная программа предназначена
для моделирования временных рядов и решения различных регрессионных за-
дач. Комплекс основан на современном ансамблевом подходе, использующем
трёхуровневую систему комбинирования экспертных прогнозов с применени-
ем методов многоядерного преобразования признаков и различных техник мас-
штабирования данных.

Программный комплекс реализован в виде класса SVAW2, предназначен-
ного для моделирования сложных зависимостей в данных с использованием
трёхуровневого численного метода Вовка-Азури-Вармута. При инициализации
класса устанавливаются ключевые параметры алгоритма, включая количество
случайных признаков n_components, словарь используемых ядер dict_of_-
kernels и коэффициент регуляризации lambda_reg.

В основе комплекса лежат численные методы обработки данных, включая
генерацию параметров для различных ядерных преобразований (гауссовских
и лапласовских ядер) и создание комбинаций методов масштабирования дан-
ных. Моделирование процессов масштабирования осуществляется через под-
держку различных стратегий: для матрицы признаков X доступны варианты
StandardScaler, MinMaxScaler, RobustScaler, а также возможность работы
без масштабирования; для целевой переменной Y применяется MinMaxScaler
и отсутствие масштабирования.

Численныйметод преобразования признаков реализован через генерацию
случайных проекционных матриц в методе generate_random_features_and_-
dict, осуществляющих преобразование исходных данных в признаки Фурье
для каждого типа ядра.

Центральным вычислительным блоком программного комплекса являет-
ся реализация численного метода онлайн-оптимизации Вовка-Азури-Вармута
в методе _vaw_forecaster. Данный алгоритм осуществляет итеративное об-
новление весовых коэффициентов путём последовательной обработки каждого
наблюдения с использованием эффективных матричных вычислений.

Моделирование прогнозной функции организовано по трёхуровневой схе-
ме. На первом уровне для каждой комбинации методов масштабирования и каж-
дого типа ядра формируется отдельный эксперт VAW. На втором уровне числен-
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ный метод агрегации прогнозов объединяет результаты экспертов первого уров-
ня. На третьем уровне осуществляется финальное моделирование оптимальной
комбинации прогнозов через взвешенное среднее с вычислением весовых коэф-
фициентов.

Численный метод прогнозирования в методе predict воспроизводит
структуру обучения, последовательно применяя цепочку преобразований: ге-
нерацию признаков Фурье, вычисление прогнозов экспертов первого уровня и
их агрегацию на втором и третьем уровнях модели.

Для верификации работоспособности программного комплекса использу-
ется демонстрационный пример с набором данных diamonds. Моделирование
включает предварительную обработку данных, разделение на обучающую и
тестовую выборки, обучение модели и вычисление среднеквадратичной ошиб-
ки между спрогнозированными и фактическими значениями, что подтверждает
эффективность реализованных численных методов.
Импорт библиотек

import numpy as np
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.metrics import mean_squared_error as MSE
from sklearn.preprocessing import LabelEncoder , StandardScaler ,

OneHotEncoder , MinMaxScaler , RobustScaler

Инициализация алгоритма S-VAW2

class SVAW2:
def __init__(self , n_components=50,

dict_of_kernels={'Gaussian': 51, 'Laplacian': 25}):
self.n_components = n_components
self.lambda_reg = 1
self.dict_of_kernels = dict_of_kernels

# Initialize kernel parameters
self.gamma , self.kernel_list , self.num_rbf , self.num_lap , self.

P = self._generate_kernel_params(dict_of_kernels)

self.final_predictions = None
self.final_weights = None
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# List of X-scaler options , including None (no scaling)
self.x_scalers_options = [

('StandardScaler', StandardScaler),
('MinMaxScaler', MinMaxScaler),
('RobustScaler', RobustScaler),
('NoScaler', None)

]
# Y-scaler class option
self.y_scaler_option = MinMaxScaler

# Stores trained scalers and model components for each
combination

self.scaler_combinations = []

# Dictionary to store ALL trained scalers , random features , and
weights for each combination

self.trained_scalers = {}

# Set random seed for reproducibility of random features
np.random.seed(1)

# Generate all possible X and Y scaler combinations
self._generate_scaler_combinations()

def _generate_kernel_params(self , dict_of_kernels):
"""
Generates kernel parameters (gamma values and kernel types).
"""
gamma = []
kernel_list = []
num_rbf , num_lap = 0, 0
P = 0 # Total number of kernels
for kernel , num_kernel in dict_of_kernels.items():

P += num_kernel
if num_kernel > 0:

gamma_values = np.logspace(-2, 2, num_kernel)
if kernel == 'Gaussian':

num_rbf = num_kernel
gamma.extend(gamma_values)



134

kernel_list.extend(['Gaussian'] * num_kernel)
elif kernel == 'Laplacian':

num_lap = num_kernel
gamma.extend(gamma_values)
kernel_list.extend(['Laplacian'] * num_kernel)

else:
raise ValueError(f"Unknown␣kernel␣type:␣{kernel}")

return np.array(gamma), kernel_list , num_rbf , num_lap , P

def _generate_scaler_combinations(self):
"""
Creates a list of all X and Y scaler combinations.
"""
y_scaler_templates = [

('Yraw', None), # No scaling for Y
('Yscaled', self.y_scaler_option) # MinMaxScaler for Y

]

for x_name , x_scaler_class in self.x_scalers_options:
for y_name , y_scaler_class in y_scaler_templates:

# Create X-scaler instance or None
current_x_scaler_instance = x_scaler_class() if

x_scaler_class is not None else None
# Create Y-scaler instance or None
current_y_scaler_instance = y_scaler_class() if

y_scaler_class is not None else None

combo_full_name = f"{x_name}_{y_name}"
self.scaler_combinations.append((combo_full_name ,

current_x_scaler_instance , current_y_scaler_instance
))

def generate_random_features_and_dict(self , X):
"""
Generates random projection matrices and corresponding Fourier

features for X.
"""
M, N = X.shape
ran_feature_matrix = np.zeros((N, self.n_components , self.P))
random_features = {}
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kernel_counters = {'Gaussian': 0, 'Laplacian': 0}

for i, kernel_type in enumerate(self.kernel_list):
features = np.zeros((M, self.n_components * 2))
gamma = self.gamma[i]

if kernel_type == 'Gaussian':
ran_feature_matrix[:, :, i] = np.random.randn(N, self.

n_components) * np.sqrt(1 / gamma)
elif kernel_type == 'Laplacian':

laplacian_index = i - self.num_rbf
if not (0 <= laplacian_index < self.num_lap):

raise IndexError("Laplacian␣index␣out␣of␣bounds")
ran_feature_matrix[:, :, i] = np.random.standard_cauchy

((N, self.n_components)) * (1 / gamma)
else:

raise ValueError(f"Unknown␣kernel␣type:␣{kernel_type}")

# Compute Fourier features for the current kernel
for j in range(M):

X_f = X[j:j + 1, :].dot(ran_feature_matrix[:, :, i])
features[j, :] = (1 / np.sqrt(self.n_components)) * np.

concatenate((np.sin(X_f), np.cos(X_f)), axis=1)

random_features[f"{kernel_type}_{kernel_counters[
kernel_type]}"] = features

kernel_counters[kernel_type] += 1

return random_features , ran_feature_matrix

def _vaw_forecaster(self , features , target):
"""
Implements the Vovk -Azoury -Warmuth (VAW) online linear

regressor.
"""
n_samples , n_features = features.shape
predictions = []

reg_matrix_inverse = (1 / self.lambda_reg) * np.eye(n_features)
sum_yizi = np.zeros(n_features)
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for t in range(n_samples):
zt = features[t]
yt = target[t]

if t == 0:
prediction = 0

else:
prediction = np.dot(sum_yizi , reg_matrix_inverse @ zt)

predictions.append(prediction)

sum_yizi += yt * zt

zt_reshaped = zt.reshape(-1, 1)
numerator = reg_matrix_inverse @ zt_reshaped @ zt_reshaped.

T @ reg_matrix_inverse
denominator = 1 + zt_reshaped.T @ reg_matrix_inverse @

zt_reshaped

if denominator[0, 0] == 0:
print("Warning:␣Denominator␣in␣VAW␣update␣is␣zero.␣

Skipping␣update.")
else:

reg_matrix_inverse = reg_matrix_inverse - (numerator /
denominator[0, 0])

weights = np.zeros(n_features)
if n_samples > 0:

weights = reg_matrix_inverse @ sum_yizi

return np.array(predictions), weights

def fit(self , X, Y):
"""
Fits the SVAW2 model on input data X and Y.
"""
Y_original_np = Y.values if isinstance(Y, pd.Series) else Y
Y_2d_original = Y_original_np.reshape(-1, 1)

combined_predictions_for_final_layer = pd.DataFrame()
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train_size = int(X.shape[0]*0.75)
# Iterate through each scaler combination (Level 2)
for combo_name , x_scaler_instance , y_scaler_instance in self.

scaler_combinations:
# 1. Scale X for the current combination
if x_scaler_instance is not None:

x_scaler_instance.fit(X[:train_size])
X_scaled = x_scaler_instance.transform(X)
self.trained_scalers[f"{combo_name}_x_scaler"] =

x_scaler_instance
else:

X_scaled = X.copy()
self.trained_scalers[f"{combo_name}_x_scaler"] = None

# 2. Scale Y for the current combination
if y_scaler_instance is not None:

y_scaler_instance.fit(Y_2d_original[:train_size])
Y_scaled = y_scaler_instance.transform(Y_2d_original).

flatten()
self.trained_scalers[f"{combo_name}_y_scaler"] =

y_scaler_instance
else:

Y_scaled = Y_original_np.copy()
self.trained_scalers[f"{combo_name}_y_scaler"] = None

# 3. Level 1 VAW: Generate random features and train
experts

fourier_features_for_combo , ran_feature_for_combo = self.
generate_random_features_and_dict(X_scaled)

self.trained_scalers[f"{combo_name}_ran_feature"] =
ran_feature_for_combo

experts_weights_for_combo = np.zeros((self.P, self.
n_components * 2))

experts_online_predictions_df = pd.DataFrame()

i = 0
for kernel_name , features in fourier_features_for_combo.

items():
preds_online , experts_weights_for_combo[i] = self.
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_vaw_forecaster(features , Y_scaled)
experts_online_predictions_df = pd.concat([

experts_online_predictions_df ,
pd.DataFrame(preds_online , columns=[f"{combo_name}_

{kernel_name}"])
], axis=1)
i += 1

self.trained_scalers[f"{combo_name}_experts_weights"] =
experts_weights_for_combo

# 4. Level 2 VAW: Combine expert predictions for the
current combination

level2_preds_scaled , weights_vaw2_for_combo = self.
_vaw_forecaster(np.array(experts_online_predictions_df),
Y_scaled)

self.trained_scalers[f"{combo_name}_weights_vaw2"] =
weights_vaw2_for_combo

# 5. Inverse scale Level 2 predictions if Y was scaled
if y_scaler_instance is not None:

level2_preds_unscaled = y_scaler_instance.
inverse_transform(level2_preds_scaled.reshape(-1, 1)
).flatten()

else:
level2_preds_unscaled = level2_preds_scaled.copy()

combined_predictions_for_final_layer = pd.concat([
combined_predictions_for_final_layer ,
pd.DataFrame(level2_preds_unscaled , columns=[combo_name

])
], axis=1)

# 6. Level 3 VAW: Final combination of all 8 predictions
self.final_predictions , self.final_weights = self.

_vaw_forecaster(
np.array(combined_predictions_for_final_layer),

Y_original_np
)

def predict(self , X):
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"""
Makes predictions on new data X.
"""
combined_predictions_for_final_layer_predict = pd.DataFrame()

# Iterate through each scaler combination , using stored trained
objects

for combo_name , _, _ in self.scaler_combinations:
# Retrieve trained scalers and components for the current

combination
x_scaler_trained = self.trained_scalers.get(f"{combo_name}

_x_scaler")
y_scaler_trained = self.trained_scalers.get(f"{combo_name}

_y_scaler")
ran_feature_for_combo = self.trained_scalers.get(f"{

combo_name}_ran_feature")
experts_weights_for_combo = self.trained_scalers.get(f"{

combo_name}_experts_weights")
weights_vaw2_for_combo = self.trained_scalers.get(f"{

combo_name}_weights_vaw2")

if any(item is None for item in [ran_feature_for_combo ,
experts_weights_for_combo , weights_vaw2_for_combo]):
# If basic components are missing , this combination

cannot predict correctly.
combined_predictions_for_final_layer_predict = pd.

concat([
combined_predictions_for_final_layer_predict ,
pd.DataFrame(np.zeros(len(X)), columns=[combo_name

])
], axis=1)
continue

# 1. Scale X for prediction
if x_scaler_trained is not None:

X_scaled = x_scaler_trained.transform(X)
else:

X_scaled = X.copy()

M, N = X_scaled.shape
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experts_predictions_from_features = np.zeros((M, self.P))
random_features_list = []

# Generate Fourier features for each kernel
for i, kernel_type in enumerate(self.kernel_list):

features = np.zeros((M, self.n_components * 2))
for j in range(M):

X_f = X_scaled[j:j + 1, :].dot(
ran_feature_for_combo[:, :, i])

features[j, :] = (1 / np.sqrt(self.n_components)) *
np.concatenate(
(np.sin(X_f), np.cos(X_f)), axis=1

)
random_features_list.append(features)

# Calculate predictions from each expert
for p in range(self.P):

experts_predictions_from_features[:, p] = np.dot(
random_features_list[p], experts_weights_for_combo[p
])

# 2. Apply Level 2 VAW weights. Predictions will be in the
Y_scaled scale (if Y was scaled)

level2_preds_scaled = experts_predictions_from_features @
weights_vaw2_for_combo

# 3. Inverse scale Level 2 predictions if Y was scaled
if y_scaler_trained is not None:

level2_preds_unscaled = y_scaler_trained.
inverse_transform(level2_preds_scaled.reshape(-1, 1)
).flatten()

else:
level2_preds_unscaled = level2_preds_scaled.copy()

combined_predictions_for_final_layer_predict = pd.concat([
combined_predictions_for_final_layer_predict ,
pd.DataFrame(np.zeros(len(X)) if level2_preds_unscaled

is None else level2_preds_unscaled , columns=[
combo_name])

], axis=1)



141

# 4. Final prediction - combine all 8 predictions using
final_weights

final_pred = combined_predictions_for_final_layer_predict.
values @ self.final_weights

return final_pred

Пример запуска алгоритма S-VAW2 на загруженных данных

#Initializating data
df = pd.DataFrame(np.genfromtxt('airfoil_self_noise.dat'))
target = 5
X = df.drop(target , axis = 1).values
Y = df[target].values

train_size = int(df.shape[0]*0.75)

# Split data into training and testing sets
X_test = X[train_size:]
Y_test = Y[train_size:]

# Train the model
predictor = SVAW2()
predictor.fit(X, Y)

#Make predictions on test
preds = predictor.predict(X_test)

# Print MSE
print('MSE␣is␣', MSE(preds , Y_test))
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Приложение Б. Свидетельство о регистрации про-
граммы для ЭВМ

Свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ №
2025680750 от 08.08.2025 г. Российская Федерация. Программная реализация
трёхуровневого алгоритма Вовка-Азури-Вармута для решения задач регрессии.
Автор: Гуртовая Ольга Владимировна. Правообладатель: Федеральное государ-
ственное автономное образовательное учреждение высшего образования «Юж-
ный федеральный университет».
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