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Введение 

Диссертационная работа посвящена исследованию распространения упругих волн 

от действия комбинированных источников волн в средах с усложненными физико-

механическими свойствами. Под комбинированными источниками здесь понимаются 

осциллирующие и подвижные источники волн. Рассматриваются задачи электроупругости 

(пьезоэлектричества) со связанностью между механическими и электрическими полями и 

задачи с учетом поверхностных эффектов по модели Гуртина-Мурдоха, в которых на 

границах появляются поверхностные напряжения.  

Несмотря на достаточно давнюю историю, задачи о колебаниях и волнах в 

ограниченных и полуограниченных телах остаются актуальными и в настоящее время, 

особенно для их неклассических вариантов, связанных с усложненными определяющими 

соотношениями и граничными или интерфейсными условиями.  

Большой вклад в развитие теории о волновых движениях в полуограниченных 

упругих средах, включая волноводные структуры, внесли такие отечественные и 

зарубежные ученые как:  Бабешко В.А., Белоконь А.В., Бреховских Л.М., Ватульян А.О., 

Викторов И.А., Ворович И.И., Гетман И.П., Глушков Е.В., Глушкова Н.В., Голуб М.В., 

Гринченко В.Т., Завадский В.Ю., Калинчук В.В., Мелешко В.В., Наседкин А.В., Устинов 

Ю.А., Cole J., Huth J., Lamb H., Love A.E.H., Radok J.R.M., Rayleigh L., Sneddon I.N., 

Sommerfeld A., Tolstoy I., Usdin E. и многие другие. 

Во многих ситуациях внешние воздействия на различные конструкции носят 

динамический характер. Увеличение скорости источников возмущений обусловило 

повышение интереса к рассмотрению задач с подвижными нагрузками, как при 

дозвуковых, так и при сверхзвуковых скоростях. 

Следуя [1], всюду в работе при описании исследований задач с движущимися 

осциллирующими источниками будем использовать терминологию, введенную 

А.В. Белоконем. Задачи, в которых комбинированный осциллирующий по величине с 

круговой частотой   источник волн еще и  перемещается с постоянной скоростью w  

вдоль направления, определяемого этим вектором, будем называть задачами B . В частном 

случае, когда поступательное перемещение источника не рассматривается, т.е. 0w , но 

источник осциллирует ( 0  ), получаются обычные задачи о гармонических или об 
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установившихся колебаниях, которые будем называть задачами А. Наконец, задачи с 

только перемещающимся, но не осциллирующем источником ( 0w  , 0  ) будем 

именовать задачами Б. Таким образом, задачи B  являются наиболее общими и включают, 

как частные случаи задачи А и Б. 

Впервые задача типа Б с подвижными нагрузками была рассмотрена в работах [2-

6], в которых рассматривались плоские задачи. Задача о движении нагрузки по границе 

полупространства впервые была рассмотрена в [7], а позднее в работах [3,4, 8-13]. Причем 

в [8, 13] также исследовалась асимптотика волновых полей в дальней зоне. В 

перечисленных работах рассматривались только дозвуковые режимы движения. В работах 

[14-16] изучались сверхзвуковые режимы движения в антиплоских задачах В для 

однослойного и двуслойного полупространств и слоя. В работах [17, 18] рассматривались 

задачи типа А и В для балок и плит, лежащих на упругом основании. В [12] изучалась 

аналогичная задача типа Б. Необходимо также отметить вклад в исследование задач с 

подвижными возмущениями ученых из нижегородской школы механиков. В своих 

работах [19-24] они рассматривали различные эффекты, вызванные движущимися 

источниками, особенно применительно к задачам, моделирующим распространение волн 

от поездов и другого движущегося транспорта. Для таких задач оказались важными 

исследования проблем распространения волн при подвижных нагрузках в протяженных 

стержнях, балках и пластинах. 

Белоконь А.В., по-видимому, впервые стал рассматривать задачи А, Б, В 

комплексно и во взаимосвязи. Можно отметить, что до работ [1, 25] Белоконя А.В. задачи 

А, Б, В теории упругости изучались разобщенно.  Рассматривая плоскую задачу для 

упругой полосы, им был сформулирован общий принцип соответствия, описана единая 

методика анализа дисперсионных кривых, проиллюстрировано использование принципа 

предельного поглощения для отбора единственного решения и др. Подобные комплексные 

исследования продолжены в совместных работах Белоконя А.В. и Наседкина А.В. [26-28]. 

Первая часть диссертационной работы посвящена исследованиям задач В теории 

электроупругости (пьезоэлектричества). 

Французские ученые-физики Кюри в 1880 году в процессе проведения 

экспериментов выявили новые свойства некоторых материалов (анизотропных 

диэлектриков): после механического воздействия на поверхности обнаруживались 
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электрические заряды противоположных знаков. Обнаруженное явление назвали прямым 

пьезоэффектом (в соответствие с греческим словом piezo - нажимать). При обратном 

пьезоэффекте, установленном также Г. Липманом в 1881 году, при действии 

напряженности электрического поля образец деформируется. На практике первое 

использование пьезоэлектрических материалов отмечено в 1917-1920 гг. Французский 

ученый Поль Ланжевен сконструировал прообраз современного ультразвукового 

излучателя (эхолокатора), который использовался в воде. Затем пьезоэлектрические 

материалы стали использовать в приборостроении. Пьезоэлектричество также стали 

использовать в дефектоскопии для обнаружения неоднородностей в различных образцах 

(в СССР в 1938 году был разработан первый ультразвуковой дефектоскоп). В 1932 году 

независимо друг от друга французские и американские ученые открыли явление 

дифракции света на ультразвуке. В послевоенные годы во многих странах активно 

развивалась практика и теория разработки пьезоэлектрических приборов. Широкое 

применение пьезоматериалов и приборов на их основе объясняется рядом преимуществ: 

надежность, малые массогабаритные показатели, высокая радиационная стойкость, 

стойкость к действию агрессивных сред, а также высокая термостойкость, дешевизна, 

распространенность и простота обработки пьезоэлектрических материалов.  

Данная диссертационная работа в части изучения фундаментальных решений (ФР) 

или функций Грина для динамических задач В пьезоэлектричества продолжает 

исследования [29-31], где в [29, 30] изучались антиплоские и плоские упругие задачи В 

при комбинированных воздействиях, а в [31] – установившиеся задачи А 

пьезоэлектричества.  

Следует отметить, что задачи A  исследованы для различных сред гораздо более 

подробно, чем задачи B . Так, ранее для задач A  теории пьезоэлектричества функции 

Грина были найдены в [33 - 36] для 
2R , в [37-39] для 

3R , и в [40-43] для 
2R  и 

3R . В [40] 

содержится достаточно подробный обзор по исследованиям ФР статических и 

динамических задач пьезоэлектричества. Функции Грина в 
3R  в [45, 46] были выведены с 

помощью метода волнового преобразования (wave transform method). Цикл исследований 

ФР для трансверсально-изотропных пьезоэлектрических материалов был представлен в 

работах [47 - 50], причем в [49, 50] для нахождения решения использовалось 

https://www.multitran.com/m.exe?s=трансверсально-изотропная+среда&l1=2&l2=1
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преобразование Фурье. Функции Грина для задач термоупругости в 
3R  были получены в 

[51]. Задача Б о движении жесткого штампа по границе электроупругой полуплоскости 

изучалась в [44]. 

Одним из методов численно-аналитического анализа трехмерных динамических 

задач теории упругости, пороупругости, вязкоупругости, термоупругости и 

электроупругости является метод граничных элементов (МГЭ). Возможности 

использования метода граничных элементов для задач электроупругости исследовались в 

работах отечественных авторов [33, 52, 53], а позднее зарубежными учеными [54, 55, 56]. 

В [57, 58] МГЭ использовался для задач термоэлектроупругости. Метод граничных 

интегральных уравнений (МГИУ) для пьезоэлектрических задач об установившихся 

колебаниях использовался в [33, 52, 53], а также в [59, 60]. 

Таким образом, приведенный краткий обзор свидетельствует, что задачи B для 

электроупругих сред ранее не рассматривались. 

Во второй части данной работы исследуются антиплоские и плоские задачи о 

действии осциллирующей и движущейся нагрузки по границе упругой изотропной 

нанотонкой полосы, в которых наномасштаб толщины учитывается по теории 

поверхностных напряжений Гуртина-Мурдоха.  

Здесь следует отметить, что задачи наномеханики в настоящее время представляют 

большой интерес в связи с широким применением наноразмерных материалов и устройств 

в современных высокотехнологических приложениях. Наноразмерные устройства не 

только удобны для различных применений, требующих миниатюрности изделий, но и 

интересны тем, что их свойства отличаются от соответствующих свойств аналогичных 

макрообъектов. Все это привело к появлению принципиально новых нанотехнологий для 

создания наноструктурированных материалов и наноустройств.  

В настоящее время нанообъекты, такие как нанопроволоки, нанотрубки, 

нановолокна, используются в качестве рабочих элементов различных 

наноэлектромеханических систем (NEMS) [61-65]. Так, например, интенсивно 

разрабатываются ультратонкие пленочные структуры, которые применяются для 

наноэлектронных и наноэлектромеханических систем. 

Для описания наноразмерных эффектов и для предсказания поведения 

наноразмерных тел были разработаны различные теоретические и инженерные модели. 
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Многие такие модели учитывают фактор размерности, который среди прочего может быть 

связан с возрастанием при переходе на наноуровень отношения площади поверхности S к 

объему объекта V~Sl, где l – характерный масштабный размер. Действительно, отношение 

S/V~l
-1

 возрастает, когда l уменьшается, причем, если l очень мало, то это отношение 

становится очень большим.  

Как отмечалось в обзорах [70-73] и во многих других работах, наномасштабный 

эффект можно учесть в рамках различных моделей. Среди них наиболее общепринятыми 

являются следующие: модели молекулярной динамики; нелокальные и градиентные 

модели теории упругости; различные модели поверхностной упругости и их обобщения; а 

также инженерные эмпирические формулы, связывающие материальные коэффициенты с 

характерными масштабами. Методы ab initio и другие атомистические симуляции нашли 

отражение в следующих работах [74-78]. В [94] были исследованы также свойства тел с 

неидеальными поверхностями или с градиентными покрытиями. Авторами было 

отмечено, что эти свойства существенно зависят от микро- и/или наноструктуры 

поверхностей или покрытий. 

В настоящей диссертационной работе для исследования задач наномеханики 

используются модели поверхностной упругости. Здесь можно отметить, что еще в 1938 

году в своей работе [66] Адам Н. описал, что поверхности тел и границы раздела между 

телами проявляют свойства, отличные от соответствующих свойств их внутренней части. 

Начатые более шестидесяти лет назад исследования поверхностных напряжений в 

твердых деформируемых телах [67-69] получили свое новое продолжение в последние 

годы в связи с их приложениями к задачам наномеханики. Было отмечено, что 

возникновение поверхностных напряжений может влиять на общие упругие свойства и на 

механическое поведение наноматериалов и наноструктур. 

Модель поверхностной упругости, где поверхностная энергия была введена путем 

оценивания избытка объемной энергии вблизи поверхности, была представлена в [79]. В 

результате работ Миндлина [80] и Тупина [81] появилась градиентная теория упругости 

Тупина-Миндлина, которая нашла применение в работах [82-88] и во многих других 

исследованиях. 

В главах 2 и 3 диссертационной работы рассматриваются задачи о наличии 

поверхностных напряжений с помощью теории Гуртина-Мурдоха (Gurtin-Murdoch) [89-
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91]. Теорию Гуртина-Мурдоха применительно к задачам А-В правильнее именовать 

теорией поверхностных эффектов, связанных с поверхностными напряжениями. В 

последнее время модель Гуртина-Мурдоха нашла множество применений в микро- и 

наномеханике. В задачах А-В теории упругости для полуограниченных тел, и в частности, 

для волноводов такие эффекты могут проявляться на свободных от нагрузок внешних 

границах и на интерфейсных поверхностях раздела сред с различными свойствами.  

Задачи А для упругих полуограниченных сред с поверхностными напряжениями и 

инерционными нагрузками в рамках теории Гуртина-Мурдоха изучались в  [90, 92-107] и 

др.  

Отражение и преломление упругих волн различных типов через границу с 

поверхностными напряжениями и инерционными нагрузками было изучено 

основоположниками теории в  [90, 102].  

Наиболее простыми и исследованными являются антиплоские задачи А для 

полуограниченных сред. Антиплоские задачи А для случая упругого полупространства по 

теории Гуртина-Мурдоха изучены в  [94, 96, 101]. Случай двух полупространств с 

различными свойствами и с границей раздела с поверхностными напряжениями 

рассмотрен в  [95]. В работах  [99, 102, 103] рассмотрен пример слоистого 

полупространства, а в [100, 106, 107] изучен упругий нанотонкий слой. В работе [97] 

рассмотрен составной слой. В работах [94, 96] теория Гуртина-Мурдоха сравнивалась с 

другими теориями поверхностной упругости, а также с методами молекулярной 

динамики. Задачи с неидеальным контактом между слоями и при шероховатости 

поверхности изучались в  [95, 101, 105].  Плоские двумерные задачи рассматривались в 

[91–93, 98, 102, 103] для полупространства и слоя, причем в [93] изучался упругий 

материал кубической сингонии. В [104] изучались фононная дисперсия и резонансные 

частоты для конкретных мод колебаний в задаче А для цилиндрической нанотрубки.   

Волны Лява в полупространстве и слое, лежащем на полупространстве, 

рассматривались в [92, 94, 95, 99, 101, 108], а поперечные S-волны в отдельном слое и в 

составном слое – в [33, 36]. В [91, 109] рассматривалось отражение плоских волн на 

границах с поверхностными напряжениями и инерционными эффектами, в [103] по 

теории Гуртина-Мурдоха изучались волны Релея и Стоунли в полупространстве, а в [93] – 

волны Лэмба в полосе.  



9 

 

Модели поверхностной упругости Гуртина-Мурдоха в дальнейшем были 

распространены на пьезоэлектрические тела. Так, в [110–117] изучались задачи А об 

установившихся колебаниях полуограниченных электроупругих сред с дополнительной 

поверхностной связанностью электромеханических полей, а в [118–120] были 

рассмотрены соответствующие задачи для магнитоэлектроупругих сред. В [121, 122] 

обсуждались как полные модели поверхностной теории пьезоэлектричества, так и частные 

модели с только упругими поверхностными эффектами.   

Таким образом, изучение влияния поверхностных напряжений для упругих задач А 

и их обобщений проводилось ранее в работах многих исследователей, как авторов теории 

Gurtin M.E., Murdoch A.I., так и других ученых, как, например:  Н.Ф. Морозова, Р.В. 

Гольдштейна, В.А. Еремеева, А.В. Наседкина, D. Acharya, W. Chen, C. Enzevaee, H. Fan, 

X.-Q. Feng, F. Jia, B. Gu, L.M. Hu, K.Y. Lee, Y.D. Li, H. Liu, G.I. Mikhasev, S. Naili, P.K. Pal, 

G. Rosi, P.R. Sengupta, X. Wang, J.L. Yang, C. Zhang, H. Zhang, Z. Zhang и других. Однако 

динамические задачи наномеханики остаются по-прежнему мало изученными, а для 

подвижных осциллирующих источников волн они вообще ранее не рассматривались.  

Задачи теории упругости и электроупругости с подвижными осциллирующими 

возмущениями и динамические задачи для наноразмерных волноводов являются 

центральными в настоящей диссертации. Отмеченные выше неполнота теоретических 

исследований таких задач и практические приложения определяют актуальность данной 

работы. 

 

Актуальность темы 

Актуальность исследования волновых процессов в электроупругих телах 

обусловлена многочисленными приложениями в различных областях, прежде всего, в 

пьезоэлектрическом приборостроении. Активное использование пьезоматериалов 

началось еще в середине 20 века. Можно выделить следующие области использования 

пьезокерамики: ультразвуковая диагностика в медицине, энергетика, авиа и 

железнодорожный транспорт, нефтегазовый комплекс, автопромышленность,  

производство бытовых электроприборов и  др. Новыми и перспективными областями 

применения стали устройства накопления энергии, аддитивное производство 

пьезоэлектрических метаматериалов, точная настройка станков (нанопозиционирование), 
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наносенсоры и др. Итак, благодаря замечательным свойствам, пьезокерамика широко 

используется в разных областях науки и техники. Тема настоящей работы является 

актуальной также в связи с возрастающей потребностью прецизионного моделирования 

новых активных материалов с улучшенными характеристиками и прогнозирования их 

свойств, особенно на наноуровне. Как отмечалось ранее, среди теорий наномеханики 

одной из особенно популярных является теория Гуртина-Мурдоха, которая была 

обобщена и на пьезоэлектрические (электроупругие) среды.  

Как для электроупругих, так и для упругих полуограниченных сред с 

поверхностными напряжениями мало изученными остаются задачи с комбинированными 

нагрузками, актуальность которых обусловлена развитием современного 

высокоскоростного транспорта и испытаниями на ракетных треках.  

Задачи теории упругости и пьезоэлектричества с комбинированными, т.е. с 

подвижными осциллирующими возмущениями, и соответствующие задачи для 

наноразмерных плоских волноводов являются центральными в настоящей диссертации. 

Неполнота исследований таких задач придает дополнительную актуальность данной 

работе.  

Цель работы состоит в нахождении и анализе фундаментальных решений (ФР) 

задач для упругих и пьезоэлектрических неограниченных и полуограниченных сред, а 

также в исследованиях наноразмерных задач для упругих сред с учетом поверхностных 

эффектов при осциллирующих и подвижных источниках волн.  

Для достижения поставленной цели были поставлены следующие задачи: 

– анализ проведенных исследований в данной области; 

– нахождение ФР антиплоской, плоской и пространственной задач электроупругости при 

движущемся осциллирующем источнике; 

– построение асимптотик волновых полей в дальней зоне, кинематический и 

энергетический анализ решений для рассмотренных антиплоских, плоских и 

пространственных задач электроупргости; 

– нахождение аналитических решений антиплоских задач с комбинированными 

нагрузками для упругой изотропной полосы при наличии поверхностных напряжений в 

симметричной и антисимметричной постановках; 
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– нахождение аналитических решений симметричной и антисимметричной плоских задач 

о действии осциллирующей нагрузки на границе упругой изотропной полосы при наличии 

поверхностных напряжений; 

– проведение соответствующих численных экспериментов и анализ дисперсионных 

кривых. 

Новизна темы  

Все рассмотренные задачи являются новыми, что косвенно подтверждается 

публикацией результатов решения этих задач в рецензируемых изданиях.  

Исследования ФР в антиплоских, плоских и пространственных задачах при 

подвижных осциллирующих источниках ранее проводились только для упругих сред, а в 

настоящей работе эти исследования были распространены на электроупругие среды.  

В данной диссертационной работе были изучены антиплоские задачи В с 

поверхностными эффектами для упругой изотропной полосы, тогда как ранее 

рассмотрены были только задачи А. Аналогичные плоские задачи с поверхностными 

эффектами рассматривались при отсутствии внешних воздействий, а в данной работе 

рассмотрены задачи А. Дисперсионные уравнения изучены для симметричной и 

антисимметричной задач в виде зависимости частоты от волнового числа. 

Структура и объем работы 

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, заключения и списка 

литературы. Общий объем диссертации составляет 123 страницы, включая 34 рисунка. 

Список литературы содержит 135 наименований. 

Во введении представлен обзор литературы по теме диссертационного 

исследования. Отмечено, что исследования задач о распространении акустических волн в 

пьезоматериалах, а также задач с учетом поверхностных напряжений являются 

актуальными. Обсуждены различные теоретические и инженерные модели для описания 

наноразмерных эффектов и для предсказания поведения наноразмерных тел.  
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В первой главе приводятся постановки задач электроупругости при движущихся 

осциллирующих источниках для плоскости и пространства, определяются ФР и 

проводится кинематический и энергетический анализ решений в дальней зоне.  

В первом параграфе формулируется антиплоская задача электроупругости, находятся 

ФР. Во втором параграфе аналогично рассматривается плоская задача электроупругости. 

Третий параграф посвящен построению асимптотики волновых полей в дальней зоне, 

кинематическому и энергетическому анализу решений, анализу полученных численных 

результатов. В четвертом параграфе рассматриваются аналогичные задачи для 

электроупругого пространства. 

Во второй главе формулируется антиплоская задача о движении осциллирующей 

нагрузки по границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных 

напряжений.  

В первом параграфе рассматриваются симметричная и антисимметричная 

антиплоские задачи об установившихся колебаниях упругого изотропного слоя при 

наличии поверхностных напряжений. Во втором параграфе изучается антиплоская 

симметричная задача о действии комбинированной нагрузки на упругую изотропную 

нанотонкую полосу при наличии поверхностных напряжений. Третий параграф посвящен 

решению антисимметричной антиплоской задачи о действии комбинированной нагрузки 

на упругую изотропную полосу при наличии поверхностных напряжений. В нем же 

приводятся численные результаты. 

В третьей главе формулируется и решается плоская задача о действии 

осциллирующей нагрузки на границе упругой изотропной полосы при наличии 

поверхностных напряжений. В первом параграфе рассматриваются антисимметричная 

плоская задача о действии осциллирующей нагрузки на границе упругой изотропной 

полосы при наличии поверхностных напряжений. Во втором параграфе изучается 

аналогичная, но симметричная плоская задача, а также приводятся и анализируются 

полученные численные результаты.  

В заключении формулируются основные результаты диссертационного 

исследования.  
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Теоретическая и практическая значимость работы. 

Теоретическая ценность проведенных исследований состоит в получении ФР задач 

с комбинированными источниками для пьезоэлектрического пространства, получении 

асимптотик дальних полей и в анализе кинематики и энергетики цилиндрических и 

сферических распространяющихся волн в дальней зоне в подвижной системе координат, а 

также в исследовании задач об установившихся колебаниях для упругих нанотонких 

волноводов с учетом поверхностных эффектов.  

Практическая значимость работы обусловлена возможными применениями 

полученных результатов при разработках современного высокоскоростного транспорта и 

новых эффективных устройств, использующих при своей работе волноводы с 

наноразмерными поперечными сечениями.  

Методология и методы исследования 

При решении задач использовалась стандартная техника решения динамических 

упругих и электроупругих задач для неограниченных и полуограниченных областей. Для 

выделения единственного решения использовался принцип предельного поглощения. 

Фундаментальные решения находились с помощью преобразования Фурье по бесконечно 

протяженной координате, методов контурного интегрирования и теории вычетов для 

нахождения обратного преобразования Фурье. Для анализа кинематики и энергетики 

волновых полей в дальней зоне использовался метод стационарной фазы или метод 

перевала и энергетические соотношения, в том числе в подвижной системе координат для 

подвижных и неподвижных наблюдателей. Поверхностные эффекты изучались с учетом 

модели Гуртина-Мурдоха. При проведении численных исследований использовался 

математический пакет Maple. 

 

Основные результаты и положения, выносимые на защиту 

– Фундаментальные решения двумерных и трехмерных задач электроупругости при 

движущихся осциллирующих источниках, явные представления для ФР для всех режимов 

движения с выделением динамических и квазистатических составляющих.  
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– Кинематический и энергетический анализ волновых полей в дальней зоне для 

полученных ФР. 

– Выводы о влиянии движения источника волн на кинематические и энергетические 

картины волновых полей в дальней зоне в подвижной системе координат: появление 

дополнительной анизотропии и зон с различным числом распространяющихся волн; 

наличие быстрых и медленных волн при транс- и сверхсейсмических режимах движения 

источника; перенос отрицательной энергии, измеренной подвижным наблюдателем, при 

транс- и сверхсейсмических движениях источника. 

– Решения антиплоских задач о действии комбинированной нагрузки на упругую 

изотропную полосу при наличии поверхностных напряжений, моделируемых в рамках 

теории Гуртина – Мурдоха, в симметричной и антисимметричной постановках. 

– Решения симметричных и антисимметричных плоских задач о действии осциллирующей 

нагрузки на границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных 

напряжений, моделируемых в рамках теории Гуртина – Мурдоха. 

– Анализ первых дисперсионных кривых в задачах для наноразмерной упругой полосы. 

Выводы о влиянии поверхностных напряжений и поверхностных инерционных нагрузок 

на дисперсионные кривые: наличие дисперсии у всех дисперсионных кривых; появление 

асимптоты у первой дисперсионной кривой, соответствующей поверхностной волне; 

изменение частот запирания, волновых чисел и зон существования обратных волн у 

дисперсионных кривых при различных наноразмерных толщинах полосы. Анализ влияния 

движения источника волн в антиплоских задачах для наноразмерной полосы. 

 

Достоверность  

Точность и корректность полученных результатов основана на использовании 

классических апробированных методов динамической теории упругости и 

электроупругости, методов теории функции комплексных переменных и методов 

стационарной фазы для анализа волновых полей в дальней зоне. При моделировании задач 

для ультратонких волноводов использовалась одна из наиболее популярных в 

наномеханике теория поверхностной упругости Гуртина-Мурдоха. Использованные в 

работе подходы являются теоретически обоснованными, неоднократно применялись для 
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разнообразных аналогичных динамических упругих и электроупругих задач, а также 

подтверждались экспериментально. Кроме того, все предложенные в работе модели и 

полученные результаты сравнивались с известными, когда это было возможно.  

 

Апробация работы 

Полученные в диссертации результаты были представлены на следующих 

конференциях и школах: 

–  «Современные проблемы механики сплошной среды», г. Ростов-на-Дону (2010, 2018, 

2020); 

–  «Математическое моделирование и биомеханика в современном университете», п. 

Дивноморское (2019, 2021, 2022); 

–  «Достижения молодых ученых в интересах развития Юга России», г. Ростов-на-Дону 

(2018),  

–  и др. 

 

Публикации 

 Результаты диссертационной работы опубликованы в 13 работах. 

Статьи в реферируемых журналах 

1. Калинина Т.И., Наседкин А.В. Плоские задачи о действии осциллирующей нагрузки на 

границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных напряжений // 

Вестник ПНИПУ. Механика. 2023. №1. С. 46-55. DOI: 10.15593/perm.mech/2023.1.05 

(К1) 

2. Калинина Т.И., Наседкин А.В. Антиплоские задачи о движении осциллирующей 

нагрузки по границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных 

напряжений // Известия вузов. Северо-Кавказский регион. Естественные науки. 2022. 

№ 1. С. 12–22. DOI: 10.18522/1026-2237-2022-1-12-22 (К2) 

3. Калинина Т.И., Наседкин А.В. Плоские волны и функции Грина в пьезоэлектрическом 

пространстве при движущихся осциллирующих источниках // Экологический вестник 
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научных центров Черноморского экономического сотрудничества. 2015. № 2. С. 47-55. 

(К2) 

4. Калинина Т.И., Наседкин А.В. Фундаментальные решения в двумерных задачах 

электроупругости при движущихся осциллирующих источниках // Известия высших 

учебных заведений. Северо-Кавказский регион. Естественные науки. 2014. №6(184). С. 

16-23. (К2) 

 

Статьи в сборниках научных трудов 

1. Калинина Т.И. Антиплоские задачи об установившихся колебаниях при наличии 

поверхностных напряжений // Современные проблемы механики сплошной среды: 

труды XIX Межд. конф., г. Ростов-на-Дону, 15-18 октября 2018. Ростов-на-Дону: изд-во 

ЮФУ, 2018. Т. 2. С. 123-127.  

2. Калинина Т.И., Наседкин А.В. Фундаментальные решения в плоских и антиплоских 

задачах для электроупругих сред при подвижных осциллирующих источниках // 

Современные проблемы механики сплошной среды: труды XIV Межд. конф., г. Ростов-
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В опубликованных работах совместно с научным руководителем осуществлены 

постановки задач и разработаны общие математические подходы,  соавторы участвовали 

вместе в обсуждении общих выводов и в подготовке публикаций. Соискателем получены 

решения всех рассмотренных задач, разработан необходимый программный 

инструментарий, реализованы вычислительные эксперименты и проведен анализ 

полученных результатов. 
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Глава 1 

Задачи электроупругости при движущихся осциллирующих источниках 

 

В материале данной главы используются и цитируются авторские работы [32, 124, 

132, 133, 134]. 

Обозначим неподвижную декартовую систему координат в R
3
, отнесенную к 

рассматриваемой электроупругой (пьезоэлектрической) среде, через 1 2 3O   . Пусть в 

данной системе координат   – время, 1 2 3( , , , )   u  – вектор-функция перемещений, 

1 2 3( , , , )      – функция электрического потенциала. Примем, что рассматриваемая 

электроупругая среда характеризуется следующими материальными модулями: упругими 

коэффициентами жесткости Ec , составляющими матрицу 
E

c  размера 6x6; 

диэлектрическими проницаемостями S

ijэ , составляющими 3x3 матрицу 
S

э ; и 

пьезоэлектрическими коэффициентами (пьезомодулями) 
ie , составляющими 3x6 

матрицу e  ( , 1,  2,  3i j  , , 1,  2,  ...,  6   ). Верхние буквы у Ec  и S

ijэ  означают, что эти 

величины вычислены при соответствующих постоянных, обычно, нулевых полях: E – при 

постоянной напряженности электрического поля, S – при постоянных деформациях (для 

зажатого материала). Неподвижная система координат 1 2 3O    часто аналогична 

кристаллографической для пьезоупругого материала, но это в общем случае не 

обязательно.  

Постановка задачи о действии источников волн – объемных массовых сил b  и 

объемных электрических зарядов   – в безграничной пьезоэлектрической среде с 

плотностью   в пренебрежении диссипативными факторами описывается полевыми 

уравнениями (уравнением движения и уравнением квазиэлектростатики) 

2 2/ ,       σ b u  

   D , 
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для которых определяющие соотношения электроупругости в векторно-матричной форме 

Фойхта, принятой в пьезотехнике, можно представить в виде 

E    T c S e E ,                                                      (1.1) 

s   D e S э E ,                                                        (1.2) 

где 
1 2 3{ , , }            – набла-оператор; T , S  – одномерные массивы, состоящие 

из шести компонент 
ij , 

ij  тензоров напряжений σ , и деформаций ε , соответственно; 

j jjT  , 
j jjS  , 1,  2,  3j  , 4 23 32T    , 

5 13 31T    , 
6 12 21T    , 

4 23 322 2S    , 

5 13 312 2S    , 
6 12 212 2S    ; ( ) / 2ij i j j iu u        ; D , E  – векторы 

электрического смещения (электрической индукции) и электрического поля 

(напряженности электрического поля), соответственно; i iE     .  

 Зависимости S  от u  и E от   можно представить также в векторно-матричной 

форме: 

( )  S L u ,    E ,                                           (1.3) 

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0



  

  

  



      
 

       
 
       

L                      (1.4)  

 Используя (1.1) – (1.4), полевые уравнения электроупругости в приближении 

квазиэлектростатики запишем в форме: 

2 2 ( ) ( ( ) )E               u L c L u e b ,                     (1.5) 

( ( ) )S          e L u э .                                         (1.6) 

Далее рассмотрим три вида задач в зависимости от внешних воздействий сил b  и 

объемного электрического заряда  . 
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Задачи А – обычные задачи об установившихся колебаниях, когда 

   , ie  b ξ f ξ ,    , exp( )q i  ξ ξ , где ω – круговая частота, ( 2 f  , f  – 

частота). 

Задачи Б – стационарные задачи с подвижными воздействиями, когда 

   ,  b ξ f ξ w ,    , q   ξ ξ w , где  1 2 3, ,w w ww  – скорость движения 

источника возмущений. 

Задачи В – наиболее общие задачи с комбинированными (подвижными и 

осциллирующими) нагрузками, когда    , exp( )i   b ξ f ξ w , 

   , exp( )q i    ξ ξ w . 

В задачах В для нахождения фундаментальных решений (ФР) предполагается, что 

комбинированные источники колебаний перемещаются прямолинейно с постоянной 

скоростью w , осциллируют с круговой частотой ω и являются сосредоточенными, т.е.  

 

 
 0

0

,
exp( )

,

f
i

q


  

 

    
    

    

b ξ l
ξ w

ξ
 ,                                         (1.7) 

где 0f , 0q  – константы, определяющие амплитуды массовой силы b  и объемного 

электрического заряда  , соответственно; l – единичный ( | | 1l ) направляющий вектор 

массовой силы b ,  ...  – дельта-функция Дирака. 

Для задач с движущимися нагрузками удобно ввести подвижную декартову 

систему координат 1 2 3Ox x x , связанную с этими нагрузками. Именно будем считать, что 

эта система перемещается относительно неподвижной со скоростью движения источника 

w . Подвижная система координат будет являться основной для построения решений и их 

анализа. Поэтому для нее используем стандартные символы, обозначая через 

1 2 3{ , , }x x xx  – вектор пространственных координат, а через t  – время. Подвижная и 

неподвижная системы координат ( 1 2 3Ox x x
 
и 1 2 3O   ) связаны следующими очевидными 

соотношениями: 
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 x ξ w ,  t  ,                                                                   (1.8) 

k kx     ,  1,  2,  3k  ,  t    w ,                        (1.9)  

                         1 2 3 1 2 3/ , / , / , ,x x x            . 

Будем предполагать, что при действии комбинированного источника (1.7) в 

подвижной системе координат (1.8) реализуется режим установившихся колебаний для 

вектора перемещений ( , )tu x  и для скалярной функции электрического потенциала ( , )t x : 

                                                    i te u v x ,     i te   x .                                      (1.10) 

 Записав полевые уравнения электроупругости (1.5), (1.6) в системе координат (1.8) 

и использовав формулы (1.7), (1.9), для амплитудных функций  v x  и   x  из (1.10) 

получаем систему дифференциальных уравнений следующего вида 

                                          
     

2

0( )i f          w v A v γ l x ,                              (1.11) 

     0э q      γ v x ,                                    (1.12) 

где 

     E     A L c L , 

        γ L e ,   Sэ    э . 

 

 

 

 

 



22 

 

1.1. Фундаментальные решения для антиплоской задачи электроупругости 

Как известно, для некоторых классов пьезоэлектрических материалов возможна 

постановка антиплоских двумерных задач электроупругости [123]. Если рассматривается 

задача об антиплоской деформации в плоскости 
1 2O  , то предполагается, что при 

действии объемных плотностей массовой силы b  и электрического заряда   вида 

 30,0,bb ;  3 3 1 2( , , )b b    ;   1 2( , , )                          (1.13) 

возбуждаются поля перемещений 1 2( , , )  u u  и электрического потенциала 

1 2( , , )     . Эти поля, как и внешние воздействия, зависят от двух пространственных 

переменных 1 , 2  и времени  , но не зависят от 3 . Наименование антиплоской задачи 

определяется здесь тем, что как и у массовой силы b , у вектора u  отлична от нуля лишь 

одна ненулевая компонента 3u , т.е. компонента вдоль оси, перпендикулярной плоскости 

1 2O  : 

          30,0,uu ;   3 3 1 2( , , )u u    ;   1 2( , , )     .                         (1.14) 

 Необходимость удовлетворения первых двух скалярных уравнений в векторном 

уравнении (1.5) в предположениях (1.13), (1.14) приводит к системе: 

 

                                                                                                                                             (1.15) 

 

 

Из (1.15) следует, что для возможности существования антиплоской деформации 

(1.13), (1.14) должны выполняться следующие ограничения на модули жесткости и 

пьезомодули: 

                               
14 15 24 25 46 56 0E E E E E Ec c c c c c      ,                                        (1.16) 

                                  
11 12 21 22 16 26 0e e e e e e      .                                        (1.17) 

2 2 2 2 2 2

3 3 3
15 14 65 64 11 21 16 262 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3
65 64 25 24 16 12 26 222 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) [ ( ) ] 0,

( ) [ ( ) ] 0

E E E E

E E E E

u u u
с c c c e e e e

u u u
с c c c e e e e

  

       

  

       

      
       

       


             
        
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 Аналогично, в задачах об антиплоской деформации в плоскости 
1 3O  , получаем 

ограничения вида 

                                      
14 16 34 36 45 56 0E E E E E Ec c c c c c      ,                                        (1.18) 

                                        
11 13 15 31 33 35 0e e e e e e      ,                                         (1.19) 

а в задачах об антиплоской деформации в плоскости 2 3O   должны выполняться 

равенства 

25 26 35 36 45 46 0E E E E E Ec c c c c c      ,                                     (1.20) 

22 23 24 32 33 34 0e e e e e e      .                                     (1.21) 

 

Тогда для задачи об антиплоской деформации в плоскости 
1 2O   из (1.5), (1.6) и 

(1.13), (1.14) получаем систему уравнений антиплоской задачи относительно полевых 

функций 3 3 1 2( , , )u u     и 
1 2( , , )      

   
2

3
2 3 2 32

u
A u b   




    


,                                     (1.22) 

   2 3 2u э       ,                                          (1.23) 

где  2 1 2,        ,   

 
2 2 2

2 55 45 442 2

1 1 2 2

2E E EA c c c

   

  
   

   
,                               (1.24) 

   
2 2 2

2 15 14 25 242 2

1 1 2 2

e e e e
   

  
    

   
,                                (1.25) 

 
2 2 2

2 11 12 222 2

1 1 2 2

2S S Sэ э э э

   

  
   

   
.                                 (1.26) 
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Рисунок 1.1. Подвижная и неподвижная системы координат и сосредоточенный источник для 

антиплоской задачи B 

Как и в (1.10), будем предполагать, что при действии комбинированных 

источников (1.7) в подвижной системе координат (1.8) для перемещений и электрического 

потенциала (1.14) существует режим установившихся колебаний с той же круговой 

частотой  : 

 3 1 2, i tu v x x e  ,  1 2, i tx x e    .                                    (1.27) 

Уравнения (1.22), (1.23) запишем в подвижной системе координат (1.8), связанной 

с источником волн (1.7) (Рисунок 1.1). Очевидно, что тогда с учетом (1.9) будем иметь 

следующую систему уравнений для компонент v  и   из (1.27): 

         
2

2 2 2 0 1 2,x x xi v A v f x x          w ,                            (1.28) 

                                         2 2 0 1 2,x xv э q x x      ,                                        (1.29) 

где  2 1 2,x x x      . 

Как известно, в неограниченной среде для обеспечения единственности решения в 

подобных задачах необходимо использовать дополнительные условия. Среди таких 

условий наиболее простым и удобным является, по-видимому, принцип предельного 

поглощения (ППП) или принцип постепенно усиливающегося источника [1], который и 

будем использовать здесь и далее. Согласно этому принципу перейдем к ε – задаче, 
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заменив в (1.28), (1.29) v  на v ,   на  ,   на  i    ,  где 0  ; 1  . После 

таких замен система (1.28), (1.29) примет вид:  

       
2

2 2 2 1 2,x x xi v A v f x x             w ,                           (1.30) 

                                            2 2 1 2,x xv э q x x       ,                                      (1.31) 

где 0f f , 0q q . 

Тогда, согласно ППП решение  ,v   исходной системы уравнений (1.28), (1.29) 

определяется в результате предельного перехода в решении  ,v   системы уравнений 

(1.30), (1.31) с поглощением при 0  : 

                                
0

limv v


 ;    
0

limψ ψ


 .                                          (1.32) 

Для нахождения решения (1.30), (1.31) для ε – задачи применим стандартную 

технику двумерного преобразования Фурье (
1 2{ , }x xx , 

1 2{ , } α ): 

                   1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

i
V v x x

e dx dx
x x

 

 

 

  

 



 

   
   

   
 

α x .                      (1.33) 

Тогда из (1.30) – (1.33) будем иметь 

     2A V f         α α α ,                              (1.34) 

   V э q    α α ,                                       (1.35) 

где  

  2 2

55 1 45 1 2 44 22E E EA c c c     α ,                                   (1.36) 

   2 2

15 1 14 25 1 2 24 2e e e e       α ,                                 (1.37) 

  2 2

11 1 12 1 2 22 22S S Sэ э э э     α ,                                   (1.38) 
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     α w α ;     1 2,w ww .                                   (1.39) 

Введя полярную систему координат  ,    

                                                          α n , {cos ,sin } n ,                                              (1.40) 

для V ,   находим: 

    2 2 2

vF
V

   


n n
,                                       (1.41) 

    2 2 2 n

F
 

   
  

n n
,                                    (1.42) 

 

 vF f q
э


 

n

n
,                                              (1.43) 

 

  vF F
э






n

n
,                                               (1.44) 

 2n

q

э



  

n
,                                             (1.45) 

   A

pv cn n  – фазовая скорость поперечных волн в задаче (1.28), (1.29) при 0w ,  т.е. в 

задаче А,  

     1A

pc A   n n n ,                
 

 

2

S
A A

э


 

n
n n

n
,                 (1.46) 

где  A n  – акустический тензор Кристоффеля (модифицированный за счет 

пьезоэффекта). 

 Применив к (1.41), (1.42) обратное преобразование Фурье и перейдя к полярной 

системе координат (1.40), получим решение ε – задачи в интегральной форме 
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2

2

0

1

4
vv I d



  
 

  ,                                              (1.47) 

 

2

2

0

1

4
nsI d



   
 

  ,                                       (1.48) 

   2 2 2

0

v v iz
I F

e d
I F

 

 




  




   

   
   

 n n
,                      (1.49) 

z  n x ,    1 2, {cos ,sin }n n   n ,    1 2,x xx ,                 (1.50) 

 

2

2

0 0

1

4

iz

ns

q d
e d

э




 
 



   n
.                              (1.51) 

 Заметим, что электрический потенциал 
ns  из (1.48), (1.51) фактически является 

ФР отдельной задачи квазиэлектростатики диэлектриков в  2

1 2,R x x , (
2

Sэ  – тензор 

диэлектрических проницаемостей в 
2R ): 

   2 2 2

x S x i t

ns q e     э x ,       
i t

ns nse
  .                  (1.52) 

В связи с этим, 
ns  логично назвать несвязанным квазиэлектростатическим потенциалом. 

Для упрощения полученных выражений разложим подынтегральную функцию из 

(1.49) на простейшие дроби 

nw









 


, 
nw









  


, 

которые являются корнями уравнения: 2 2 2( ) ( ) 0nw     n , где nw  w n .  

Тогда имеем 

2 2 2

1

( ) ( ) 2

 

   

 

       

 

 

 
  

   n n
.                        (1.53) 

Для интегралов (1.47), (1.48) используем следующие преобразования по  : 
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2 /2 /2

0 /2 /2

(...)( ) (...)( ) (...)( )d d d

    

   

      
 

   

     ,                          (1.54) 

где   – угол в полярной системе координат физической плоскости x: 

xrx e ,   1x e ,    cos ,sinx  e .                                     (1.55) 

 z cos cos sin sin cos 0r r r           n x , тогда 
2 2

 
      откуда 

2 2

 
       . При замене   на    согласно (1.54) получим 

        cos - cos cos cosz r r r r                   . 

Подставляя (1.53), (1.54) в (1.47) – (1.49), получим: 

                               

2

2

2

I ( )( ) 01 1

( )( ) 8 ( )

v

ns

v
d

Iv

 


   




  



 

    
      

    


x

x n
,                           (1.56) 

0 0

0 0

( )

( )

iz iz
v v

iz iz

I F e e
d d

I F

e e
d d

 




   

 



 


  

    

  
   

 


 

 


 

     
              

 
     

 

                     (1.57)

 

Рассмотрим контуры    0, ,0Г RC R C R     , в которых 
RC  – это четверти 

окружностей радиуса R с центром в начале координат, лежащие соответственно в первой 

и четвертой четверти комплексной плоскости.  

Вычислим интегралы (1.57) стандартными методами контурного интегрирования 

по 
RC

 в комплексной плоскости, переходя к пределу при R  и используя лемму 

Жордана ( 0z  ).  
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Проанализируем первые интегралы в формуле (1.57): 
-

0

e

-

iz

d





 



 . Тогда 
  – 

особая точка (полюс первого порядка) функции  
ize

f





 







, следовательно, по 

теореме о вычетах  Re  
iz

f e 


  .   

Рассмотрим положение полюсов 
n n

i

w w




  


 

 
 

 
 и 

n n

i

w w




  


 

 
  

  
 на 

комплексной плоскости. Для полюса 
  рассмотрим два случая. Первый случай имеет 

место для 0nv w  , тогда Re 0
  , Im 0

   (Рисунок 1.2 (а)). В этом случае полюс не 

попадает в замкнутый контур. Второй случай реализуется, когда 0nv w  , и тогда 

Re 0
  , Im 0

   (Рисунок 1.2 (б)).  

 

Рисунок 1.2. Положение полюса 
  на комплексной плоскости при различных случаях 

Аналогичные выкладки проделаем для второго полюса 
 . На рисунке 1.3 (а) 

рассмотрен случай, когда 0nv w  , тогда Re 0
  , Im 0

  . На рисунке 1.3 (б) 

соответственно 0nv w  , и тогда Re 0
  , Im 0

  . 
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Рисунок 1.3. Положение полюса 
  на комплексной плоскости при различных случаях 

Введя в рассмотрение функцию Хевисайда  
0, 0,

1, 0

n

n

n

v w
H v w

v w

  
   

  
, можно записать 

   Res 2
iz

nf ie H v w

 
     ,                                         (1.58) 

и в итоге получить формулы: 

    
 

 
2

2
0 0

2
iz

iz z

n

ie
d ie H v w i e d


 

 

 
  

   



 
 

 


    

 
  ,                  (1.59) 

                                         
 

 
2

2
0 0

iz
z

ie
d i e d


 

 

 
 

   

 



 




 
  .                                 (1.60) 

Подставляя теперь формулы (1.59), (1.60) в (1.56), (1.57) и переходя к пределу при 

0   согласно (1.32), получим итоговые выражения для амплитуд  ,v   ФР 

антиплоской задачи: 

                                           0dv v v  ,    0d ns                                         (1.61) 

                                            1
4

k vdkd

k
dkd

Iv i

I 

   
     

   
,                                 (1.62) 
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   

   

( 1)
2

( )

( )

2

1
exp( )

k

nvdk v B k

xB k
dk p

H v wI F
i r d

I Fv c

 

  


 

 




 

           
   

 L e ,                     (1.63) 

                                      
 

( )

( )

B k

B k

pc 


n
L ,    

 
 

( )

( )

cos
B k

x B k

pc

 




 L e ,                           (1.64) 

                                      
 

2

0

02

0 2

1

4

vFv i
I d

Fv

 

 


   



 

  
   

   
 ,                              (1.65) 

                                

   
0 2 2

2 2
0

zi i
I e d

   
  

   

  
  

 

 
   

  
 

 ,                      (1.66) 

                                     
nv w


  

 
,    cosz r     n x .                             (1.67) 

Здесь ( ) ( ) ( 1)( ) ( ( )) ( 1) ( )B k B k k

p p nc c v w     n  – фазовая скорость волны с номером k  

в задаче B  с движением  0w , 
( )B k

L  – вектор обратной скорости (медленности или 

рефракции).  

Для задачи B , как и для задачи А, для фазовой скорости  ( )B k

pc n  логично выбирать 

неотрицательное значение. Поэтому, как и в работах [29, 30, 124, 132], фазовую скорость 

будем определять в зависимости от значений величин  A

pc n  и nw  w n  по следующим 

формулам: 

                                           ( )A A B k A

p n p n p p nc w c w c c w      n n n n ,                   (1.68) 

                                    
( 1)( ) 1
kA B k A

p n p p nc w c c w


     n n n ,   1,  2k  ,                    (1.69) 

                                        A

p nc w n нет прямых плоских волн.                      (1.70) 

Таким образом, в условиях (1.68) имеем одну волну, в условиях (1.69) – две (при 

1k   – быстрая, при 2k   – медленная), а в условиях (1.70) прямые плоские волны 

отсутствуют.  
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Режим движения (скорость перемещения) источника будем называть 

досейсмическим (дозвуковым), если для всех направлений n  выполнено условие (1.68). В 

противном случае режим движения будем называть транс- или сверхсейсмическим (транс- 

или сверхзвуковым).  

Для случаев (1.68), (1.69) введем единое обозначение: 

         
( 1)( ) ( ) 1 ( ),   1 1, 2
kB k B k A

p p p nc c c w k k


      n n .  

Штрих у знака суммирования 
k


  в (1.62) добавлен для обозначения того, что 

суммирование по индексу k  может иметь место, но может и отсутствовать в соответствии 

с ситуациями (1.68) – (1.70), которые реализуются при различных режимах движения.  

Отметим, что формулы (1.61) – (1.67), определяющие ФР антиплоской задачи B для 

электроупругой среды, пригодны как для досейсмических, так и для транс- и 

сверхсейсмических скоростях движения источника волн. 

Численные примеры 

Для анализа волн в антиплоской задаче исследуем кривые медленности (кривые 

обратных скоростей или рефракции) ( ) ( ( ))B k L n  и фазовых скоростей ( ) ( ) ( ( ))B k B kс с n , 

используем популярный материал пьезоэлектрической керамики PZT-4, модули которого 

взяты из [125].Известно, что материалы пьезоэлектрической керамики являются 

анизотропными кристаллографического класса 6mm  гексагональной системы или 

трансверсально-изотропными материалами. Следовательно, будут выполнены условия 

(1.16), (1.17), и тогда возможно рассмотреть в плоскости 
1 2Ox x   антиплоскую задачу 

пьезоэлектричества. 

Обратим внимание на основные свойства кривых фазовых скоростей и 

медленности (обратных скоростей) в задачах B. Кривые фазовых скоростей ( ) ( ( ))B k с n  

ограничены при любых режимах движения источника, тогда как кривые медленности 

( ) ( ( ))B k L n  в зависимости от скорости w  и направлений ( )n  могут быть не только 

ограниченными, но и неограниченными.  
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В случае, когда существуют выходящие из начала координат направления, которые 

не пересекают кривых медленности, все кривые медленности ( ) ( ( ))B k L n  будут являться 

неограниченными, что соответствует сверхзвуковой скорости движения источника волн.  

Скорость перемещения источника будем называть транссейсмической, если 

найдется хотя бы одна ограниченная кривая рефракции, но также будут существовать и 

неограниченные. 

Заметим, что кривые рефракции в задачах B заметно отличаются  от 

соответствующих кривых задачи A.   

 

 Рисунок 1.4. Кривые медленности (обратных скоростей) (a) и фазовых скоростей (б) для 

задачи А, когда скорость движения источника 0w  км/с. (Пунктирные кривые соответствуют 

случаю среды без учета пьезоэффекта.)  

 

Рисунок 1.5. Кривые медленности (обратных скоростей) (a) и фазовых скоростей (б) для задачи В, 

при дозвуковом режиме движения источника 1,5w  км/с. (Пунктирные кривые описывают случай 

среды без пьезоэффекта.) 
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Рисунок 1.6. Кривые медленности (обратных скоростей) (a) и фазовых скоростей (б) для задачи В 

при 2,3w  км/с, когда реализуется дозвуковой режим движения в среде с пьезоэффектом и 

сверхзвуковой режим в среде без пьезоэффекта. (Пунктирные кривые описывают случай среды без 

пьезоэффекта.) 

 

 

Рисунок 1.7. Кривые медленности (обратных скоростей) (a) и фазовых скоростей (б) для задачи В 

при сверхзвуковой скорости движения 4w  км/с. (Пунктирные кривые описывают случай среды 

без пьезоэффекта.) 

 

Как видно из рисунков 1.4–1.7, учет пьезоэлектрического эффекта достаточно 

заметно количественно и качественно изменяет как кривые медленности ( ) ( ( ))B k L n , так и 

кривые фазовых скоростей ( ) ( ( ))B k с n . 
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Кривые ( ) ( ( ))B k с n  и ( ) ( ( ))B k L n  для задач А описываются окружностями (рисунок 

1.4). Для задачи B, когда источник перемещается,  кривые ( ) ( ( ))B k с n  и ( ) ( ( ))B k L n  

значительно меняются, но в большинстве случаев они остаются достаточно схожими. 

Однако, как видно из рисунка 1.6, учет пьезоэффекта может и поменять тип режима 

движения (со сверхзвукового на дозвуковой). 

Кроме того, из рис. 1.6, 1.7 можно также заметить, что в зависимости от типа 

движения источника (дозвуковой или сверхзвуковой режим) число распространяющихся 

волн меняется в разных направлениях ( )n , и кривые ( ) ( ( ))B k L n  сильно деформируются. 

Так, когда источник движется с дозвуковой скоростью, кривые медленности 

увеличиваются в зонах по направлениям движения источника, а когда источник движется 

со сверхзвуковой скоростью, кривые медленности уходят на бесконечность. 

Соответственно, в случае движения источника со сверхзвуковой скоростью, кривые 

фазовых скоростей ( ) ( ( ))B k с n  самопересекаются в начале координат. Различные участки 

кривых фазовых скоростей до точки самопересечения в таком случае соответствуют 

фазовым скоростям быстрых и медленных волн.  
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1.2.  Фундаментальные решения для плоской задачи электроупругости 

В настоящем параграфе будут изучаться фундаментальные решения (ФР) для 

плоских задач B для безграничной электроупругой плоскости. 

 Как известно, для ряда пьезоэлектрических материалов возможна постановка задач 

A B  о плоской деформации [123].  

 

Рисунок 1.8. Подвижная и неподвижная системы координат и сосредоточенный источник для 

плоской задачи B 

Векторы внешних нагрузок в таких задачах не могут зависеть от перпендикулярной 

к рассматриваемой плоскости координаты, а также  компонента в направлении этой 

координаты будет нулевой. 

Так, при рассмотрении задачи о плоской деформации в плоскости 
1 2O   (рисунок 

1.8) принимается, что при воздействии объемной плотности массовой силы b  и/или 

объемной плотности электрического заряда   вида 

 1 2, ,0b bb ; 1 2( , , )i ib b    ;   1,2i  ;   1 2( , , )                          (1.71) 

генерируются поля перемещений и электрического потенциала, зависящие от переменных

1 , 2  и  :         

  1 2, ,0u uu ;   1 2( , , )i iu u    ;   1,2i  ;    1 2( , , )     .                         (1.72) 

Чтобы постановка задачи о плоской деформации (1.71), (1.72) была возможной, 

должны удовлетворяться следующие ограничения на модули жесткости и пьезомодули: 



37 

 

14 15 24 25 46 56 0E E E E E Ec c c c c c      ,                                       (1.73) 

14 15 24 25 0e e e e    .                                             (1.74) 

 Аналогично, в задачах о плоской деформации в плоскости 
1 3O  , получаем 

следующие ограничения 

                                      
14 16 34 36 45 56 0E E E E E Ec c c c c c      ,                                        (1.75) 

                                        
14 16 34 36 0e e e e    ,                                         (1.76) 

а для задачи о плоской деформации в плоскости 2 3O   должны равняться нулю 

следующие модули: 

25 26 35 36 45 46 0E E E E E Ec c c c c c      ,                                     (1.77) 

22 23 24 32 33 34 0e e e e e e      .                                     (1.78) 

 Для определенности будем рассматривать плоскость 
1 2O  . Аналогично случаю 

антиплоской деформации, описанному в § 1.1, для обеспечения единственности решения 

(1.10) системы (1.11), (1.12), записанной для подвижной системы координат (1.8), 

применим ППП [1] с переходом к   – задаче 

 2

2 2 2 0 1 2( ) ( ) ( ) ,x x xi ψ f x x            w v A v γ l ,                     (1.79) 

2 2 0 1 2( ) ( ) ( , )x xэ ψ q x x       γ v ,                               (1.80) 

где  2
1 2

,x

x x
  
 

,  
1

2 2

2 1

0

0x

 
 

  
 
   

L , 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

E E E

E E E E

E E E

c c c

c c c

c c c

 
 

  
 
 

c , 

11 21

12 22

16 26

e e

e e

e e



 
 


 
  

e , 
11 12

12 22

S S

S

S S

э э

э э

 
  
 

э .
                       (1.81)
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Под решением  ,v  системы уравнений (1.11), (1.12), как и раньше, будем 

понимать предел решения  , v  системы уравнений (1.79), (1.80) при 0   

                                
0

lim 


v v ;    
0

limψ ψ


 .                                          (1.82) 

Аналогично антиплоской задаче для нахождения решения (1.79), (1.80) применение 

стандартной техники интегрального преобразования Фурье по 1x , 2x  

                   1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

i
x x

e dx dx
Ψ ψ x x

 

 

 

 

 



 

   
   

   
 

α x
V v

.                      (1.83) 

позволяет из (1.79), (1.80) получить следующие равенства 

     2

0Ψ f        A α α E V γ α l ,                              (1.84) 

    0э Ψ q 

   γ α V α ,                                       (1.85) 

     α w α ;  1 2, α .                                    (1.86) 

 Тогда из (1.84), (1.85) находим следующие формулы для V  и Ψ : 

 
 

 
0

1 1
Ψ q

э э
 

  γ α V
α α

,                                       (1.87)  

   1



 V A α F α ,                                               (1.88) 

 
 

 
0 0f q

э
 

γ α
F α l

α
,                                               (1.89)   

     
 

   2 1

э
     A α A α α E γ α γ α

α
.                                   (1.90) 

 
 

 

2 2 2 2

11 1 16 1 2 66 2 16 1 12 66 1 2 26 2

2 2 2 2

16 1 12 66 1 2 26 2 66 1 26 1 2 22 2

2

2

E E E E E E E

E E E E E E E

c c c c c c c

c c c c c c c

       

       

     
 
     
 

A α ,          (1.91)  
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 
 

 

2 2

11 1 21 16 1 2 26 2

2 2

16 1 12 26 1 2 22 2

e e e e

e e e e

   

   

   
  

   
γ α ,                                (1.92) 

  2 2

11 1 12 1 2 22 22S S Sэ э э э     α .                                     (1.93) 

Здесь, как и предыдущем параграфе, матрица  A α  соответствует модифицированному за 

счет пьезоэффекта акустическому тензору Кристоффеля. 

 Для двумерной задачи в полярной системе координат (1.40)  1A α  можно 

разложить по собственным векторам, используя решение задачи на собственные значения  

    , A n p n p
                                                                    (1.94) 

где 

   2v n n ,         
2

2 B

p nv c w n n ,                                          (1.95) 

 – собственное значение, p  – собственный вектор, /B

pc    – фазовая скорость 

плоских волн в задаче B , nw  w n .  

 В задаче A  при 0w  для любого направления n  на плоскости, как известно, 

имеются две плоские акустические волны с фазовыми скоростями     0A

j pjv c n n , 

1,  2j  . Соответствующие этим фазовым скоростям векторы поляризации 
jp  являются 

собственными векторами задачи (1.94) и могут быть выбраны ортонормированными    

( 1 2 0 p p , 1| | 1p , 
2| | 1p ). 

 В задаче B  при движущемся источнике, как можно заметить из (1.95), ситуация 

более сложная. Действительно, для прямых плоских волн задачи B , т.е. для волн с 

положительными фазовыми скоростями   0B

pjc n , при фиксированных n , 1,  2j  , 

аналогично (1.68) – (1.70) имеем: 

         A A B A

pj n pj n pj pj nc w c w c c w      n n n n ,                       (1.96) 
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       
( 1)( ) 1
kA B k A

pj n pj pj nc w c c w


     n n n , 1,  2k  ,                    (1.97) 

 A

pj nc w n  нет прямых плоских волн.                          (1.98) 

Применяя теперь к (1.79), (1.80) обратное преобразование Фурье 

    1 22

1

4

ie d d   


 

 

 

  
α xv x V α ,                                   (1.99) 

    1 22

1

4

ie d d   


 

 

 

  
α xx α ,                                  (1.100) 

аналогично антиплоской задаче получим: 

 
2

2

0

1

4
v d



  
 

 v x I ,                                           (1.101) 

 
2

2

0

1

4
nsI d



   
 

 x ,                                        (1.102) 

   2 2 2

0

v
v j i

jj

e d
I Fv

 


 




 



 
    

   
     


n x

I F

n n
,                              (1.103) 

 
 

 0

v

j j f q
э

 
    

 

γ n
F P n l

n
,                                          (1.104) 

 

 

v

j

jF
э



 

γ n F

n
,                                                (1.105) 

     j j j

P n p n p n ,                                             (1.106) 

 
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n x
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 Здесь  jp n  – ортонормированные векторы поляризации плоских волн из задачи 

(1.95);  jP n  – сопутствующие матрицы;      A

j pj pjv c c n n n . 
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 Все полученные формулы по структуре их подынтегральных выражений 

практически полностью совпадают с формулами, найденными для антиплоской задачи. 

Поэтому для их преобразований, повторяя все выкладки, в итоге получим выражения для 

амплитуд  ,v  ФР плоской задачи электроупругости: 

                                           
0d v v v , 

0d ns                                         (1.108) 

                                            
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Наличие штриха у знака суммирования в (1.109), как и в (1.62), означает 

суммирование по индексу k  наличие или его отсутствие в соответствии с тем, какой из 

случаев (1.96)–(1.98) реализуется. 

Отметим, что полученные формулы (1.108)–(1.118) для ФР плоской задачи В 

электроупругости справедливы как для дозвуковых, так и для транс- и сверхзвуковых 

режимов движения. Кроме того, как в задаче A без движения и как в антиплоских задачах 

В из § 1.1, в выражениях для амплитуд  ,v  решений, можно выделить три типа 

слагаемых: динамические составляющие  ,d dv , статические составляющие  0 0,v , 

а также несвязанный электростатический потенциал 
ns .  

 

Численные результаты 

В качестве численного примера рассмотрим электроупругий материал ниобата 

лития  3LiNbO  с модулями жесткости, пьезомодулями и диэлектрическими 

коэффициентами, приведенными в [125]. Ниобат лития является материалом 

кристаллографического класса 3m  тригональной сингонии, и для него задача 

электроупругости о плоской деформации может быть поставлена в плоскости 
2 3Ox x . 

На рисунках 1.9–1.12 для этого материала слева представлены кривые медленности 

(кривые обратных скоростей) (а), а справа – кривые фазовых скоростей (б).  

Отмеченные ранее для антиплоской электроупругой задачи свойства кривых 

медленности (обратных скоростей) и кривых фазовых скоростей будут во многом 

справедливы и для случая плоской задачи электроупругости. 
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Рисунок 1.9. Кривые медленности 
( ) ( ( ))B k L n   (a) и фазовых скоростей 

( ) ( ( ))B k с n  (б) для задачи 

А, когда скорость движения источника 0w  км/с. (Пунктирные кривые соответствуют случаю 

среды без учета пьезоэффекта.) 

 

 

Рисунок 1.10. Кривые медленности (обратных скоростей) (a) и фазовых скоростей (б) для задачи 

В, при дозвуковом режиме движения источника 2,5w  км/с. (Пунктирные кривые описывают 

случай среды без пьезоэффекта.) 
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Рисунок 1.11. Кривые 
( ) ( ( ))B k L n  (a) и 

( ) ( ( ))B k с n  (б) для задачи В, при трансзвуковой скорости 

перемещения источника 5,5w  км/с. (Пунктирные кривые описывают случай среды без 

пьезоэффекта.) 

 

Рисунок 1.12. Кривые 
( ) ( ( ))B k L n  (обратных скоростей) (a) и 

( ) ( ( ))B k с n  (б) для задачи В, при 

сверхзвуковой скорости перемещения источника 8w  км/с. (Пунктирные кривые описывают 

случай среды без пьезоэффекта.) 

 

Как видно из приведенных рисунков 1.9–1.12, связанности между механическими и 

электрическими полями приводят к достаточно заметному количественному и 

качественному изменению кривых обратных скоростей (медленности) и кривых фазовых 
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скоростей. Например, для задачи B при дозвуковом режиме движения источника (рисунок 

1.10) учет пьезоэффекта значительно изменяет формы кривых фазовых скоростей и 

обратных скоростей. Обратим внимание, что кривые обратных скоростей сильно 

деформируются (вытягиваются в направлении движения), а при транс- и сверхзвуковых 

режимах становятся неограниченными. Пары частей этих кривых по отдельности 

отвечают быстрым и медленным волнам. При сверхзвуковом режиме здесь для плоской 

задачи, как и в § 1.1 для антиплоской задачи, кривые фазовых скоростей пересекаются в 

начале координат, а различные части этих кривых в левой полуплоскости соответствуют 

значениям фазовых скоростей быстрых и медленных волн.  
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1.3. Кинематика и энергетика дальнего поля для антиплоской и плоской 

задач электроупругости 

Отметим, что полученные в §§ 1.1, 1.2 выражения для динамических составляющих 

ФР  ,d dv  по структуре формул совпадают с соответствующими динамическими 

членами ФР аналогичных задач В теории упругости [29, 30]. Это обстоятельство 

позволяет сделать вывод, что установленные в [29, 30] асимптотики ФР в дальней зоне с 

учетом необходимых изменений будут справедливыми и для рассматриваемых здесь 

антиплоских и плоских задач В для электроупругих сред.  

Именно, как и в [29, 30], для исследования дальних полей будем использовать 

классический метод перевала или метод стационарной фазы. Как известно, согласно этому 

методу, вклад от седловой точки s  в интеграл  

   iq r
e d

 
                                                     (1.119) 

при больших значениях 1r   определяется выражением  
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.                                  (1.120) 

Здесь s  – седловая точка, которая является корнем уравнения 

  0q   .                                                   (1.121) 

Для интегралов (1.110) при фиксированном k  имеем: 
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F
,     ( )B k

j xq    L e ,                 (1.122) 

где [...]H  – функция Хевисайда. 

Вычисляя производную по   для фазовой функции  q   из второй формулы 

(1.122), получаем, что для выбранного направления xe  в плоскости физических 
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координат 
xrx e  седловая или стационарная точка s  определяется как корень 

уравнения 

   ( ) ( )B k B k

gj x j x  c e L e                                             (1.123) 

при выполнении условия ( ) 0B k

j x L e , т.е. когда справедливо неравенство  cos 0   .     

В (1.123)  ( )B k

gj c  является вектором групповой скорости в задаче B . Как и для 

многих других задач, групповая скорость здесь может быть вычислена по формуле  

( )

( )

B k

jB k

gj





c

α
                                                     (1.124) 

из дисперсионного соотношения задачи B  

  , 0,D  α α                                                   (1.125) 

где       2, detD      α α A α α E ,      α w α , E  – единичная матрица, 

которая в случае плоских задач имеет размер 2 2 , а в случае антиплоских задач имеет 

размер 1 1 .    

Как видно, вектор групповой скорости по формулам (1.124), (1.125) определяется в 

зависимости от волнового вектора α . Если же вычислить групповую скорость как 

функцию волновой нормали  n , то для   ( )B k

g j c n  удобнее использовать выражение 

 
( 1)( ) 1
kB k A

g j g j


  c c w , где 1k   или 1,  2k  ,   A A

gj g j c c n  – вектор групповой 

скорости для задачи A , который можно найти из (1.124), (1.125) при 0w .   

Проведя теперь вычисления и ряд преобразований для выражения (1.120) для 

функций  Ф   и  q   из (1.122) в седловых точках s , аналогично [29, 30] приходим к 

результирующим формулам для асимптотик волновых полей ФР в дальней зоне 

( )' ( )

( )
1

k
j kN

d jm

k
j k md jm 

      
    

      
  

v v
,   1r ,                                (1.126) 



48 

 

 

( )

( )
( )( ) ( )

4

( ) ( )
1

2

k
jmB k

gj

r
iB kk v k

k jmjm jm

k k

jm jm

iG
e

Fr

 


  

 
  
  
 

      
    

      

cv F
,                           (1.127) 

( )

( )

( ) ( )2

B k
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jm
B k A B k
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G

k


c c

.                                                     (1.128) 

Здесь  ( ) ( ) ( )B k B k k

gjm gjm jmc c n  – модуль вектора групповой скорости; составляющие 
A

pjmc , 

( )B k

pjmc , 
( )v k

jmF , 
( )k

jmF
, 

( )B k

pjmk  являются функциями от стационарных значений вектора волновой 

нормали 
( )k

jmn , т.е.  ( )A A k

pjm pjm jmc c n , и т.д., 
( )B k

pjmk  – кривизна кривой обратных скоростей, 

( ) ( )signk B k

jm pjmk  , 
( )k

jN  – число стационарных значений 
( )k

jmn . 

 Как видно из (1.126)–(1.128), в дальней зоне асимптотиками волновых полей 

являются не связанные между собой пары цилиндрических волн { ( ) ,k

jmv  
( )k

jm }. Число этих 

пар цилиндрических волн равно числу стационарных значений вектора волновой нормали 

(седловых точек) 
( )k

jmn . Поскольку для стационарных значений 
( )k

jmn  вектор групповой 

скорости  ( ) ( )B k k

gjm jmc n  совпадает по направлению с вектором x , связанным с физической 

координатной плоскостью, то, как и в задачах В теории упругости, число волн, 

распространяющихся в направлении x  находим как количество точек пересечения луча 

Ox  с кривыми  ( ) ( )B k k

gjm jmc n . 

Скорость перемещения комбинированного источника значительно влияет на 

количество волн, которые распространяются в различных направлениях, аналогично 

соответствующим задачам теории упругости [29, 30]. Например, количество волн 

меняется от нуля до двух для антиплоских задач пьезоэлектричества, и от нуля до четырех 

для плоских задач пьезоэлектричества. Кроме того, как и в других задачах с движением 

комбинированного источника в среде, при транс- и сверхзвуковых скоростях 

распространяющиеся волны локализуются внутри конусов Маха, причем эти волны 

подразделяются на быстрые и медленные.  
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Если представить вектор групповой скорости в полярной системе координат { , }r  , 

то в стационарной точке радиальная компонента будет равна его модулю, а угловая 

компонента будет равна нулю: 
B B

gjmr gjmc  c , 0B

gjm
c


 . Эти условия являются общими для 

однородных цилиндрических волн в дальней зоне [126]. Поэтому, как можно показать, для 

цилиндрических волн (1.127) групповая скорость 
B

gjmc  является скоростью переноса 

энергий (лучевой скоростью) для неподвижного и для подвижного наблюдателей, а также 

имеют место энергетические соотношения общего характера [126]. 

Именно, выполняются формулы [126] для осредненных за период колебаний 

энергий цилиндрических волн 
xE 

 и 
xE , вычисляемых в подвижной системе 

координат неподвижным ( x ) и подвижным ( x ) наблюдателями, соответственно, а также 

имеют место формулы, связывающие компоненты осредненных векторов переноса 

энергии (векторов групповой скорости, векторов Умова-Пойтинга) 
xJ , 

x
J  с 

осредненными энергиями  

 21
,

2

xE    α v v
 

 
1

2

xE    α v v ,                                             (1.129) 

x B x

r grJ c E  ,    0xJ 


 , 

x B x

r grJ c E ,    0xJ


 , 

где угловые скобки означают осредненные за период колебаний 2 /T    величины  

 
0

1
T

dt
T

   . 

Подставляя (1.127), (1.128) в (1.129), приходим к достаточно простым формулам 

для полярных радиальных компонент векторов Умова-Пойтинга цилиндрических волн в 

дальней зоне: 
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.x k x k

rjm rjmk

jm
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
 α

      (1.130) 

Из формул (1.129), (1.130) следует важный вывод, который также является общим 

для задач с движущимися источниками. При транс- или при сверхзвуковой скорости 

перемещения источника, когда существуют быстрые и медленные волны, для медленной 

волны с волновым вектором (2)

jmα  кажущаяся частота колебаний  (2)

jm α  является 

отрицательной:  (2) 0jm α . Поэтому, в силу этого неравенства и соотношений (1.129), 

(1.130), будут иметь место энергетические неравенства 
(2) 0x

jmE  , 
(2) 0x

rjmJ  . Эти 

неравенства в свою очередь означают, что при транс- и сверхзвуковых скоростях 

перемещения источника медленные волны переносят отрицательную энергию, 

измеряемую подвижным наблюдателем в подвижной системе координат. Данное свойство  

является общим для медленных волн в задачах B  при трансзвуковых и сверхзвуковых 

скоростях комбинированного источника и не противоречит основным энергетическим  

постулатам, поскольку для неподвижного наблюдателя соответствующие величины будут 

положительными: 
(2) 0x

jmE   , 
(2) 0x

rjmJ   . 

 

Численные результаты 

В качестве иллюстрации приведенной выше информации о числе 

распространяющихся волн вначале рассмотрим задачу электроупругости об антиплоской 

деформации в плоскости 
1 2Ox x  для пьезокерамики PZT-4. Кривые групповых скоростей 

ФР для данного случая приведены на рисунках 1.13, 1.14.  



51 

 

 

Рисунок 1.13. Кривые групповых скоростей антиплоской задачи А электроупругости при скорости 

движения источника 0w  км/с (а) и соответствующей задачи В при дозвуковом режиме 

движения источника 1w  км/с задачи В (б). (Пунктирные кривые относятся к случаю среды без 

пьезоэффекта.) 

 

Рисунок 1.14. Кривые групповых скоростей задачи электроупругости для антиплоской 

деформации для задачи В при скорости движения источника 2,7w  км/с – дозвуковой режим в 

среде с пьезоэффектом и сверхзвуковой режим в среде без пьезоэффекта (а), при сверхзвуковом 

режиме движения источника 4w  км/с задачи В (б). (Пунктирные кривые относятся к случаю 

среды без пьезоэффекта.) 

 

Как видно из рис. 1.13, 1.14 здесь для различных направлений в зависимости от 

режима скорости источника возможны случаи отсутствия распространяющихся волн и 

случаи распространения одной или двух волн. Кривые групповых скоростей здесь 

являются окружностями с центром в начале координат при 0w  (задача A) и при 
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ненулевой скорости движения (задача B) кривые сдвигаются влево на вектор w  

относительно начала координат. 

На рисунках 1.15, 1.16 изображены кривые групповых скоростей ФР плоской 

задачи электроупругости для ниобата лития  3LiNbO  в плоскости 
2 3Ox x . Здесь 

наблюдаются случаи, когда вдоль различных направлений число распространяющихся 

волн изменяется от 0 до 4, что отмечалось выше. 

Отметим, что при любых режимах движения источника, кривые групповых 

скоростей остаются ограниченными. В отличии от кривых фазовых скоростей и кривых 

обратных скоростей (медленности), которые существенно деформируются при ненулевой 

скорости движения источника, кривые групповых скоростей здесь получаются просто в 

результате перемещения кривых групповых скоростей задачи A на вектор скорости влево, 

т.е. на вектор  w . Поэтому естественно, что число кривых групповых скоростей не 

изменяется в задаче B по сравнению с числом этих кривых в задаче A. 

 

Рисунок 1.15. Кривые групповых скоростей в плоской задаче электроупругости для ниобата лития: 

при нулевой скорости движения источника ( 0w ), т.е. для задачи А (а); при дозвуковом режиме 

движения источника 2,5w  км/с в задаче В (б). (Пунктирные кривые отвечают случаю среды без 

пьезоэффекта.) 
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Рисунок 1.16. Кривые групповых скоростей задачи в плоской задаче электроупругости для задачи 

В для ниобата лития: при трансзвуковой скорости движения источника 5,5w  км/с (а); при 

сверхзвуковой скорости движения источника 8w  км/с (б). (Пунктирные кривые отвечают 

случаю среды без пьезоэффекта.) 

 

 Как видно из рисунков 1.14 (б), 1.16 (б), при сверхзвуковом режиме движения 

источника кривые групповых скоростей целиком смещаются в левую полуплоскость, что 

отражает естественный для сверхзвуковых скоростей факт отсутствия волн перед 

источником. Участки быстрых и медленных волн для кривых групповых скоростей 

являются частями одних и тех же кривых, разграниченных линиями конусов Маха, т.е. 

касательными к этим кривым, направленными из начала координат. 
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1.4.  Фундаментальные решения, кинематика и энергетика дальнего поля для 

пространственной  задачи электроупругости  

В данном параграфе исследуются фундаментальные решения (ФР) для трехмерных 

задач для электроупругого (пьезоэлектрического) пространства при комбинированных 

источниках волн.  

Как и ранее, будем предполагать, что источник является сосредоточенным и 

комбинированным, т.е. перемещается с постоянной скоростью w  и колеблется с круговой 

частотой ω. Для такого источника будем использовать те же обозначения, что и в (1.7) 

 

 
 0

0

,
exp( )

,

f
i

q


  

 

    
    

    

b ξ l
ξ w

ξ
,                                (1.131) 

где 0f , 0q  – постоянные значения амплитуд массовой силы и электрического заряда, 

соответственно; l  – единичный вектор, определяющий направление массовой силы b . 

 

Рисунок 1.17. Подвижная и неподвижная системы координат и сосредоточенный источник для 

пространственной задачи B 

Аналогично антиплоской и плоской задачам, в системе 1 2 3Ox x x  (1.8), (1.9), 

перемещающейся со скоростью движения источника (1.31) (Рисунок 1.17), существует 

режим (1.10) гармонических колебаний.  
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 Представим уравнения электроупругости (1.5), (1.6) в этой системе координат и 

используем формулы (1.131), (1.8), (1.9). Тогда для амплитудных значений функций 

перемещений v  и электрического потенциала   из (1.10) имеем следующую систему 

уравнений (  1 2 3, ,x x xx ) 

     
2

0( )i f          w v A v γ l x ,                       (1.132) 

     0э q      γ v x ,                                    (1.133) 

где 

     E     A L c L , 

        γ L e ,   Sэ    э , 

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0



   
 

    
 
    

L .                                 (1.134)  

 Как и в задачах об антиплоской и плоской деформациях, для обеспечения 

единственности решения используем ППП [1], и, таким образом, в системе (1.132), (1.133) 

перейдем к   – задаче: 

     
2

0( )i f             w v A v γ l x ,                       (1.135) 

     0э q       γ v x .                                    (1.136) 

Под решением  ,v  системы уравнений (1.132), (1.133), как и раньше, будем 

понимать предел решения  , v  системы уравнений (1.135), (1.136) при 0   

                                
0

lim 


v v ;    
0

limψ ψ


 .                                          (1.137) 

 Решениями системы (1.132), (1.133) являются плоские объемные волны вида: 
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  exp( )vA  v x p α x

,                                                 (1.138) 

  exp( )A   x α x ,
 

где 
vA , A  – постоянные значения амплитуд волн; p  – единичный ( 1p ) вектор 

поляризации, определяющий направление смещений в волне перемещений; 

 1 2 3, ,  α  – волновой вектор, в котором будем выделять единичный вектор 

волновой нормали n  ( 1n , α n ). 

 Подставляя представления для объемных волн (1.138) в систему 

дифференциальных уравнений (1.135), (1.136), получаем задачу на собственные значения 

  и собственные векторы p : 

    A n p n p ,                                                  (1.139) 

где  

   2v n n ,       | |B

p nv c w n n ,                               (1.140) 

nw  w n  – проекция вектора скорости источника на волновую нормаль;    A

pv cn n , 

 B

pc



n  – фазовые скорости плоских волн в задачах A и B, соответственно; 

   
   

 э


 

γ n γ n
A n A n

n
 – модифицированный за счет пьезоэлектрического эффекта 

акустический тензор Кристоффеля.  

 Для задачи A электроупругого пространства, как и для соответствующих задач 

теории упругости, в любом направлении волновой нормали n  распространяются три 

объемные плоские волны, фазовые скорости которых имеют вид:    A

j pjv сn n , 1,2,3j  ,  

(   0A

pjс n ), и с собственными векторами 
jp , которые могут быть ортонормированными: 

j k jk p p .  
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В задаче B, как видно из (1.140), для прямых плоских волн с положительной 

фазовой скоростью 0B

pjc   при фиксированных направлениях волновой нормали n  и 

индексе 1,2,3j   возможны три различные ситуации, которые были отмечены выше для 

двумерных задач электроупругости (формулы (1.68)–(1.70) для антиплоской задачи и 

формулы (1.96)–(1.98) для плоской задачи). В первой ситуации распространяется одна 

волна с фазовой скоростью    B A

pj pj nc c w n n , во второй ситуации имеется две волны со 

скоростями        
( 1)

1
kB k A

pj pj nc c w


  n n , 1,  2k  , ( 1k   – быстрая волна, 2k   – медленная 

волна), и наконец в третьей ситуации прямые плоские волны в данном направлении n  

отсутствуют. Однако, теперь для пространственной задачи эти три ситуации могут иметь 

место для волн с индексами 1,2,3j  . Как легко видеть из (1.139), (1.140), собственные 

векторы или векторы поляризации 
jp  плоских волн для соответствующих задач A и B 

совпадают между собой, естественно, за исключением той третьей ситуации, когда в 

задаче B для выбранного направления волновой нормали n  прямые плоские волны 

отсутствуют, а в противоположных направлениях имеются две быстрые и медленные 

волны, имеющие единый вектор поляризации.  

 Как и в двумерных задачах, введем в рассмотрение векторы фазовых скоростей 
 B k

pjc  

и векторы обратных скоростей (векторы медленностей или векторы рефракции) 
 B k

jL  

задачи B: 

    ( 1) ( 1)( ) [( 1) ( ) ] ( 1) ( )
B k B k k A k A

pj pj pj n pjc c w       c n n n n c n w ,               (1.141) 

    1( )
B k B k

j pjc L n ,                                                            (1.142) 

где    A A

pj pjcc n n n  – вектор фазовой скорости в задаче A.  

 Для плоских объемных волн (1.10), (1.138) задачи B дисперсионное уравнение 

можно представить в виде  

 , 0BD  α ,                                                              (1.143) 
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где      2, detBD      α A α α E ,      α w α , E  – единичная матрица размера 

3 3 .  

 Решения уравнения (1.143) для круговой частоты  , как функции волнового 

вектора α , можно представить в виде набора трех гиперповерхностей: 

       B k B k

j pj   α c n , α n ,  1,2,3j  .                                    (1.144) 

Дифференцируя (1.144) по волновому вектору α , получаем выражение для вектора 

групповой скорости: 

 
       

 B k B k

B k j B k pj

gj pj

c


 
     

 

α
c c E n n

α n
,                            (1.145) 

или, принимая во внимание равенства (1.141), имеем также формулу 

     
( 1)

1
kB k A

gj gj


  с с n w ,                                              (1.146) 

где  А

gjс n  – вектор групповой скорости задачи A. 

 Аналогично случаям задач теории упругости, в задаче B для плоских волн в 

электроупругом пространстве обратим внимание на имеющие большое значение 

равенства, которые для задач A [125] и B [131] для упругого пространства известны: 

   B k B k

pj gjс  n с ,       
 

0
B k

gjd n с ,                                                   (1.147) 

   
1

B k B k

gj j с L ,   
   

0
B k B k

gj jd с L ,                                                 (1.148) 

причем суммирование по индексам j  и k  в (1.147), (1.148) отсутствует. 

 Из формул (1.147), (1.148), получим свойства основных волновых поверхностей. 

Аналогично рассмотренным ранее волновым кривым в двумерных задачах, к таким 

поверхностям можно отнести поверхности фазовых скоростей 
     B k B k

pj pjс с n , поверхности 

обратных скоростей (медленностей или рефракции) 
     В k В k

j jL L n  и поверхности 
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групповых скоростей (волновые поверхности или поверхности лучевых скоростей) 

     В k В k

gj gjс с n . Все эти поверхности в задачах B с подвижным источником при 0w  в 

общем случае не являются центрально симметричными, т.е. они не инвариантны при 

замене вектора волновой нормали на противоположный (   n n ). Кроме того, у этих 

поверхностей в задачах B также может не сохраняться симметрия, связанная с группой 

сингонии электроупругого материала. Как и в случае антиплоских и плоских задач, 

поверхности  
 В k

pjс  и 
 В k

gjс  являются ограниченными при любых скоростях перемещения 

источника. Между тем, поверхности рефракции 
 B k

jL , как и в ранее рассмотренных 2D 

задачах, в соответствии с различными скоростями перемещения источника также и 

неограниченными.  

Для пространственной задачи электроупругости, как и в 2D задачах, рассмотрим 

классификацию скорости перемещения источника в зависимости от характеристик 

волновых поверхностей. Итак, скорость перемещения источника будем называть  

дозвуковой (досейсмической) в случае, когда все поверхности 
 B k

jL  ограниченные, и 

всегда найдутся пересечения луча, выходящего из начала координат в произвольном 

направлении, с поверхностью рефракции. В случае, когда существует хотя бы одна 

ограниченная поверхность 
 B k

jL , но также найдутся и неограниченные, то такую скорость 

перемещения источника будем считать трансзвуковой (транссейсмической). Если же в 

трехмерном пространстве найдутся  направления, когда  луч не будет пересекать ни одну 

поверхность 
 B k

jL  (все поверхности являются неограниченными), тогда скорость 

перемещения источника назовем сверхзвуковой (сверхсейсмической). 

 Поверхности 
 B k

jL для задачи B различаются значительно сильнее по сравнению с 

задачей A. Отметим, что количество поверхностей 
 B k

jL  зависит от скорости перемещения 

источника: от трех при дозвуковых скоростях до шести при сверхзвуковых скоростях (или 

от двух до шести, когда кратные значения скоростей принимать за одно). В соответствии с 
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(1.146) поверхности 
 B k

gjc  для задачи B могут быть получены из соответствующих 

поверхностей 
 B k

gjc задачи A путем их смещения на вектор  w , тогда для различных 

скоростей перемещения источника число поверхностей 
 B k

gjc  не меняется. В случае 

трансзвуковой и сверхзвуковой скорости перемещения источника две части 
(1)В

gjс  и 
(2)В

gjс  

поверхности групповых скоростей фактически составляют единую замкнутую 

поверхность. Однако, в случае (1.69) для фиксированных n  и j  имеются две плоские 

волны (быстрая и медленная) с обратными скоростями, принадлежащими двум разным 

поверхностям обратных скоростей. Зоны существования быстрых и медленных волн (1.69) 

ограничены асимптотически поверхностями   0А

pj nw с n n . 

 Хотя характеристические поверхности плоских, цилиндрических и сферических 

волн в задачах A и B имеют многочисленные отличия, имеются и общие свойства, 

следующие из (1.139), (1.147), (1.148). Так, классификация квазипродольных и 

квазипоперечных волн не изменяется для задач A и B, поскольку векторы поляризации 
jp  

из (1.139), как легко можно заметить, не зависят от скорости w .  

 Поверхности фазовых скоростей ( )pс n  ( ( )A

pjc n  или 
 

( )
B k

pjc n ) и поверхности 

обратных скоростей ( )L n  ( ( )A

jL n  или 
 

( )
B k

jL n ) связаны между собой операцией инверсии 

соотносительно единичной сферы 1n  с центром инверсии в начале координат, 

поскольку при фиксированном n  векторы 
pc  и L  направлены вдоль этого вектора, и 

1p  c L . 

 Из (1.148) следует, что вектор групповой скорости gc  (
A

gjc  или 
 B k

gjc ) в каждой точке 

поверхности обратных скоростей L  ортогонален к касательной плоскости ( 0g d c L ). 

Справедливо и обратное, вектор волновой нормали n  плоской волны, групповая скорость 

которой равна  gc n , ортогонален к касательной плоскости в соответствующей точке 

волновой поверхности 
gc , что следует из второй формулы (1.147): 0gd n c .  
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 Поверхности фазовых и групповых скоростей (
pc  и 

gc ) связаны между собой также 

одинаково для задач A и B, что следует из формул:  

g pc c n ;      
p pcc n . 

 Наконец, поверхность групповых скоростей 
gc  в задачах A и B является огибающей 

семейства плоскостей, проведенных через конец вектора фазовой скорости 
pc  

перпендикулярно этому вектору [125]. 

 Для нахождения ФР применяем стандартную технику, которая уже использовалась 

для нахождения ФР антиплоской и плоской задач электроупругости, но с очевидными 

изменениями, связанными с трехмерностью задачи. Именно, здесь применяется ППП с 

переходом к  – задаче с малым поглощением, трехмерное преобразование Фурье по 

пространственным переменным 
1 2 3, ,x x x , методы теории функции комплексных 

переменных, включая при нахождении обратного преобразования Фурье методы 

контурного интегрирования и лемму Жордана. В результате, после ряда аналогичных 

двумерным задачам преобразований, для амплитуд v  и   ФР задачи B для 

электроупругого пространства получаем следующие интегральные представления: 

0d v v v ,    
0d s      ,                                            (1.149) 

  
3

2
1

1
8

v
kd jk

k
jd jk

i

I


   

    
     

    


v I
,                                        (1.150) 

   
1,

0

exp( )

v v

B kjk j

jk j

jk j

R i dS
I F 



 

      
     

      


n
n x

I F
L n x ,                       (1.151) 

   

      

( 1)

2

1
k A

pj n

jk
B kA

pj pj

H c w
R

c c

  
 

n

n n
,                                          (1.152) 

 
 

 0 0

v

j j f q
э

 
    

 

γ n
F P n l

n
,                                          (1.153) 
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 

 

v

j

jF
э



 

γ n F

n
,                                                    (1.154) 

     j j j

 P n p n p n ,                                              (1.155) 

 

23

2 2 2
1 0

1 1

8

v

s j

js jj n

d
FR v w






   

    
   

     
 

v F

n
,                               (1.156) 

 

2

0

2

0
8

s

q d

R э








  n

,     
  n Q n .                                       (1.157) 

 Здесь R  x ; k
e  – ортогональный базис повернутой декартовой системы 

координат с ортом 3
e , направленным вдоль оси x ; 1 2 1  e e ; 

3
R

 
x

e ; Q  – 

ортогональная матрица перехода из исходной системы координат в повернутую:   n Q n . 

 Формулы (1.149) – (1.157) определяют ФР трехмерных динамических задач теории 

электроупругости при комбинированных источниках в виде, пригодном для различных 

режимов движения.  

 В полученных выражениях для амплитуд ФР  ,v , как и в случаях двумерных 

задач электроупругости, содержатся в (1.150) динамические составляющие  ,d dv , 

статические слагаемые  0 0,v  в (1.156), и несвязанный квазиэлектростатический 

потенциал 
ns  в (1.157), который можно определить из решения несвязанной задачи 

электростатики диэлектриков. 

 

Кинематика и энергетика дальнего поля 

 Для построения асимптотики дальнего поля, как и в двумерных задачах, важны 

только динамические составляющие  ,d dv  ФР. Их структура, как можно заметить, в 

основном идентична соответствующим членам ФР для трехмерных задач теории 

упругости [131]. Это позволяет для вывода асимптотики дальних полей использовать 
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результаты [131], полученные по методу стационарной фазы, и их анализ с учетом 

необходимых изменений, обусловленных наличием членов с электромеханической 

связанностью. В предположении наличия только простых стационарных точек, которое 

как правило выполняется, итоговые формулы для дальнего поля 1R  ( R  x ) 

можно представить в форме: 

 

 

 '
3

1 1

k
j

kN
jmd

k
j k md jm

  

      
    

     
  

vv
,                                            (1.158) 
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  
    

 
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4 4

kvk
j jm

jm k B k

jm jmk B kk
jm gjmj jm

i R
G i

R cF
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



                
          

F nv

n
,                (1.159) 

 

      

k

jm
k B k B k

jm gjm pjm

G

c k




 



,                                        (1.160) 

где       B k B k k

gjm gj jmc  c n  – модуль вектора групповой скорости; 
     

1 2sign sign
B k B k B k

jm jm jmk k    – 

сигнатура, 
 B k

pjmk  – полная кривизна, 
 

1

B k

jmk , 
 

2

B k

jmk  – главные кривизны поверхности обратных 

скоростей 
      B k B k k

jm j jmL L n  в стационарных точках 
 B k

jmn , соответственно; 
 k

jN  – число 

стационарных точек. Стационарные значения вектора волной нормали 
 B k

jmn  на 

поверхности медленности 
 B k

jL  здесь можно определить из равенства 

   B k B k

gj j c x L x ,                                                           (1.161) 

при условии 
 

0
B k

j x L . 

 Согласно (1.161), для заданного направления x  стационарные точки на 

поверхности обратных скоростей 
 B k

jL  находятся как такие точки 
 k

jmn , для которых вектор 

групповой скорости 
 B k

gjc , направленный по нормали к 
 B k

jL , параллелен x . При этом по 
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дополнительному условию к (1.161) вектор волновой нормали 
 k

jmn  должен образовывать с 

вектором 
 B k

gjc  острый угол. 

 Как видно из (1.158) – (1.160), в электроупругом пространстве вдали от источника в 

подвижной системе координат поле перемещений и поле электрического потенциала 

можно разделить на отдельные волны со сферическим фронтом (1.159), (1.160), 

убывающие по амплитуде как 1/ R . 

 В силу условий (1.161), в сферической системе координат  , ,R   , связанной с 

подвижной декартовой системой координат 1 2 3Ox x x , среди компонент вектора групповой 

скорости в стационарных точках 
 k

jmn  только радиальная компонента не равна нулю, и, 

таким образом, выполняются формулы: 
   B k B k

gjmR gjmc c ; 
 

0
B k

gjmc   ; 
 

0
B k

gjm
c


 . В итоге можно 

заметить, что в дальней зоне сферические волны (1.159), (1.160) удовлетворяют всем 

условиям, наложенным в [126] на сферические акустоэлектрические волны общего типа. 

Поэтому для волн (1.159), (1.160) справедливы основные энергетические соотношения для 

сферических волн и теорема вириала из [126]. Вектор групповой скорости 
 B k

gjmc  является 

здесь скоростью переноса средней за период колебаний энергии, как для неподвижного, 

так и для подвижного наблюдателей. Как следует из [126], для средних за период 

колебаний потоков энергии 
xE

 и 
xE  в подвижной системе координат для 

неподвижного и подвижного наблюдателей, соответственно, и для радиальных компонент 

векторов переноса энергий 
x

RJ 
, 

x

RJ  справедливы формулы: 

 21

2

xE    α v v ,   
1

2

xE     α v v ,                              (1.162) 

x B x

R gRJ c E  ,            
x B x

R gRJ c E .                                     (1.163) 

Как видно, эти формулы полностью аналогичны соответствующим формулам 

(1.129), приведенным ранее для двумерных задач B электроупругости. При этом 
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остальные компоненты векторов переноса энергий (векторов Умова-Пойтинга) равны 

нулю: 0xJ 

  , 0xJ 


 , 0xJ  , 0xJ


 . 

 Подставляя (1.162), (1.163) в (1.159), (1.160), получаем выражения, связывающие 

радиальные компоненты потоков энергий отдельных сферических волн в дальней зоне для 

подвижного и неподвижного наблюдателей в подвижной системе координат: 

 

  
   

 
 ( 1)

1

B k
kx k x k pjm x k

jmR jmR jmRAk
pjmjm

c
J J J

c
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


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,                         (1.164) 
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2 232
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j jm
x k

jmR B k B k

gjm pjm

n
J

R c k
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 
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F
.                                        (1.165) 

 При сверхзвуковых режимах движения в (1.164) 
   0
k

jm   при 2k  , поэтому 

 2
0

x

jmE  , 
 2

0
x

jmRJ  , т.е. медленные волны переносят отрицательную энергию, 

измеренную подвижным наблюдателем. Как отмечалось ранее для двумерных задач и в 

[126], это свойство обычно для медленных волн в задачах B при сверхзвуковых режимах 

движения. 

 Заметим, что количество волн 
    ,
k k

jm jmv  в дальней зоне определяется числом 
 k

jN  

стационарных точек 
   k

jmn x , а точнее суммами этих чисел по j  и k . Как отмечалось 

выше, в стационарных точках 
   k

jmn x  вектор групповой скорости 
    B k k

gjm jmc n  направлен 

вдоль вектора выбранного пространственного направления x . Поэтому число волн для 

направления x  в физическом пространстве определяется как число пересечений луча 

Ox  с поверхностями групповых скоростей. В зависимости от режима движения число 

волн может существенно меняться, причем при транс- и сверхзвуковых режимах позади 

источника существуют зоны распространения быстрых и медленных волн, ограниченные 

коническими поверхностями Маха.  
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Численные результаты 

На рисунках 1.18-1.20 приведены картинки сечений поверхностей групповых скоростей 

плоскостью 
1 3Ox x  рабочей декартовой системы координат 1 2 3Ox x x  для парателлурита и 

для  -кварца. На рисунках 1.18-1.20 анализируются отдельные направления, отмеченные 

стрелками. Число распространяющихся волн в заданном направлении (цифра в кружочке) 

находится как количество пересечений (...)

gjс  с выбранным направлением x . Такие 

пересечения отмечены на рисунках “жирными” точками. Пьезоэффект на постороенных 

кривых не учитывался, а характеристики материалов даны в [125]. 

 

Рисунок 1.18. Сечения поверхностей групповых скоростей  задачи A для электроупругого 

пространства из парателлурита  (а), из   - кварца, 90   (б).  

 

 

Рисунок 1.19. Сечения поверхностей групповых скоростей при транссейсмическом режиме в 

задаче B  для электроупругого пространства из парателлурита  (а), из   - кварца, 90   (б).  
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Рисунок 1.20. Сечения поверхностей групповых скоростей при сверхсейсмическом режиме в 

задаче B  для электроупругого пространства из парателлурита  (а), для   - кварца (б).  

 

 На рисунке 1.18 (а) продемонстрирован обычный для задачи A случай, когда 

имеется три распространяющиеся волны (с учетом возможной кратности 

квазипоперечных волн). На рисунке 1.18 (б) приведены картинки сечений поверхностей 

групповых скоростей для более сложного материала  -кварца. Здесь, как и на рисунке 

1.16 (б)  рабочая декартова система координат 1 2 3Ox x x  повернута вокруг оси 3Ox  на угол β 

относительно кристаллографической системы координат 1 2 3Ox x x  материала  -кварца. 

Как видно из рисунка 1.15 (б), в зависимости от выбранного направления в задаче A для 

-кварца имеются зоны с тремя и с пятью волнами. Аналогичные ситуации имеют место и в 

задачах B при досейсмических режимах движения.  

 Однако при транс- и сверхсейсмических режимах движения число волн может 

существенно меняться. Так, на рисунке 1.19 показаны транссейсмические режимы 

движения, в которых имеются зоны с числами волн, равными 2, 4 на рисунке 1.19 (а) и с 

числами волн, равными 1, 3, 5, 7 и 9 на рисунке 1.19 (б). Заметим, что четность и 

нечетность волн здесь зависит от положения начала координат. Если, как на рисунке 1.19 

(а), лишь одна из трех поверхностей групповых скоростей располагается за началом 

координат O, то число волн четное. Если же таких поверхностей, располагающихся за 

началом координат O, две, как на рисунке 1.19 (б), то число волн нечетное. На рисунке 

1.20 приведены картинки некоторых сечений поверхностей групповых скоростей при 

сверхсейсмическом режиме движения. Здесь при простых поверхностях групповых 
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скоростей имеются зоны с 0, 2, 4 и 6 числом волн (рисунок 1.20 (а)), а для более сложных 

поверхностей число волн в различных зонах может принимать любые четные значения от 

0 до 12 (рисунок 1.20 (б)). Результаты по числу распространяющихся волн конечно же 

зависят от материала электроупругого пространства, от выбранных сечений поверхностей 

групповых скоростей и от режима движения комбинированного источника. Для других 

входных данных, чем на рисунках 1.18-1.20 могут получаться совсем другие результаты. 

 Наконец, отметим, что волновые поля в дальней зоне имеют специфические 

особенности в окрестности направлений 
   k

jmn x , для которых 
 

0
k

pjmk  , т.е. для близко 

расположенных и для кратных стационарных точек. Для таких направлений, как и в 

задаче A [127], требуются иные, нежели (1.159), (1.160), формы асимптотических 

разложений, которые здесь не рассматривались, поскольку такие случаи достаточно 

экзотичны и требуют значительно более сложной техники исследований. 

1.5. Выводы по главе 1  

Итак, в первой главе исследованы задачи B о действии комбинированного 

сосредоточенного источника в неограниченной пьезоэлектрической среде антиплоской, 

плоской и пространственной постановках. Все эти три случая  изучены с применением 

единообразных подходов. В частности, для обеспечения единственности решения 

применялся ППП. Были отмечены основные свойства плоских волн и их 

характеристических кривых и поверхностей: фазовых скоростей, обратных скоростей и 

групповых скоростей. ФР были получены в интегральных формах, пригодных как для 

дозвуковых режимов движения, так и для транс- и сверхзвуковых режимов. В 

интегральных представлениях ФР выделены динамические и квазистатические 

составляющие. По методу перевала найдены асимптотики волновых полей ФР в дальней 

зоне, проведен их кинематический и энергетический анализ. Были представлены 

компактные формулы для энергий и векторов потока энергий Умова-Пойтинга, 

измеряемых в подвижной системе координат как подвижным наблюдателем, так и 

неподвижным. Отмечено, что в дальней зоне волновые поля разделяются на отдельные 

волны по кинематике и энергетике. 
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Как показано, для ФР в задачах электроупругости, как и в аналогичных задачах 

теории упругости,  движение источника приводит к дополнительной асимметрии в 

кинематике и энергетике волновых полей. Так, появляются зоны с различным числом 

распространяющихся волн, быстрые и медленные волны, конусы Маха, ограничивающие 

зоны наличия волн, и т.д. При этом, как и в других задачах с подвижными 

комбинированными источниками, при транссейсмических (трансзвуковых) и 

сверхсейсмических (сверхзвуковых) движениях медленные волны переносят 

отрицательную энергию, измеренную подвижным наблюдателем в подвижной системе 

координат. 
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Глава 2: Антиплоские задачи о движении осциллирующей нагрузки по 

границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных 

напряжений 

В материале данной главы используются и цитируются авторские работы [106, 

107]. 

2.1 . Антиплоские задачи об установившихся колебаниях при наличии 

поверхностных напряжений 

Будем рассматривать упругий изотропный однородный слой 

1 1 3, ,
2 2

h h
х х х

 
           
 

. Считаем, что в плоскости 
1 3Ох х  существует 

возможность постановки антиплоской задачи. 

 

Рисунок 2.1. Распределенные нагрузки для симметричной (слева) и антисимметричной 

(справа) антиплоских задач A для полосы 

 Пусть на  торцах полосы 
3

2

h
х    осциллирует нагрузка: 

       2 1 1 1, , expf х t f х t f х i t  ,                                                  (2.1) 

тогда полоса 1 3,
2 2

h h
х х 

 
     
 

 является рабочей областью задачи о 

гармонических колебаниях.  В данной постановке задачи u  - вектор перемещений,  

 1 3,v х х  - его комплексная амплитуда, тогда:  
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 0, ,0vu .                                                    (2.2) 

 Рассматриваем задачу для комплексных амплитуд, которые будем далее называть 

перемещениями, а множитель exp( )i t  опустим. 

 Уравнение движения примет  вид: 

22321

1 3

v
х х


 


  

 
,                                                   (2.3) 

где  
21   и  

23  - компоненты напряжений, причем:  

21

1

v

х
 





, 

23

3

v

х
 





.  

 Согласно теории поверхностных напряжений Гуртина-Мурдоха [89-91] граничные 

условия запишем в виде: 

221
23

1

s
sv f

х


   
   


, 

3
2

h
х   ,

                                         
(2.4) 

где 
21

s  - поверхностные напряжения, s  - поверхностная плотность. Для 
21

s  и v  

справедлив закон Гука (поверхностный): 21

1

s s v

х
 





, где s  - поверхностный модуль 

упругости.  

 В случае, когда поверхностная плотность и поверхностный модуль упругости 

равны нулю 0s s   , тогда  рассматриваемая задача переходит в стандартную 

антиплоскую  упругую задачу для полосы обычной толщины. 

 Отметим, что  поверхностный модуль упругости s  и поверхностная плотность s  

отличаются по размерности от объемных значений   и  . В системе единиц Си 

величины имеют следующие измерения:   (Н/м
2
),   (кг/м

3
), s  (Н/м), а s  (кг/м

2
). 

Экспериментальные данные показывают, что  объемные и поверхностные величины 

можно сопоставить ( ~ /s d  , ~ /s d  ), если характерный размер d  измеряется в 
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нм. В данной задаче характерный размер d   - это толщина слоя h , тогда можно 

предположить, что значительное влияние поверхностных эффектов будет проявляться при 

наноразмерных толщинах слоя. 

 В граничном условии  (2.4) будем предполагать, что осциллирующие на границе 

нагрузки 
1( )f х  отличаются от нуля лишь при 1х а . Отметим, что  для анализа 

нагрузок 1( )f x
 и 1( )f х

 общего вида достаточно исследовать лишь два различных 

случая: симметричную нагрузку 1 1 1( ) ( ) ( )f х f х f х    и антисимметричную нагрузку 

1 1 1( ) ( ) ( )f х f х f х    . Описанные случаи будем рассматривать  отдельно.  

 Краевая задача (2.3), (2.4) для симметричного воздействия имеет вид: 

2 0v v   ,                                                             (2.5) 

2 2 2

1 3

s sv х v х v f           , 3 2х h  ,                                        (2.6) 

где 
c


  , с




  - скорость упругих сдвиговых волн.  

2. Для выделения единственного решения используем ППП [127], согласно которому 

перейдем к   - задаче, заменив   на i    , 0 1 , v  на v . По ППП  под 

решением (2.5), (2.6) будем понимать предельный переход при 0   решения v

соответствующей   - задачи. 

Для нахождения решения   - задачи используем преобразование Фурье по 

бесконечно протяженной координате 1х : 

   3 1 3 1 1, , exp( )V х v х х i х dх  




  ,                                              (2.7) 

тогда 

2 2 2

3 0V х V     ,                                                         (2.8) 
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 2 2

3

s sV V х V F              , 
3

2

h
x   ,                                 (2.9) 

где 2 2

    , 
c

  ,      1 1 1exp

a

a

F f х i х dх 


  . 

 Очевидно, что общее решение дифференциального уравнения (2.8) будем 

записывать в виде:  

   3 3ch shV A х B х     .                                                (2.10) 

Числовые коэффициенты A  и B  находим из (2.9): 

 

     2 2sh 2 ch 2s s

F
A

h h   



      


 
,       0B  .                           (2.11) 

 Используя обратное преобразование Фурье, найдем решение  - задачи из (2.10), 

(2.11): 

 
   

     
13

1 3 2 2

ch1
,

2 sh 2 ch 2

i х

s s

F х
v х х e d

h h

 



   

 


       








 

 .           (2.12) 

 Дисперсионное уравнение данной задачи получим, приравнивая к нулю 

знаменатель подынтегрального выражения (2.12) ( 0  ): 

 
2 2

th 2
s s

h
   





 .                                                 (2.13) 

 Если в (2.12) предположить, что 0s  , 0s  , то получим дисперсионное 

уравнение  sh 2 0h   классической задачи теории упругости распространения 

сдвиговых волн в слое.  

 Теперь решение исходной задачи можно найти из (2.12), используя контурное 

интегрирование и вычеты в корнях уравнения (2.13) для  - задачи. В результате, 

например, для 1х а  будем иметь:  
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     1 3
0

0 1

, lim
m

i

k k

k k m

v х х v i G i H


 



  

    ,                                     (2.14) 

 
   

     

1

3

2 2

ch

sh 2 ch 2 2 2
2

ki х

k k

k
s s sk

k k k k

k

F х e
G

h
h h h

 



         






 

    
 

,        (2.15) 

 
   

     

1

3

2 2

ch

sh 2 ch 2 2 2
2

i
ki хi i

k ki

k i
i s s i i i sk
k k k k

k

F х e
H

h
h h h

 



         






 

    
 

,      (2.16) 

где  
k , i

k  – вещественные и комплексные нули   дисперсионного уравнения (2.13), 

соответственно, Im 0i

k  , 
2 2

k k   , 
2 2i i

k k   .  

 

 Проведем аналогичные выкладки для случая антисимметричного воздействия: 

1 1 1( ) ( ) ( )f х f х f х    . 

Краевая задача (2.3), (2.4) для антисимметричного воздействия относительно 

функции v  примет вид: 

2 0v v   ,                                                             (2.17) 

2 2 2

1 3

s sv x v x v f          , 3 2x h ,                                        (2.18) 

2 2 2

1 3

s sv x v x v f          , 
3 2x h  .                                        (2.19) 

 Далее, используя ППП и применяя преобразование Фурье по координате 1х , 

представим краевую задачу в виде:  

2 2 2

3 0V x V      ,                                                         (2.20) 

 2 2

3

s sV V x V F             , 3 2x h ,                                 (2.21) 
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 2 2

3

s sV V x V F              , 
3

2

h
x   ,                                 (2.22) 

где 
2 2

    , 
c

  ,      1 1 1exp

a

a

F f х i х dх 


  . 

 Общее решение уравнения (2.20) запишем в виде (2.10), а коэффициенты A  и B

найдем из граничных условий (2.21), (2.22): 

0A , 
 

     2 2ch 2 sh 2s s

F
B

h h   



      


 
.                        (2.23) 

Тогда решение  - задачи можно найти из (2.10), (2.23) с использованием обратного 

преобразования Фурье: 

 
   

 
13

1 3
2 2

sh1
,

2
ch sh

2 2

i x

s s

F x
v x x e d

h h

 



   

 



      








   

    
   

 .           (2.24) 

 Из условия равенства нулю знаменателя подынтегрального выражения из (2.24) 

при 0   получим дисперсионное уравнение рассматриваемой задачи: 

 
2 2

cth 2
s s

h
   





 .                                                 (2.25) 

 Если в (2.25) положить 0s  , 0s  , то получим дисперсионное уравнение 

 ch 2 0h   классической задачи теории упругости распространения сдвиговых волн в 

слое.  

 Теперь решение исходной задачи можно найти из (2.24), используя контурное 

интегрирование и находя вычеты в корнях  уравнения (2.25) для  - задачи. В результате, 

например, для 1x a  будем иметь:  

     1 3
0

0 1

, lim
m

i

k k

k k m

v x x v i G i H


 



  

    ,                                     (2.26) 
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 
   

 

1

3

2 2

sh

ch sh 2
2 2 2 2

ki x

k k

k
s s sk

k k k k

k

F x e
G

h h h h

 



         






     

        
     

,        (2.27) 

 
   

 

1

3

2 2

sh

ch sh 2
2 2 2 2

i
ki xi i

k ki

k i
i s s i i i sk
k k k k

k

F x e
H

h h h h

 



         






     

        
     

,      (2.28) 

где  
k , i

k  – вещественные и комплексные нули   дисперсионного уравнения (2.13), 

соответственно, Im 0i

k  , 
2 2

k k   , 
2 2i i

k k   . 
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2.2. Симметричная антиплоская задача для полосы с поверхностными 

напряжениями при движущемся осциллирующем источнике 

 

В данном разделе рассматривается антиплоская задача о движении с постоянной 

скоростью осциллирующей нагрузки по границе упругой изотропной нанотонкой полосы, 

жестко защемленной по нижнему основанию (рисунок 2.2). Учет наноразмерности 

толщины полосы моделируется введением поверхностных напряжений по теории 

Гуртина-Мурдоха [89-91].  

 

Рисунок 2.2. Неподвижная и подвижная системы координат и распределенные нагрузки 

для симметричной антиплоской задачи B для полосы 

Пусть 1 2 3O    неподвижная система координат, отнесенная к рассматриваемой 

изотропной среде,   – время,  1 2 3, , ,   u  – вектор перемещений. Пусть  

1 2 3, ,
2 2

h h
V   

 
            
 

 – рассматриваемый объем в упругой 

изотропной среде. В задаче об антиплоской деформации предполагается, что в результате 

действия силы: 

 20, ,0ff ,    2 2 1 3, ,f f                                               (2.29) 

в рассматриваемой полосе возникает поле перемещений, которое зависит от 1 , 3 ,  , и в 

этом случае вектор перемещений будет иметь вид: 

 20, ,0uu ,  2 2 1 3, ,u u    .                                           (2.30) 
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 Тогда уравнение движения можно представить в виде 

2321
2

1 3

u



 


 

 
,                                                         (2.31) 

где компоненты напряжений 
21  и 

23  связаны с перемещением 2u  по обычным 

формулам: 
2

21

1

u
 







, 

2
23

3

u
 







. 

 Граничные условия с учетом поверхностных эффектов будут иметь вид:  

                                     21
21 2 2

1

s
su f


 




   


 , 

3
2

h
   ,                                            (2.32)   

где 
21

s  – поверхностные напряжения, а s  – поверхностная плотность, причем 

2 3

2

3

, ,

0, .

f a
f

a








 

 


                                                               (2.33) 

Для 
21

s  и 2u  справедлив закон Гука 
2

21

1

s s u
 







 (поверхностный), где s – 

поверхностный модуль упругости.  

В данной главе будут рассматриваться два типа граничных условий. Если 

2 2 2f f f   , то имеем симметричный случай, принятый в этом параграфе, а если  

2 2f f   , то антисимметричный случай, принятый в следующем параграфе. 

Рассмотрим задачу о действии сосредоточенного осциллирующего источника, 

который движется вдоль 1O  со скоростью w : 

     2 2 1 3 1, , expf f f w i         .                                       (2.34) 

Выше было отмечено, что для задач В удобно также рассматривать подвижную 

систему 1 2 3Oх х х , которая перемещается относительно 1 2 3O    со скоростью движения 
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нагрузки w . Пусть t  – время в системе 1 2 3Oх х х . Тогда системы 1 2 3Oх х х  и 1 2 3O    

связаны соотношениями: 

1 1х w   , 
2 2х  3 3х  , t  ,                                       (2.35) 

j jх

 


 
,     

1

t w
х




   


.                                         (2.36) 

Будем предполагать наличие режима установившихся колебаний, при действии 

источника (2.34) для антиплоской задачи в системе координат 1 2 3Oх х х
 
(2.35): 

 2 1 2( , ) expu v х x i t .                                                          (2.37) 

Рассмотрим сначала симметричную задачу. В (2.31), (2.32) перейдем к подвижной 

системе  (2.35) 1 2 3Oх х х ,  для компоненты v  будем иметь следующую краевую задачу: 

2
2 2

2 2

1 3 1

v v
i w v

х х х
  
     

     
    

,                                 
           

 (2.38) 

2
2

2

1 3 1

( )s sv v
i w v f

х х х
   

  
    

  
,  3

2

h
х   .                                  (2.39) 

Для выделения единственного решения используем ППП [127], согласно которому 

перейдем к   - задаче, заменив   на i    , 0 1 , v  на v .   По ППП под 

решением (2.38), (2.39) будем понимать 
0

limv v


 . 

Перейдем к безразмерным координатам: /i ix x h , /v v h , 1  , 

/h c  , /c   , 1c  , 1  , / ( )s s h   , 2 / ( )s sc h   , /f f  . 

Далее знак тильда будем опускать. В безразмерных координатах задачу (2.38), (2.39) 

запишем в виде: 

2
2 2

2 2

1 3 1

v v
i w v

х х х


   
   

   
,                                                 (2.40) 
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2
2

2

1 3 1

( )s sv v
i w v f

х х х
  

  
    

  
,  3

1

2
х   .                              (2.41) 

Для нахождения решения (2.40), (2.41) для ε – задачи применим стандартную 

технику  преобразования Фурье по бесконечно протяженной координате 1x : 

        3 1 3 1 1

1
, , exp

2
V х v х х i х dх  







  ,                                     (2.42) 

тогда система примет вид:  

  

2
2

2

3

0
V

V
х


 


 


,                                                               (2.43) 

 2 2

3

s sV
V V F

х


     


     


,  3

1

2
х   ,                              (2.44) 

где  
2 2

    , w     ,      1 1 1exp

a

a

F f х i х dх 


  . 

 Общее решение дифференциального уравнения (2.43) будем искать в виде 

   3 3сh shV А х В х     , где 
2 2

    . 

Находя неизвестные коэффициенты из граничных условий (2.44), получим: 

 

 2 2sh сh
2 2

s s

F
A

 
 



 
   


   

     
   

,  0В  .                             (2.45) 

Тогда решение ε – задачи будет иметь вид: 

 3
1 3 1 1

2 2

( )ch( )1
( , ) exp

2
sh( ) ch( )( )

2 2

s s

F х
v х х i х dx


 
 

 


 
   




 

  
 .        (2.46) 

Обычно дисперсионное уравнение записывают без поглощения и, следовательно, 

дисперсионное уравнение для симметричной антиплоской задачи можно записать в виде:  
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( , ) 0B

sD     ,                                                        (2.47) 

где    2 2, sh ch
2 2

B s s

sD
 

     
   

      
   

.  

 Пусть в  (2.46) 1x a . Так как подынтегральная функция не имеет точек ветвления, 

то решение можно найти в результате применения методов функции комплексного 

переменного в виде суммы вычетов в корнях дисперсионного уравнения (2.47) для ε – 

задачи: 

         0 0

1 3 3 1 3 1
0

0 0

, lim exp exp
m

p p

k k k k

k k

v х x v i Y x i x i Y х i x


 



 

      ,                  (2.48) 

 
   0 0

30 0

3 0 0

chk k

k k

F x
Y Y x

A B w

 
 


,  

   3

3

chp p

k kp p

k k p p

F x
Y Y x

A B w

 
 


,                (2.49) 

 
   

2 2
0 00 0 0

0 0

0

1
sh 1 ch 2

2 2 2 2

s s

k k sk k k
k

k

A
    

 


                    
 

,                (2.50) 

   
2 2

0 00 0 0
0 0

0

1
sh 1 ch 2

2 2 2 2

s s

k k sk k k
k

k

B
   




                     
 

,               (2.51) 

   
2 2

1
sh 1 ch 2

2 2 2 2

s p s pp p p
k kp p sk k k

kp

k

A
    

 


                    
 

,               (2.52) 

   
2 2

1
sh 1 ch 2

2 2 2 2

s p s pp p p
k kp p sk k k

kp

k

B
   




                     
 

,               (2.53) 

где 0

k  и p

k  – вещественные и комплексные нули   дисперсионного уравнения (2.47) 

соответственно, Im 0p

k  ,    
2 2

0 0 0

k k k    ,    
2 2

p p p

k k k    , 0 0

k k w    , 

p p

k k w    . 

Выполняются соотношения между дисперсионными уравнениями задач A и B : 
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     , , ,B A A

s s sD D D w         ,                                    (2.54) 

где   
         – дисперсионное уравнение для случая 0w   (Задача А). С помощью 

(2.54) можно анализировать дисперсионное уравнение задачи B . Можно находить 

смещение решений дисперсионного уравнения с учетом малого трения [1]. 
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2.3. Антисимметричная антиплоская задача для полосы с поверхностными 

напряжениями при движущемся осциллирующем источнике 

 

Теперь аналогично рассмотрим антисимметричную задачу (рисунок 2.3). 

 

Рисунок 2.3. Неподвижная и подвижная системы координат и распределенные нагрузки 

для антисимметричной антиплоской задачи B для полосы 

 Переходя в (2.31), (2.32) к подвижной системе координат (2.35), для компоненты 

v  будем иметь следующую краевую задачу: 

2
2 2

2 2

1 3 1

v v
i w v

х х x
  
     

     
    

,                                     (2.55) 

2
2

2

1 3 1

s sv v
i w v f

х x х
   

   
     

   
,  

3
2

h
x   .                        (2.56) 

Для выделения единственного решения также используем ППП [127], согласно 

которому перейдем к   - задаче, заменив   на i    , 0 1 , v  на v . По ППП 

под решением (2.55), (2.56) будем понимать 
0

limv v


 . 

Будем переходить к безразмерным координатам аналогично случаю симметричной 

задачи, тогда система (2.55), (2.56) примет вид: 

 

2
2 2

2 2

1 3 1

v v
i w v

х х х


   
   

   
,                                                 (2.57) 
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2
2

2

1 3 1

( )s sv v
i w v f

х х х
  

  
    

  
,  3

1

2
х   .                              (2.58) 

 

Решения (2.57), (2.58) для ε – задачи находим методами, которые использовали для 

нахождения решения симметричной задачи. Тогда система примет вид: 

 
2

2 2

2

3

0
V

V
x


 


  


,                                                 (2.59) 

 2 2

3

3

1
,

2

s sV
V V F x

x


     


      


,                               (2.60) 

где аналогично ,w i             1 1 1exp

a

a

F f x i x dx 


  . 

Общее решение дифференциального уравнения (2.59) будем искать в виде 

3 3ch( ) sh( )V A x B x     , где 
2 2

    , а неизвестные коэффициенты будем 

находить из граничных условий (2.60). В итоге получим: 

0A ,  
 

 2 2ch sh
2 2

s s

F
B

 
 



 
   


   

     
   

.                         (2.61) 

Тогда решение ε – задачи будет иметь вид: 

 
   

 
 3

1 3 1
2 2

sh1
, exp

2
ch sh

2 2

s s

F x
v x x i х d





 
 

 
 

 
   





 
   

     
   

 .           (2.62) 

В итоге, при нулевом поглощении, дисперсионное уравнение для 

антисимметричной антиплоской задачи можно записать следующим образом:  

 , 0B

aD    ,                                                        (2.63) 
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где    2 2, ch sh
2 2

B s s

aD
 

     
   

      
   

.  

 Пусть в  (2.62) 1x a . Так как подынтегральная функция не имеет точек ветвления, 

то решение можно найти в результате применения методов функции комплексного 

переменного в виде суммы вычетов в корнях дисперсионного уравнения (2.63) для ε – 

задачи: 

         0 0

1, 3 3 1 3 1
0

0 0

lim exp exp
m

p p

k k k k

k k

v x x v i Y x i x i Y x i x


 



 

      ,              (2.64) 

 
   0 0

30 0

3 0 0

shk k

k k

F x
Y Y x

A B w

 
 


,  

   3

3

shp p

k kp p

k k p p

F x
Y Y x

A B w

 
 


,              (2.65) 

   
2 2

0 00 0 0
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0

1
ch 1 sh 2

2 2 2 2

s s

k k sk k k
k

k

A
    

 


                    
 

,              (2.66) 

   
2 2

0 00 0 0
0 0

0

1
ch 1 sh 2

2 2 2 2

s s

k k sk k k
k

k

B
   




                     
 

,             (2.67) 

   
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ch 1 sh 2

2 2 2 2

s p s pp p p
k kp p sk k k

kp

k

A
    

 


                    
 
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s p s pp p p
k kp p sk k k
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B
   




                     
 

,           (2.69) 

где 0

k  и p

k  – вещественные и комплексные нули   дисперсионного уравнения (2.63) 

соответственно, Im 0p

k  ,    
2 2

0 0 0

k k k    ,    
2 2

p p p

k k k    , 0 0

k k w    , 

p p

k k w    . 

 Также справедливы соотношения, связывающие дисперсионные уравнения задач 

A  и B : 
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     , , ,B A A

a a aD D D w         .                                 (2.67) 

Численные примеры 

 В качестве численного примера проведем исследования дисперсионных 

соотношений и волновых полей при константах материала, взятых из [128, 129],  

10 26.98 10  Н/ м   , 37000 кг/ м  , 2.5 Н/ мs   и 6 27 10  кг/ мs   . На рисунке 2.4 

проиллюстрирована взаимосвязь между безразмерными значениями волного числа   и 

частоты  . Так, на рисунке 2.4. (а) построены дисперсионные кривые для симметричного 

случая, а на рисунке 2.4. (б) – для антисимметричного. Сплошные кривые описывают 

случай без поверхностных эффектов (классический случай), а пунктирные отражают 

поверхностный эффект для слоя толщиной 10 нмh  . Для задачи В рассматривать 

дисперсионные кривые нет необходимости, так как значения   для задачи В можно найти 

как пересечения соответствующих кривых задачи А и  прямой      , 

  w     (по принципу соответствия). Такая прямая для фиксированных 

значений 10  , 0.2w   изображена на рисунке 2.4 толстой линией. 

 

Рисунок 2.4 Зависимость безразмерных волновых чисел от безразмерных частот. (а) – 

симметричный случай, (б) – антисимметричный. 
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Анализируя рисунок 2.4 можно отметить, что  для фиксированных значений 

частоты   при дозвуковом режиме движения источника при наличии поверхностных 

напряжений волновые числа   возрастают в области 0  .  

Получены аналитические формулы для нахождения частот отсечки (запирания) s

n  

(частоты, найденные для 0  ):  1 2s s

n n    , где 
n  - частоты отсечки для 

классической задачи. В случае симметричной нагрузки  2 1n n     и 

 2 1n n    для антисимметричной нагрузки. Заметим, что частоты запирания для 

случая с поверхностными эффектами уменьшаются относительно частот запирания для 

классического случая. Согласно проведенному обезразмериванию, это уменьшение 

обратно пропорционально значению h  (толщина слоя). 

Важно заметить, что для классического случая при симметричной нагрузке 

существует кривая, не обладающая дисперсией (рисунок 2.4 (а)), однако, при учете 

поверхностных эффектов, таких кривых нет. Для задач А  этот факт отмечен в работах  

[100,106]. Очевидно, что и для задач В полученные выводы будут справедливы.  

Проведен анализ асимптот дисперсионных кривых (штриховые линии на рисунке 

2.4). Для симметричной и антисимметричной задачи найдены асимптоты:    , 

которая для симметричного случая задачи А совпадает с первой дисперсионной кривой 

классической задачи, а  
s

s


 


   – новая асимптота, которая существует в задачах с 

поверхностными эффектами, согласно теории Гуртина – Мурдоха [94, 95, 101, 108].  

Для случая с поверхностными эффектами интересно исследовать свойства 

дисперсионных кривых для  различных толщин слоя. Такое исследование приведено для 

задачи А      на рисунке 2.5 (а) для симметричной нагрузки и для антисимметричной 

(б). На рисунке 2.5 показаны первые дисперсионные соотношения для различной 

толщины слоя: первая кривая  приведена для толщины 10 нм, вторая кривая – для 

толщины слоя 30 нм, третья кривая – для толщины слоя 100 нм,  а четвертая кривая для 

классического случая без поверхностных эффектов (причем значения толщины слоя 

размерные).  
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Рисунок 2.5.  Первые дисперсионные кривые для симметричной (а) и антисимметричной (б) задач 

при различных значениях толщины. 

 

Как мы и ожидали, из рисунка 2.5 видно, что с увеличением толщины полосы 

кривые при наличии поверхностных напряжений стремятся к соответствующим 

дисперсионным кривым классического случая. Когда же значения толщин полосы малы 

(для первой и второй кривых) поверхностные эффекты существенно влияют на 

дисперсионные кривые, что можно заметить при увеличении  значений   или  . 

Рисунок 2.6 иллюстрирует зависимость кривых амплитуд смещений от толщины 

слоя h  впереди источника, где значение частоты  и скорости движения источника 

соответственно равны 14   и 0,1w  . Кривые на рисунке 2.6 имеют ту же нумерацию, 

что и на  рисунке 2.5 в зависимости от толщины слоя. Отметим, что на рисунке 2.6 

показаны безразмерные значения амплитуд первой моды колебаний. 
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Рисунок 2.6.  Графики амплитуды первой моды смещений в зависимости от изменения толщины 

пластины для симметричной (а) и антисимметричной (б) задачи 

 

Для нахождения размерной амплитуды ее безразмерное значение нужно умножить 

на толщину слоя h , которая имеет разные значения для кривых на рисунке 2.6.  Поэтому 

имеет смысл анализировать относительные значения, например отношения 

     0 0 0

1 3 1 3 1/ 0Y x Y x Y   Как можно заметить из рисунка 2.6, значения  0

1 3Y x  при наличии 

поверхностных напряжений оказываются локализованными у торцов полосы 3 1 2x   , 

причем эта локализация возрастает при уменьшении толщины полосы, что обусловлено 

ростом влияния поверхностных напряжений. 

Рисунки  2.7, 2.8 для симметричного случая (рисунок 2.7) и антисимметричного 

(рисунок 2.8) иллюстрируют зависимость безразмерной амплитуды смещения (впереди 

источника (а) и позади источника (б)) от скорости перемещения нагрузки, когда значения 

толщины слоя и частоты зафиксированы ( 10 нмh   и 14  ). На рисунках 2.7, 2.8 

показаны кривые для трех различных скоростей перемещения источника. Так, сплошная 

кривая иллюстрирует случай, когда движения нет ( 0w  ), пунктирная кривая отражает 

случай, когда 0,05w  , штриховая кривая показывает случай, когда 0,1w  . Для 

исходных данных задачи, с учетом поверхностных эффектов, найдена скорость волны 

сдвига  2 0,189k 
 

(безразмерная). Так как для всех скоростей движения нагрузки, 
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выбранных на рисунках 2.7, 2.8 справедливо неравенство
2w k , то данные скорости 

являются дозвуковыми. В соответствии с терминологией из [126] при дозвуковых 

скоростях перемещения нагрузки позади источника не существуют медленные волны. 

Для симметричного случая (рисунок 2.7) с увеличением скорости движения источника 

амплитуды смещения уменьшаются впереди источника (а), в то время как позади 

источника (б) их модули увеличиваются с ростом скорости перемещения источника. 

 

Рисунок 2.7.  Графики амплитуды первой моды смещений в зависимости от изменения скорости 

источника для симметричной задачи впереди (а) и позади (б) источника  

 

Рисунок 2.8.  Графики амплитуды первой моды смещений в зависимости от изменения скорости 

источника для антисимметричной задачи впереди (а) и позади (б) источника  
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 Такие же выводы мы можем сделать и для антисимметричного случая (рисунок 

2.8): увеличение амплитуд смещений с ростом скорости впереди источника (а) и 

уменьшение позади источника (б). Анализ показал, что впереди источника волновые 

числа положительны и они увеличиваются с ростом скорости, тогда как позади источника 

отрицательные волновые числа,  и с увеличением скорости их модули уменьшаются. 

 

2.4. Выводы по главе 2 

Во второй главе диссертационной работы рассмотрены несколько задач. В параграфе 

2.1 рассмотрена антиплоская задача об установившихся колебаниях упругого изотропного 

слоя при наличии поверхностных напряжений в соответствии с моделью Гуртина-

Мурдоха.  В параграфе 2.2 изучалась симметричная антиплоская задача для изотропной 

упругой полосы с поверхностными напряжениями при движущемся осциллирующем 

источнике, а в параграфе 2.3 рассмотрена аналогичная антисимметричная задача. Для 

нахождения  решений указанных выше задач как ряды по собственным волнам 

использовалась стандартная техника, принятая для решения задач упругости. Проведено 

исследование первых дисперсионных кривых, найдены формулы для нахождения частот 

запирания. Проведен анализ изменения частот запирания в соответствии с классическими 

задачами.  Выявлены особенности при учете поверхностных эффектов. Обнаружена новая 

асимптота дисперсионных кривых. Проведенный анализ подтвердил известный вывод 

[93,97,99,100] о том, что поверхностные напряжения оказывают существенное  влияние 

лишь при значительном уменьшении толщины полосы, когда упругая полоса становится 

ультратонкой нанопленкой.  
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3. Глава 3: Плоская задача о действии осциллирующей нагрузки на 

границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных 

напряжений 

В материале данной главы используется и цитируется авторская работа [135].  

В главе рассматривается плоская задача о действии осциллирующей нагрузки на 

границе упругой изотропной нанотонкой полосы. Учет наноразмерности толщины полосы 

моделируется аналогично Главе 2 введением поверхностных напряжений по теории 

Гуртина-Мурдоха [89-91].  

 Пусть упругая изотропная область с модулями упругости   и   с плотностью   

занимает полосу 1 2 3, ,
2 2

h h
V х х х

 
            
 

.  

Пусть в плоскости 
1 2Ox x  можно рассмотреть плоскую задачу. Поле перемещений в 

таком случае будет иметь вид:  

 1 2, ,0u uu ,  1 1 1 2, ,u u x x t ,  2 2 1 2, ,u u x x t . 

Запишем уравнения движения: 

             

11 12
1

1 2

22 12
1

2 1

,

,

u
х х

u
х х

 


 


 
   


   

  

     (3.1) 

где справедлив закон Гука:   1 2
11

1 2

2
u u

х х
   

 
  

 
, 1 2

12

2 1

u u

х х
 

  
  

  
, 

 1 2
22

1 2

2
u u

х х
   

 
  

 
.  

Пусть слой V  является ультратонким. На гранях 
2 2x h   действует нагрузка: 



93 

 

2 1

2

1

, ,

0, .

f х а
f

х а




 

 


                                                             (3.2) 

В рамках модели Гуртина–Мурдоха граничные условия запишем в виде:  

                             

22 2 2

11
12 1 2

1

, ,
2

, .
2

s
s

h
f х

h
u х

х




 


   




    
                                             

    (3.3)

 

 

В граничных условиях (3.3) на границе слоя существуют поверхностные 

напряжения 
11

s  и поверхностные инерционные нагрузки, s  - поверхностная плотность. 

Выполняется  закон Гука   1
11

1

2s s s u

х
  


 


 (поверхностный), где s , 

s   - 

поверхностные упругие модули. 

Рассмотрим два случая действующих нагрузок
2f
 . Симметричный случай, когда

2 2 2f f f   , и антисимметричный при 
2 2f f   .  

Пусть нагрузка осциллирует с частотой  : 

     2 1 1, expf х t f х i t .       (3.4) 

Следовательно, при действии нагрузки (3.4) для перемещений 1u
 

и 2u  можно 

рассматривать режим установившихся колебаний:  

   1 2, expj ju v х х i t ,   1,2j  ,                                       (3.5) 

где 
1v  и 2v  - комплексные амплитуды. Запишем задачу для 

1v  и 2v , причем 

множитель  exp i t  будем опускать. 

 



94 

 

3.1. Антисимметричная плоская задача для полосы при наличии 

поверхностных напряжений 

В настоящем параграфе рассмотрим антисимметричную задачу.  

 

Рисунок 3.1. Распределенные нагрузки в антисимметричной плоской задаче для полосы 

Уравнения движения и граничные условия примут вид: 

211 12
1

1 2

222 12
2

2 1

,

,

v
х х

v
х х

 


 


 
    


    

  

     (3.6) 

22 2

22 2

211
12 1 2

1

211
12 1 2

1

, ,
2

, ,
2

, ,
2

, ,
2

s
s

s
s

h
f х

h
f х

h
v х

х

h
v х

х






  


  


 


   


 
   




    
 

                 (3.7) 

где   1 2
11

1 2

2
v v

х х
   

 
  

 
, 

1 2
12

2 1

v v

х х
 

  
  

  
,  1 2

22

1 2

2
v v

х х
   

 
  

 
. 

Отметим, что при 0s s   , 0s   задача (3.6)-(3.7) является обычной задачей о 

плоских колебаниях полосы без поверхностных эффектов, решение которой известно 
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[127, 130]. Отметим, что  поверхностные модули упругости s , 
s  и поверхностная 

плотность s  отличаются по размерности от объемных значений  ,   и  . В системе 

единиц Си величины имеют следующие измерения:   и    (Н/м
2
),   (кг/м

3
), s  и 

s  

(Н/м), а s  (кг/м
2
). Экспериментальные данные показывают, что  объемные и 

поверхностные величины можно сопоставить ( /s d  , /s d  , /s d  ), если 

характерный размер d  измеряется в нм. В данной задаче характерный размер d   - это 

толщина слоя h , тогда можно предположить, что значительное влияние поверхностных 

эффектов будет проявляться при наноразмерных толщинах слоя. 

Для выделения единственного решения задачи (3.6), (3.7) используем ППП [126], 

согласно которому перейдем к  – задаче, заменив   на i    , 0 1  , а 
1v  и 2v  

на 
1v   

и 2v   
соответственно. По ППП под решением задачи будем понимать предел 

решения  – задачи: 1 1
0

limv v 


 , 2 2
0

limv v 


 .  

Для нахождения аналитического решения аналогично Главе 2 к  – задаче 

применяем интегральное преобразование Фурье по бесконечно протяженной координате 

1x :  

     2 1 2 1 1

1
, , exp

2
j jV х v х х i х dх  







  , 1,2j  . 

Из системы (3.6), (3.7) получаем систему: 

   

   

2
2 22 1

1 12

2 2

2
2 22 1

2 22

2 2

2 ,

2 .

V V
V i V

x x

V V
i V V

x x

       

      

  
      

 


       
  

        (3.8) 
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   

   

 

 

2
1 2

2

2
1 2

2

2 21
2 1 1 2

2

2 21
2 1 1 2

2

2 , ,
2

2 , ,
2

2 , ,
2

2 , ,
2

s s s

s s s

V h
i V F х

х

V h
i V F х

х

V h
i V V V х

х

V h
i V V V х

х

    

    

      

      


     




      

         
  


 
          

   (3.9) 

где      1 1 1exp

a

a

F f х i х dх 


  . 

Для компактности индекс  будем опускать.  

Далее решение системы (3.8), (3.9) будем искать в виде: 

       1 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2ch sh ch shV A х B х A х B х       ,   

        2 3 1 2 3 1 2 4 2 2 4 2 2ch sh ch shV A х B х A х B х       ,                          (3.10) 

где 

2
2

1 2

1c


   , 

2
2

2 2

2c


   , 

1

2
c

 




 , 

2c



 . 

Подставив решения (3.10) в дифференциальные уравнения (3.8), найдем связь 

между коэффициентами iA  и iB ,
 

1, 4i  : 

1 3

1

i
B A




  , 

 
2

2 4

i
B A




  ,

 
1

3 1

i
B A




 , 

 4 2

2

i
B A




 .

                     
(3.11) 

Определив неизвестные коэффициенты iA , 1, 4i   из граничных условий (3.9), 

получим: 

1 2 0A A  , 
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 

2 2
1 1 1 2

3

ch sh
2 2

,

h h
F d

A
D

 
  

 

 
  

  ,                                      (3.12) 

 

2 1 1
1 1

4

2 ch sh
2 2

,

h h
F d

A
D

 
 

 

 
 

  ,                                     (3.13) 

где 

2
22


 


  ,   2 2

1 2s s sd        , 

  2 2 2 22 1 1 2 1 2
1 2 1 2, ch sh 4 ch sh sh sh

2 2 2 2 2 2

h h h h h h
D d

     
        

 
    

 
.    (3.14) 

Решение системы (3.10) примет вид: 

2
1 3 1 2 4 2 2

1

sh sh
ii

V A x A x


 
 

   , 

2 3 1 2 4 2 2ch chV A x A x   .                                            (3.15) 

Для нахождения решения   – задачи применим обратное преобразование Фурье: 

      

  12
1 1 2 3 1 2 4 2 2

1

1
, sh sh

2

i xii
v x x A x A x e d






  

  







 
   

 
 ,

                        

(3.16) 

    1

2 1 2 3 1 2 4 2 2

1
, ch ch

2

i xv x x A x A x e d

   








  . 

Из условия  , 0D     получим дисперсионное уравнение рассматриваемой задачи. 
 
 

Для исследования дисперсионного уравнения удобно перейти к безразмерным 

координатам: 
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1
1

v
v

h
 , 

2
2

v
v

h
 , 

1
1

x
x

h
 , 2

2

x
x

h
 , 





 , 1  , 

2

h

c


  , 

s
s

h





 , 

s
s

h





 , 1  , 

2

2

s
s c

h





 , h  , 

 

2
2

1

1

2h


 

 
 


, 2 2

2

1

h
    ,  2 2

2

1
2

h
    . 

 В безразмерных координатах (знак «тильда» далее будем опускать) дисперсионное 

уравнение симметричной задачи можно записать в виде: 

 
2

2 2 2 21 2 2 1 1 2
1 2 1 22 ch sh 4 ch sh ch ch 0

2 2 2 2 2 2

g g g g g g
g g d g       ,          (3.17) 

где 
2

2

1
2

g



 

 


, 
2 2

2g    . 

Если положить 0s  , 0s   и 0s  , то получим дисперсионное уравнение 

 
2

2 2 21 2 2 1
1 22 ch sh 4 ch sh 0

2 2 2 2

g g g g
g g      классической задачи теории упругости 

распространения сдвиговых волн в слое [127, 130]. 
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3.2. Симметричная плоская задача для полосы при наличии поверхностных 

напряжений 

 

Рисунок 3.2. Распределенные нагрузки в симметричной плоской задаче для полосы 

Рассмотрим теперь симметричную задачу (рисунок 3.2). Уравнения движения, 

определяющие соотношения  и граничные условия можно представить в виде:  

2

11,1 12,2 1

2

22,2 12,1 2

,

,

v

v

  

  

   


  
     (3.18) 

 11 1,1 2,22 v v      ,  12 1,2 2,1v v   ,  22 1,1 2,22v v      , 

22 2

22 2

2

12 11,1 1 2

2

12 11,1 1 2

, 2,

, 2,

, 2,

, 2.

s s

s s

f x h

f x h

v x h

v x h





   

   

 


   


  
    

                                    (3.19) 

Для выделения единственного решения задачи (3.18), (3.19) используем ППП [126], 

согласно которому перейдем к  – задаче, заменив в (3.18)-(3.19) вещественную частоту 

  на комплексную частоту i    , 0 1  , а 
1v  и 2v  на 

1v   
и 2v   

соответственно. 

Тогда по ППП под решением исходной задачи будем понимать предел решения  –

задачи: 1 1
0

limv v 


 , 2 2
0

limv v 


 .  

Для нахождения аналитического решения аналогично антисимметричной задаче 

применим к  –  интегральное преобразование Фурье по координате 1x :  
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     2 1 2 1 1

1
, , exp

2
j jV х v х х i х dх  







  , 1,2j  . 

Тогда из (3.18), (3.19) получим следующую систему: 

   

   

2
2 22 1

1 12

2 2

2
2 22 1

2 22

2 2

2 ,

2 .

V V
V i V

x x

V V
i V V

x x

       

      

  
      

 


       
  

            (3.20) 

   

   

 

 

2
1 2

2

2
1 2

2

2 21
2 1 1 2

2

2 21
2 1 1 2

2

2 , 2,

2 , 2,

2 , 2,

2 , 2,

s s s

s s s

V
i V F x h

x

V
i V F x h

x

V
i V V V x h

x

V
i V V V x h

x

    

    

      

      


     




       

         
  


 
          

   (3.21) 

где     1

1 1

a

i x

a

F f x e dx




  . 

Аналогично антисимметричному случаю  нижний индекс   будем опускать. 

Общее решение системы  (3.20) ищем в виде: 

1 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2ch sh ch shV A x B x A x B x       ,   

(3.22)  

 
2 3 1 2 3 1 2 4 2 2 4 2 2ch sh ch shV A x B x A x B x       ,   

где 

2
2

1 2

1c


   , 

2
2

2 2

2c


   , 

1

2
c

 




 , 

2c



 . 

Подставив решения  (3.22) в дифференциальные уравнения (3.20), найдем связь 

между коэффициентами iA  и iB ,
 

1, 4i  : 
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1 3

1

i
B A




  ,

 
2

2 4

i
B A




  , 1

3 1

i
B A




 , 4 2

2

i
B A




 .

                     (3.23)
 

Неизвестные коэффициенты iA , 1, 4i  , определяем из граничных условий (3.21). 

В результате получим: 

3 4 0A A  , 1 2 0B B  , 

 

2 2
1 2

1

sh ch
2 2

,

h h
iF d

A
D

 
  

 

 
  

  ,                                             (3.24) 

 

1 1
2 1 1

2

2 sh ch
2 2

,

h h
iF d

A
D

 
 

 

 
 

  ,                                             (3.25) 

где   

  2 2 1 2
2 1 2, ch ch

2 2

h h
D d d

 
      ,                                            (3.26) 

 
  2 2

1 2s s sd        , 2 21 2 1 2
2 1 2ch sh 4 sh ch

2 2 2 2

h h h h
d

   
     ,              (3.27) 

2
22


 


  .                                                                    (3.28) 

С учетом (3.24), (3.25)  решение  (3.22) примет вид: 

1 1 1 2 2 2 2ch chV A x A x   , 

1
2 1 1 2 2 2 2

2

sh sh
i i

V A x A x
 

 
 

  .                                         (3.29) 

Для нахождения решения ε – задачи применим обратное преобразование Фурье: 

    1

1 1 2 1 1 2 2 2

1
, ch ch

2

i xv x x A x A x e d

   








  ,                                 (3.30)
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  11
2 1 2 1 1 2 2 2 2

2

1
, sh sh

2

i xi i
v x x A x A x e d





 
  

  







 
  

 
 .                        (3.31) 

Наконец, решение исходной задачи находятся из (3.30), (3.31) с учетом (3.24)–

(3.28) путем применения методов контурного интегрирования по лемме Жордана, теории 

вычетов и выполнения предельных переходов при 0  . Поскольку подынтегральные 

выражения в (3.30), (3.31) являются мероморфными функциями, то решения будут 

представимы в виде рядов по вычетам в полюсах. Последние являются нулями 

дисперсионных уравнений   

 , 0D                   (3.32) 

где функция  ,D    определена по (3.26)-(3.28). 

Для исследования дисперсионного уравнения аналогично антисимметричной 

задаче удобно перейти к безразмерным координатам. Тогда дисперсионное уравнение 

симметричной задачи примет вид: 

 
2

2 2 2 22 1 1 2 1 2
1 2 1 22 ch sh 4 ch sh sh sh 0

2 2 2 2 2 2

g g g g g g
g g d g       ,                           (3.33) 

где 
2

2

1
2

g



 

 


, 
2 2

2g    . 

Если положить 0s  , 0s   и 0s  , то получим дисперсионное уравнение 

 
2

2 2 22 1 1 2
1 22 ch sh 4 ch sh 0

2 2 2 2

g g g g
g g      классической задачи теории упругости 

распространения сдвиговых волн в слое [127, 130]. 

В качестве численного примера проведем исследования дисперсионных 

соотношений и волновых полей при константах материала, взятых из [111]:  

922.5 10    Н/м
2
,  922.5 10    Н/м

2
, 3000   кг/м

3
, 

37 10s    Н/м, 38 10s    Н/м и 

47 10s    кг/м
2
. Пусть действующая нагрузка (3.4) является сосредоточенной, 

безразмерная амплитуда которой равна единице: 
1 1( ) ( )f x x . 
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На рисунке 3.3 постороены кривые дисперсионных соотношений (зависимость 

волного числа   и частоты  ), здесь  значения   и    являются безразмерными.  

Рисунок 3.3 (а) отражает симметричный случай, а (б) –  антисимметричный. 

Дисперсионные кривые для случая без поверхностных эффектов показаны сплошными 

кривыми (классический случай отмечен индексом “c”), а штриховые отражают случай с 

поверхностными напряжениями для полосы толщиной 10 нмh  (отмечены индексом 

“s”). Над  дисперсионной кривой надписан ее номер.  

 

Рисунок 3.3.  Дисперсионные кривые при толщине полосы 10нмh   для симметричной  (а) и 

антисимметричной  (б) задач 

 

Проанализируем частоты отсечки (частоты  , для которых 0  ) для 

симметричного и антисимметричного случаев. Для случая с поверхностными эффектами 

частоты отсечки обозначим s

n , а для классического случая – 
n . 

Сначала рассмотрим частоты запирания для симметричного случая при 0n  , 

занумерованные по возрастанию. Частоты могут размещаться в двух подмножествах:         

                                                    2l l  , 1,2,l                                                  (3.34) 

                                              
 2 1 2k k      , 1,2,k  ,                            (3.35) 

где упругие модули даны в безразмерной форме  1   .  
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Частоты запирание для рисунка 3.3 (а) принимают значения: 
1 0  , 2 3  , 

3 2  , 4 4  , из которых частоты 1 , 
3 , 

4  принадлежат первому подмножеству 

(3.34), а частота 
2  принадлежит второму подмножеству (3.35). 

Для симметричного случая аналитически найдены частоты отсечки при 

поверхностных эффектах 
s

l l l    , 1,2,l  . Если 0s  , то частоты отсечки 
s

l  

становятся меньше, чем соответствующие значения частот без поверхностных эффектов. 

Смещение l  находим в численном виде из соотношения  tg
2

sl
l l


     . Отметим, 

что найдутся частоты отсечки, которые не меняются при изменении толщины слоя. На 

рисунке 3.3 (а) видно, что частоты  1  и 
2 остаются неизменными для классического 

случая и при учете поверхностных эффектов, а частоты 
3  и 

4  в случае с 

поверхностными эффектами уменьшаются. 

Теперь рассмотрим антисимметричный случай. Для задачи без поверхностнывх 

напряжений подмножества частот запирания 0n  имеют вид:  

                                              
 2 1l l   , 1,2,l                                            (3.36) 

                                           2 2k k     , 1,2,k  .                                    (3.37) 

 Для антисимметричного случая, показанного на  рисунке 3.3 (б) видно, что частоты 

запирания 
1 0   и 4 2 3   из (3.37) не изменяются для задач с поверхностными 

эффектами, а остаются такими же как и для классической задачи. Частоты запирания 

s

l l l     (в рассматриваемом случае 
2   и 

3 3  )  из (3.36) при поверхностных 

эффектах уменьшаются на l . 

Проанализируем различие дисперсионных кривых на рисунке 3.3 с учетом 

поверхностных эффектов.  

Для кривой номер один, при фиксированном значении волнового числа, частоты 

уменьшаются значительнее при учете поверхностных эффектов, в отличие от кривых с 

номерами 2 - 4. Интересно отметить, что для симметричного случая (рисунок 3.3 (а)) 
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вторая дисперсионная кривая при учете поверхностных напряжений лежит выше кривой 

для классического случая, тогда как остальные дисперсионные кривые для задач с 

поверхностными напряжениями лежат ниже кривых для классического случая. Все 

дисперсионные кривые на рисунке 3.3 (б) для антисимметричного случая при учете 

поверхностных эффектов лежат ниже кривых для классического случая.  

 Пусть     0  , тогда, как известно,  для симметричного и 

антисимметричного случаев классической задачи существует асимптота дисперсионных 

кривых: 
1с  , где 1 1с   – скорость волны Релея (безразмерная), которую находим из 

уравнения  
 

 
2

2
2 22 4 1 1 0

2

c
с c

 

 
       

. С учетом поверхностных эффектов 

получим новую асимптоту 
2

sс  , где 2

2s s
s

s
с

 




   и  

2s s

s

  

 


 .  При исходных 

данных задачи  условие 
2s s

s

  

 


  выполено и 

2 0,002sс  . 

На рисунке 3.4 показаны первые дисперсионные кривые для разных толщин слоя h . 

Первая кривая соответствует толщине слоя 10 нм, вторая – 300 нм, третья – 1800 нм, а 

четвертая иллюстрирует случай без поверхностных эффектов. Из рисунка 3.4 можно 

сделать вывод о том, что как для симметричного, так и для антисимметричного случаев, 

при наноразмерной толщине слоя кривые значительно изменяются. А также с 

увеличением  толщины полосы кривые стремятся к соответствующим дисперсионным 

кривым классического случая. 
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Рисунок 3.4. Первые дисперсионные кривые при различных толщинах полосы: (а) – симметричная 

задача, (б)  – антисимметричная задача 

 

На рисунках 3.5 и 3.6 рассматриваются такие же толщины слоя, что и на рисунке 

3.4, с соответствующими типами пунктиров для второй и третьей дисперсионной кривой. 

 

 

Рисунок 3.5. Вторые дисперсионные кривые при различных толщинах полосы: (а) – симметричная 

задача, (б)  – антисимметричная задача 
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Отметим, что для классического случая существуют частоты отсечки, в 

окрестности которых кривизна дисперсионной ветви отрицательна, тогда дисперсионная 

ветвь располагается ниже частоты отсечки, например,  на рисунке 3.5 (а) для второй 

дисперсионной ветви симметричного случая. Тогда  можно говорить об образовании 

обратных волн в слое. При учете поверхностных эффектов кривизна всегда положительна. 

В антисимметричном случае на рисунке 3.5 (б)  обратных волн нет. 

Еще раз заметим, что в симметричном случае для второй кривой значение частоты 

отсечки не меняется для различных толщин слоя и в классическом случае (рисунок 3.5 

(а)). Также отметим, что с поверхностными эффектами для фиксированного значения 

волнового числа частоты уменьшаются для антисимметричного случая и увеличиваются 

для симметричного случая (для антисимметричного случая такое изменение значительнее) 

относительно частот классической задачи. 

 

Рисунок 3.6. Третьи  дисперсионные кривые при различных толщинах полосы: (а) – симметричная 

задача, (б)  - антисимметричная задача 

 

Однако, для третьей кривой в симметричном и антисимметричном случаях частоты 

уменьшаются относительно частот классической задачи (рисунок 3.6). 
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На рисунке 3.6  (а) для симметричного случая можно наблюдать участки, где 

кривизна становится отрицательной (толщина слоя 1800 нм и 300 нм). На рисунке 3.6. (б) 

аналогично можно проанализировать появление участков, где кривизна отрицательна (в 

классической задаче при толщине слоя 1800 нм).  

В результате вывод о том, что поверхностные эффекты проявляются для малых 

наноразмерных толщинах слоя, остается верным. Причем эти эффекты могут быть 

противоположными для антисимметричного и симметричного случаев. Для 

рассматриваемых исходных данных при толщине слоя 8000 нм происходит почти полное 

совпадение кривых с соответствующими кривыми для классического случая. 

 

3.3. Выводы по главе 3 

В главе 3 рассмотрена плоская задача о действии осциллирующей нагрузки на 

границе упругой изотропной полосы при наличии поверхностных напряжений. В 

параграфе 3.1 рассмотрена соответствующая антисимметричная задача, а в параграфе 3.2 

– симметричная.  Учет наноразмерности осуществлялся по модели Гуртина – Мурдоха, 

согласно которой на торцах полосы учитывались поверхностные напряжения и 

инерционные нагрузки.  Для нахождения решения в виде рядов по собственным волнам 

использовалась стандартная техника, включающая ППП, преобразование Фурье и методы 

контурного интегрирования. Проанализированы первые, вторые и третьи  дисперсионные 

кривые. При учете поверхностных напряжений и инерционных нагрузок обнаружен ряд 

особенностей в полученных решениях. Так, появляется асимптота у первой 

дисперсионной кривой, соответствующая поверхностной продольной волне. Существенно 

изменяются зоны наличия или отсутствия обратных волн у различных дисперсионных 

кривых. Поверхностные эффекты при фиксированных волновых числах обычно приводят 

к уменьшению собственных частот, но наблюдаются также случаи увеличения 

собственных частот. Как и в главе 2, был сделан вывод о том, что поверхностные 

напряжения и инерционные нагрузки оказывают заметное влияние только при очень 

малых наноразмерных значениях толщины полосы. 
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Заключение 

Итак, в диссертационной работе рассмотрен комплекс динамических задач теории 

упругости с усложненными свойствами, объединенных между собой действием 

осциллирующих и подвижных (кроме задачи из главы 3) источников волн. В задачах для 

безграничных сред усложненные свойства состояли в учете связанности механических и 

электрических полей (пьезоэлектрические или электроупругие среды), а в задачах для 

волноводов учитывались поверхностные напряжения и поверхностные инерционные 

нагрузки, моделирующие в рамках теории Гуртина-Мурдоха наноразмерность сечения 

волновода. 

Основные результаты и выводы диссертационной работы можно сформулировать 

следующим образом. 

1) Изучены антиплоские, плоские и пространственные задачи о движении с постоянной 

скоростью осциллирующего источника в безграничной электроупругой среде. 

Установлены свойства плоских волн и поверхностей фазовых скоростей, 

медлительностей и групповых скоростей. С использованием интегрального 

преобразования Фурье получены ФР (функции Грина) в интегральных формах, 

пригодные для различных режимов движения, выделены динамические и 

квазистатические составляющие решений. Построены асимптотики дальних полей по 

методу стационарной фазы, проведен кинематический и энергетический анализ 

решений. Представлены компактные формулы для вектора потока энергии для 

подвижного и неподвижного наблюдателей. Отмечено, что в дальней зоне волновые 

поля разделяются на отдельные волны по кинематике и энергетике. 

2) Из анализа ФР задач электроупругости при подвижных осциллирующих возмущениях 

сделаны выводы о влиянии движения источника на свойства волновых полей в 

дальней зоне: изменения зон распространения волн и их числа, появление быстрых и 

медленных волн, а также перенос медленными волнами отрицательной энергии, 

измеренной подвижным наблюдателем, при транс и сверхсейсмических движениях. 

3) Получены решения симметричных и антисимметричных антиплоских задач для 

упругой полосы с поверхностными напряжениями при движущихся осциллирующих 

источниках в виде рядов по собственным волнам, изучены дисперсионные 
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соотношения и построены графики распределения амплитуд перемещений по 

толщине. Проведен анализ характеристик решений в зависимости от толщины полосы 

и скорости движения источника.  

4) Получены решения симметричных и антисимметричных плоских задач для упругой 

изотропной нанотонкой полосы при действии на ее границе осциллирующей нагрузки 

в виде рядов по собственным волнам. На конкретном примере были исследованы 

первые дисперсионные кривые, дан анализ поведения частот запирания, изменения 

волновых чисел и зон существования обратных волн при варьировании наноразмерных 

толщин упругой полосы.  

5) Проведенные исследования для упругой полосы подтвердили известное заключение, 

что поверхностные напряжения и инерционные нагрузки оказывают существенное 

влияние лишь при очень малых толщинах полосы. 
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