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1 Введение

В диссертационной работе вводятся и изучаются весовые простран-

ства аналитических функций со смешанной нормой, определенные

в терминах преобразования Фурье (Меллина) в трех случаях (по-

становках). Эти три случая фактически характеризуются тремя

типами гиперболической геометрии в единичном диске и связанны-

ми с ними системами координат - эллиптической, параболической

и гиперболической. Первая описывается с точностью до автомор-

физма диска полярными координатами в единичном диске, а вто-

рая и третья - после конформного отображения на полуплоскость

(для простоты восприятия) - преобразуются в декартовы и поляр-

ные координаты на полуплоскости, соответственно. Таким образом,

рассматриваются пространства на единичном диске со смешанной

нормой, связанной с полярными координатами, и на верхней полу-

плоскости со смешанной нормой, связанной с декартовыми и так-

же с полярными координатами. Учитывая указанную выше моти-

вацию, эти три случая будем описывать как эллиптический, па-

раболический и гиперболический. В указанных пространствах со

смешанной нормой рассматриваются оператор Бергмана, а также

операторы Теплица со специальными символами, также связанны-

ми с соответствующей геометрией.

Пространства аналитических 𝑝 - интегрируемых функций на

единичном диске или полуплоскости получили широкое распро-

странение в анализе, и результаты, касающиеся функциональных

свойств этих пространств и действия некоторых операторов в этих

пространствах, в настоящее время являются классическими и со-

ставляют существенную часть ряда учебников по теории функций

и теории операторов в комплексном анализе. В частности, опера-
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торы с каноническими ядрами, теплицевы операторы, алгебры та-

ких операторов в пространствах аналитических функций широко

изучаются в рамках современной теории функций и теории опе-

раторов. Не претендуя на полный обзор, мы ссылаемся на книги

[10, 11, 12, 36, 38, 39].

Весовые классические пространства аналитических функций

в диске и на полуплоскости, со специальным выбором веса, согласо-

ванным с геометрией пространства, также получили особое внима-

ние в связи с изучением специальных классов операторов Теплица

в таких пространствах, см. цикл статей [1, 17, 18, 19, 20] и книгу

[36].

Остановимся подробнее на этих исследованиях, поскольку они

послужили мотивацией к исследованиям в данной диссертацион-

ной работе. В серии статей [1, 17, 18, 19, 20] была построена общая

теория некоторых классов операторов Теплица со специальными (в

общем случае неограниченными) символами в (весовых) гильберто-

вых пространствах аналитических функций (типа Бергмана), свя-

занных с тремя типами гиперболической геометрии в единичном

диске (эллиптическим, параболическим и гиперболическим типа-

ми геометрии). Разработанные методы и подходы эффективно ра-

ботают в случае «плохого» поведения символа оператора Теплица

(неограниченность, осцилляция при приближении к границе). Эти

подходы основаны на изучении структурных свойств соответству-

ющих функциональных пространств и на специальной характери-

зации функций из этих пространств. Авторы использовали переход

к образам Фурье для конструктивного описания подкласса анали-

тических функций, а также для характеристики спектра соответ-

ствующего оператора Теплица в каждом из трех упомянутых ранее

случаев. Повторим, что это эффективно работает исключительно
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в случае гильбертова пространства, когда переход к образам Фу-

рье обоснован равенством Парсеваля. Наиболее полно эта теория

и некоторые дальнейшие аспекты отражены в книге [36]. Данные

исследования относятся к случаю не смешанной (весовой) 𝐿2 нор-

мы. Собственно, сама идея связать геометрию пространства и раз-

личные системы координат с исследованием определенных классов

операторов Теплица была предложена Н.Василевским, и им, вместе

с соавторами и учениками, был решен целый ряд фундаментальных

задач в данном контексте, см. подробнее книгу [36].

Одним из дальнейших обобщений теории аналитических функ-

ций в диске и на полуплоскости является рассмотрение (весовой)

смешанной нормы. Прежде всего, в литературе изучается инте-

гральная смешанная норма, мы ссылаемся на книгу [21] и неко-

торые более ранние статьи [15, 16] (см. также саму книгу [21] для

дополнительных ссылок и исторического обзора).

Использование смешанной нормы при определении пространств

функций обусловлено тем, что зачастую имеется необходимость

характеризовать поведение функций с использованием различных

норм по различным координатным направлениям в диске или по-

луплоскости.

С точки зрения теории функций комплексного переменного,

введение смешанной нормы более чем оправдано тем, что часто воз-

никает необходимость "измерить"поведение аналитической функ-

ции только при приближении к границе, скажем, в ортогональном

направлении, а также измерить это поведение по некоторой специ-

альной норме (которая может отличаться от нормы, используемой

в другом направлении).

В современном анализе развивается также подход введения

смешанной нормы так, что измеряются не сами функции, а их об-
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разы Фурье по одной из переменных, которая, фактически, «от-

вечает» за аналитичность. Наиболее прозрачно эта ситуация про-

является в единичном диске. Он был реализован в ряде статей

[22, 23, 24, 25, 28, 29], и были рассмотрены различные нормы, вклю-

чая норму переменного пространства Лебега, Морри, Орлича, раз-

личные комбинации таких норм, и были показаны различные эф-

фекты, возникающие из такого разнообразия норм - см. более по-

дробную информацию в указанных выше статьях.

Таким образом, в отличие от большинства работ, имеющихся

в настоящий момент по пространствам аналитических функций со

смешанной нормой (см. книгу [21] и ссылки в этой книге), здесь ис-

пользуется подход, при котором смешанная норма берется от обра-

за Фурье аналитической функции. То есть, пространства функций

определяются в терминах принадлежности образа (Фурье) некото-

рому пространству со смешанной нормой.

Этот подход не является новым в литературе, но примени-

тельно к пространствам аналитических функций он начал разви-

ваться сравнительно недавно - в работах [6, 22, 23, 24, 25, 28, 29,

34, 35]. Преимущество такого подхода в первую очередь в том, что

он позволяет формулировать и доказывать критерии принадлеж-

ности аналитической функции соответствующему пространству в

конструктивных терминах. Здесь мы имеем в виду, в первую оче-

редь, представления типа Пэли-Винера. Он также позволяет эф-

фективно исследовать операторы Теплица со специальными симво-

лами в рамках таких новых пространств и фактически развивать

и обобщать результаты, полученные ранее для случая гильберто-

вых пространств. Обратим внимание, что развитие общей теории,

разработанной в [27, 30], также представляет интерес в этой новой

постановке.

7



Ситуация единичного диска имеет определенное преимуще-

ство в виде разложения аналитической функции в ряд Тейлора,

сходящийся во всех точках диска. Именно благодаря этому можно

однозначно и явно характеризовать аналитические функции из та-

ких новых пространств, определенных в терминах коэффициентов

Фурье, см. вышеупомянутые ссылки для более подробной инфор-

мации.

До недавнего времени такое исследование не представлялось

возможным в случае полуплоскости и смешанной нормы, связанной

с декартовыми или полярными координатами. Основной вопрос со-

стоит в том, как конструктивно описать аналитические функции в

верхней полуплоскости, преобразования Фурье которых берутся из

некоторых пространств со смешанной нормой. Недавно эта зада-

ча была решена в общем виде в [8], что открыло путь к изучению

широкого класса функциональных пространств со смешанной нор-

мой на верхней полуплоскости, по аналогии со случаем единичного

диска.

Результаты во всех трех случаях представлены согласно од-

ной схеме, однако эллиптический случай все-таки отличается от

двух других. В этом случае мы не опираемся на общую теорию из

работы [8]. Определение нового пространства со смешанной нормой

дается, как и в двух других случаях, в терминах обобщенных функ-

ций, но фактически напрямую, используя технику гармонического

анализа и анализа Фурье периодических функций. Это значительно

упрощает изложение, однако для этого нам необходимо требовать

некоторое дополнительное условие, которое тем не менее не вли-

яет на основной объект изучения в диссертации в эллиптическом

случае- подробнее см. замечание 2.1. Результаты диссертационной

работы представлены в [6, 9, 28, 31, 34, 35].
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Перейдем к изложению результатов диссертации по главам.

В первой главе диссертации рассматривается модельная си-

туация эллиптической геометрии - полярные координаты в дис-

ке и, согласно этой системе координат, вводится смешанная норма

в классе измеримых на диске функций (распределений). Именно,

обобщенные коэффициенты Фурье 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑟) функции 𝑓 (распре-

деления) предполагаются принадлежащими некоторому (общему)

банахову пространству 𝑋 на интервале (0, 1) (как функции аргу-

мента 𝑟) при каждом 𝑛 и далее ряд
∑︀

𝑛∈Z ‖𝑓𝑛‖
𝑞
𝑋(𝐼)

предполагает-

ся сходящимся. Таким образом, определяется пространство со сме-

шанной нормой ℒ𝑞;𝑋(D), где норма (смешанная норма) вводится

как

‖𝑓‖ℒ𝑞;𝑋(D) =

(︃∑︁
𝑛∈Z

‖𝑓𝑛‖𝑞𝑋(𝐼)

)︃1
𝑞

, 1 ⩽ 𝑞 <∞.

Подпространство аналитических функций 𝒜𝑞;𝑋(D) состоит толь-

ко из тех функций 𝑓 ∈ ℒ𝑞;𝑋(D), которые аналитичны в D.
Мотивация данного определения, равно как и аналогичных

определений в двух других главах, состоит в том, что в случае

гильбертова пространства 𝐿2(D) благодаря равенству Парсеваля

мы имеем тождество

‖𝑓‖𝐿2(D) =

(︃∑︁
𝑛∈Z

‖𝑓𝑛‖2𝐿2(𝐼,2𝑟𝑑𝑟)

)︃1
2

.

Таким образом, в случае 𝑋(𝐼) = 𝐿2(𝐼, 2𝑟𝑑𝑟) и 𝑞 = 2 пространство

ℒ𝑞;𝑋(D), естественно, совпадает с 𝐿2(D) и соответствующее анали-

тическое подпространство 𝒜𝑞;𝑋(D) есть классическое пространство

Бергмана 𝒜2(D), изученное, как уже было отмечено, в работах мно-

гих авторов.

Случай единичного диска и полярных координат обладает пре-
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имуществом по сравнению с двумя другими в виде наличия разло-

жения аналитической функции в ряд Тейлора, сходящийся в диске.

Это позволяет однозначно охарактеризовать коэффициенты Фурье

для аналитических функций и конструктивно описать простран-

ство 𝒜𝑞;𝑋(D).

Указанное выше также позволяет решить ряд задач методами

классического гармонического анализа и изучить пространства в

наиболее общей постановке.

Фактически, первая глава состоит из двух частей. В первой

части мы доказываем общие факты в случае, когда 𝑋(𝐼) - про-

извольное банахово пространство, являющееся подпространством

𝐿1
𝜆(𝐼), 𝜆 > −1 ( пространство измеримых по Лебегу функций ин-

тегрируемых с весом (1−𝑟2)𝜆 на интервале 𝐼 = (0, 1) ), а во второй

мы детально рассматриваем ситуацию весового лебегова простран-

ства 𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼), 1 ⩽ 𝑝 < ∞. Эта схема в той или иной мере

повторяется в двух других главах.

Итак, перечислим некоторые основные результаты первой гла-

вы. В случае, когда 𝑋(𝐼) - произвольное банахово подпростран-

ство 𝐿1
𝜆(𝐼), упомянем прежде всего следующее достаточное условие

ограниченности проектора Бергмана :

Теорема 1.1 (Теорема 2.7 ) Пусть 1 ⩽ 𝑞 <∞, 𝜆 > −1 и 𝑋(𝐼) ⊆
𝐿1
𝜆(𝐼). Пусть имеет место условие

𝑛𝜆+1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑛𝑔(𝑡)(1− 𝑡)𝜆𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼) ⩽ 𝐶‖𝑔‖𝑋(𝐼), (1.1)

𝑛→ ∞, 𝑔 ∈ 𝑋(𝐼).

Тогда оператор 𝐵(𝜆)
D ограничен как проектор из ℒ𝑞;𝑋(D) на 𝒜𝑞;𝑋(D).

Отметим также, что в безвесовом случае этот результат дока-

зан в [24]. Однако весовой случай также позволяет получить более

общие результаты, как, например, теорема 2.10.
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Для функции 𝑎 = 𝑎(𝑟) (здесь 𝑟 = |𝑧|) рассмотрим оператор

Теплица, не обязательно ограниченный, но формально определен-

ный следующим образом:

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓(𝑧) = 𝐵

(𝜆)
D 𝑎𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ D.

Удается установить критерий ограниченности и компактности опе-

ратора Теплица с радиальным символом в 𝒜𝑞;𝑋(D):

Теорема 1.2 (Теорема 2.13) Пусть 1 ⩽ 𝑞 <∞, 𝜆 > −1. Функция

𝑎 ∈ 𝐿1
𝜆(𝐼). Имеют место следующие утверждения.

1. Оператор 𝑇 (𝜆)
𝑎 ограничен на 𝒜𝑞;𝑋(D) если и только если по-

следовательность

𝛾𝑎,𝜆(𝑛) =
1

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝜏2𝑛𝑎(𝜏) (1− 𝜏2)𝜆2𝜏 𝑑𝜏, 𝑛 ∈ Z+

ограничена.

2. Оператор 𝑇 (𝜆)
𝑎 компактен на 𝒜𝑞;𝑋(D) если и только если

𝛾𝑎,𝜆(𝑛) → 0, 𝑛→ ∞.

3. Спектром ограниченного оператора Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 является

множество {𝛾 ∈ C : 𝛾 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+} и его существен-

ный спектр совпадает с замыканием этого множества:

ess-sp𝑇 (𝜆)
𝑎 = {𝛾 ∈ C : 𝛾 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+}.

Далее, во второй части первой главы рассматривается кон-

кретный случай 𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼) и соответствующие весовые про-

странства со смешанной нормой. Для упрощения обозначений мы

пишем ℒ𝑞,𝑝𝜆 (D) вместо символа ℒ𝑞;𝐿
𝑝
𝜆(𝐼)

𝜆 (D). То же самое касается и

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D). Здесь 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1.
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В серии теорем 2.16, 2.17, 2.18, 2.20, 2.21, 2.22 получена ха-

рактеризация функций из 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) в различных терминах, вклю-

чая эквивалентные нормы, вложение в пространство типа Харди (и

наоборот) и в пространство Флетта со смешанной (интегральной)

нормой, и также само пространство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) описано как образ при

действии оператора дробного дифференцирования от другого про-

странства. Приведем в качеcтве примера два из указанных выше

результатов.

Cимволом 𝐻𝑝(D) обозначаем класс Харди, а символом →˓ -

непрерывное вложение. Справедлив следующий результат типа Хар-

ди - Литтлвуда:

Теорема 1.3 (Теорема 2.17) Пусть 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1.

1. Пусть 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 2. Тогда 𝐻𝑞(D) →˓ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D), 𝑞(1 + 1+𝜆

𝑝 ) ⩾ 2;

2. Пусть 2 ⩽ 𝑞 <∞. Тогда 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) →˓ 𝐻𝑞(D), 𝑞(1 + 1+𝜆

𝑝 ) ⩽ 2.

Для дальнейшего исследования мы будем использовать про-

изводную (или композицию) по Адамару. В интегральной форме

этот оператор записывается в виде:

𝐷𝛼𝑔(𝑧) =
Γ(1 + 𝛼)

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=𝑟

𝑔(𝑢)(︀
1− 𝑧

𝑢

)︀1+𝛼 𝑑𝑢𝑢 , |𝑧| < 𝑟 < 1, 𝛼 ≥ 0,

Γ(𝑥) обозначает Гамма-функцию.

Получаем следующий результат о представлении функции из

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) в виде дробной производной от аналитической функции с

коэффициентами Тейлора, образующими последовательность в 𝑙𝑞+.

Теорема 1.4 (Теорема 2.20) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Каж-

дая аналитическая функция 𝑓 ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) имеет вид

𝑓 = 𝐷𝜆+1
𝑝
ℎ
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с некоторой аналитической функцией ℎ(𝑧) =
∑︀

𝑛∈Z+
ℎ𝑛𝑧

𝑛, такой,

что {ℎ𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+.

Случай 𝑞 = 2 представляет особый интерес, а именно:

𝒜2,𝑝
𝜆 (D) = 𝒟𝜆+1

𝑝
(𝐻2(D)).

В заключение заметим, что из уже упомянутой теоремы 2.22 о

вложении в пространство Флетта со смешанной нормой следует, что

по крайней мере для 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 2 функции в наших пространствах ре-

гулярны в том смысле, что они имеют конечную смешанную норму

типа Лебега.

Отметим, что в диссертационной работе особое внимание уде-

ляется построению явного вида изометрических изоморфизмов, ха-

рактеризующих функции из рассматриваемых пространств в тер-

минах типа Пэли-Винера. В первой главе соответствущий результат

(теорема Пэли-Винера) имеет вид:

Теорема 1.5 (Теорема 2.33) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Изо-

метрический изоморфизм

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝑅0 : 𝑙
𝑞
+ −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (D)

определяется соотношением

𝑅−1
𝜆 : {𝑐𝑛}𝑛∈Z+

−→
∑︁
𝑛∈Z+

𝑐𝑛𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑧
𝑛.

Обратный изоморфизм 𝑅𝜆 : 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) −→ 𝑙𝑞+ имеет вид

𝑅𝜆 : 𝜙(𝑧) −→
{︂
𝑑𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑛)

∫︁
D
𝜙(𝑧)𝑧 𝑛 |𝑧|𝑛(𝑝−2)dA𝜆(𝑧)

}︂
𝑛∈Z+

=

=

{︂
1

𝜋
𝑑𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑛)

∫︁ 1

0

∫︁
T
𝜙(𝑟𝑡)𝑡−𝑛𝑟𝑛(𝑝−1)+1𝜈𝜆(𝑟)𝑑𝜎(𝑡)𝑑𝑟

}︂
𝑛∈Z+

.

Здесь dA𝜆(𝑧), 𝑑𝜆,𝑝(𝑛) и 𝜈𝜆(𝑟) определяются формулами (2.2), (2.18)

и (2.20) соответственно.
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Во второй главе диссертации рассматривается ситуация, когда

образ Фурье аналитической функции по первой переменной при-

надлежит пространству функций со смешанной нормой, определен-

ной в соответствии с декартовыми координатами на полуплоскости.

Символом 𝐶∞
𝑐 (R+) будем обозначать класс бесконечно диф-

ференцируемых функций с компактным носителем в R+.

Пусть𝑋(R+) — комплексное банахово пространство распреде-

лений на R+, равномерно вложенное в пространство распределений

𝐶∞
𝑐 (R+)

′.

Определим нормированное пространство

𝐿𝑞;𝑋(Π) =
{︀
𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1

loc(R, 𝑋(R+)) ‖𝜙(𝑥, ·)‖𝑋(R+) ∈ 𝐿𝑞(R)
}︀
,

‖𝜙‖𝐿𝑞;𝑋(Π) = ‖‖𝜙‖𝑋(R+)‖𝐿𝑞(R), 1 ≤ 𝑞 <∞.

Мы интерпретируем 𝜙 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Π) как распределения 𝜙(𝑥, 𝑦)

на Π (см. ниже), такие, что отображение 𝑥 ↦→ 𝜙(𝑥, ·) есть R →
𝑋(R+), а отображение 𝑥 ↦→ ‖𝜙(𝑥, ·)‖𝑋(R+) принадлежит простран-

ству 𝐿𝑞(R).

Более того, по лемме 5 из [8] мы имеем непрерывное вложение

𝐿𝑞;𝑋(Π) →˓ 𝒟𝑡(Π)
′

в пространство распределений 𝒟𝑡(Π)
′, которые являются "умерен-

ными"по первой переменной. Точнее,

𝒟𝑡(Π) = 𝒮(R) ̂︀⊗𝐶∞
𝑐 (R+)

является тензорным произведением двух ядерных пространств: про-

странства функций Шварца на R и пространства тестовых функ-

ций на R+. Проще говоря, 𝒟𝑡(Π) — это пространство гладких функ-

ций, которые быстро убывают по переменной 𝑥 и имеют компакт-

ный носитель по переменной 𝑦. Соответственно, 𝒟𝑡(Π)
′ — это двой-

ственное пространство распределений, которые умеренны по пере-

менной 𝑥.
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Пространство со смешанной нормой ℒ𝑞;𝑋(Π), 1 ⩽ 𝑞 <∞, вве-

дем как пространство распределений 𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)
′ таких, что (обоб-

щенное) преобразование Фурье по первой переменной ̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, 𝑦),

рассматриваемое как отображение 𝜉 ↦→ ̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, ·), является локаль-

но интегрируемой по Бохнеру функцией

̂︀𝑓𝑥→𝜉 : R → 𝑋(R+),

и следующая норма конечна:

‖𝑓‖ℒ𝑞;𝑋(Π) =

(︃∫︁
R

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, ·)

⃦⃦⃦⃦𝑞
𝑋(R+)

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

=

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̂︀𝑓𝑥→𝜉

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑞;𝑋(Π)

.

Другими словами,

ℒ𝑞;𝑋(Π) =
{︁
𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)

′ ̂︀𝑓𝑥→𝜉 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Π)
}︁
.

Следующая общая теорема является ключевой и дает понимание

природы введенных пространств.

Теорема 1.6 (Теорема 3.1) Пусть 1 ⩽ 𝑞 < ∞. Пространство

ℒ𝑞;𝑋(Π) является нормированным векторным пространством, непре-

рывно вложенным в 𝒟𝑡(Π)
′ и изометрически изоморфным 𝐿𝑞;𝑋(Π)

посредством преобразования Фурье по первой переменной:

1√
𝜋
𝐹 ⊗ 𝐼 : ℒ𝑞;𝑋(Π) → 𝐿𝑞;𝑋(Π).

Теперь перейдем к конкретной ситуации, когда

𝑋(R+) = 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1.

При указанном выборе 𝑋(R+) будем обозначать

ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ℒ𝑞;𝑋(Π), 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) = 𝐿𝑞;𝑋(Π),
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в смысле определений, данных выше. Таким образом,

𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) =

{︂
𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1

loc(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥)

‖𝜙(𝑥, ·)‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦) ∈ 𝐿𝑞(R)

}︂
,

‖𝜙‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖‖𝜙‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)‖𝐿𝑞(R), 1 ≤ 𝑞 <∞.

Мы интерпретируем 𝜙 ∈ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) как распределения 𝜙(𝑥, 𝑦) на Π

задаваемые отображениями 𝑥 ↦→ 𝜙(𝑥, ·), действующими между

R → 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦),

и такими, что отображения

𝑥 ↦→ ‖𝜙(𝑥, ·)‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)

принадлежат 𝐿𝑞(R).

Пространство аналитических функций со смешанной нормой

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) = Hol(Π) ∩ ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π)

фактически является основным объектом нашего исследования во

второй главе. В этой определенной ситуации результаты статьи [8]

конкретизируются , а также формулируются и доказываются более

точные утверждения.

Прежде всего, отметим следующий результат:

Теорема 1.7 (Теорема 3.2) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Нор-

мированное подпространство аналитических функций 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) ⊂

ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) является полным.
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Введем оператор

𝑈1,𝜆 : ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π), 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1,

действующий посредством преобразования Фурье по первой пере-

менной по правилу:

𝑈1,𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) =
1√
𝜋
̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, 𝑦).

Пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) определим как замыкание подпростран-

ства пространства функций 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜙 ∈ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π), для которых

справедливо

𝑈1,𝜆
𝜕

𝜕𝑧
𝑈−1
1,𝜆𝜙 =

𝑖

2

(︂
𝑥+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝜙 = 0

в слабом смысле (в смысле 𝒟𝑡(Π)
′ -распределений). Оказывается,

что 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) изометрически совпадает с нашим исходным простран-

ством 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π), таким образом, получаем следующую характериза-

цию функций из пространства 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) :

Теорема 1.8 (Теорема 3.4) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Суже-

ние изометрического изоморфизма 𝑈1,𝜆 на пространство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π)

является изометрическим изоморфизмом между 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) и 𝒜𝑞,𝑝

1,𝜆(Π),

то есть

‖𝑓‖ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π).

В теореме 3.5 установлен изометрический изоморфизм про-

странства ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) на пространство 𝐿𝑞,𝑝(Π), при котором проектор

Бергмана эквивалентен оператору 𝜒+𝐼 ⊗ 𝑃0, где 𝑃0 одномерный

проектор пространства 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦) на 𝐿𝑝0(R+, 𝑑𝑦) (одномерное под-

пространство 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦), порожденное элементом ℓ0,𝑝(𝑦) = 𝑒−
𝑦
𝑝 .)

Далее мы устанавливаем изометрический изоморфизм между

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) и 𝐿𝑞(R+) с помощью некоторых явных операторов типа
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Фурье. Этот результат является аналогом (обобщением) теоремы

Пэли-Винера для нашей ситуации.

Теорема 1.9 (Теорема 3.10) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Изо-

метрический изоморфизм

𝑅−1
𝜆 : 𝐿𝑞(R+) −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π)

определяется равенством

(𝑅−1
𝜆 𝜙)(𝑧) =

𝑝
𝜆+1
𝑝

√
2 𝑝
√︀

2𝜆Γ(𝜆+ 2)

∫︁
R+

𝜙(𝜉)𝜉
𝜆+1
𝑝 𝑒𝑖𝜉𝑧𝑑𝜉, (1.2)

где Γ(𝑥) обозначает Гамма-функцию.

Обратный изоморфизм

𝑅𝜆 : 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞(R+)

имеет вид:

(𝑅𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜒+(𝑥)
1√
2
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥)

∫︁
∏︀ 𝑓(𝜔)𝑒−𝑖𝑥𝜔𝑒−𝑥(𝑝−2)Re𝜔𝑑𝜈𝜆(𝜔)

= 𝜒+(𝑥)
𝜆+ 1√

2
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥) ×

×
∫︁
R

∫︁
R+

𝑓(𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−𝑖𝑥(𝜉−𝑖𝜂)𝑒−𝑥(𝑝−2)𝜉 1

𝜋
(2𝜂)𝜆𝑑𝜂𝑑𝜉, (1.3)

где 𝜃𝜆,𝑝(𝑥) задается формулой (3.8), 𝑑𝜈𝜆(𝜔) =
(𝜆+1)
𝜋 (2𝜂)𝜆𝑑𝜂𝑑𝜉.

Как следствие, получим описание норм функций из простран-

ства 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) :

Теорема 1.10 (Теорема 3.11) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1, 𝑓 ∈
𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π). Тогда

‖𝑓‖ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑅𝜆𝑓‖𝐿𝑞(R+).
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Наконец, мы применяем полученные результаты к изучению

операторов Теплица с символами, зависящими от вертикальной пе-

ременной в 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π). Это иллюстрирует удобство и важность нашего

подхода.

Для 𝑑𝜈𝜆 - измеримой функции 𝑎 = 𝑎(𝑧) на Π рассмотрим опе-

ратор Теплица, не обязательно ограниченный, но формально опре-

деленный на 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) следующим образом:

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓 = 𝐵

(𝜆)
Π 𝑎𝑓.

Обозначим через 𝐿1
exp(R+, 𝑦

𝜆𝑑𝑦) класс функций 𝑎 = 𝑎(𝑦) та-

ких, что для любого 𝜀 > 0 выполняется условие:

𝑎(𝑦)𝑒−𝜀𝑦 ∈ 𝐿1(R+, 𝑦
𝜆𝑑𝑦).

Пусть функция 𝛾𝑎,𝜆 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑥) задается равенством:

𝛾𝑎,𝜆(𝑥) =
𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁ ∞

0

𝑎 (𝑡/𝑝) 𝑒−𝑡𝑥 𝑡𝜆𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (1.4)

а символ оператора Теплица 𝑎 = 𝑎(𝑦) принадлежит 𝐿1
exp(R+, 𝑦

𝜆𝑑𝑦).

Имеют место следующие теоремы:

Теорема 1.11 (Теорема 3.14) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Опе-

ратор Теплица 𝑇 (𝜆)
𝑎 с символом 𝑎 = 𝑎(𝑦), действующий в 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π),

посредством изометрических изоморфизмов 𝑅𝜆, 𝑅−1
𝜆 эквивален-

тен оператору умножения

𝛾𝑎,𝜆𝐼 = 𝑅𝜆𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑅−1

𝜆 ,

действующему в 𝐿𝑞(R+). Функция 𝛾𝑎,𝜆(𝑥) задается равенством

(1.4), а операторы 𝑅𝜆, 𝑅
−1
𝜆 имеют вид (1.3), (1.2) соответствен-

но.
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Теорема 1.12 (Теорема 3.15) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, функ-

ция 𝛾𝑎,𝜆 определяется равенством (1.4). Тогда имеют место сле-

дующие утверждения:

1. Оператор Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 ограничен на 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π) если и только

если функция 𝛾𝑎,𝜆 ограничена.

2. Спектром ограниченного оператора Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 является

множество

sp𝑇 (𝜆)
𝑎 = Range 𝛾𝑎,𝜆.

Конечно, можно двигаться дальше в этом направлении, изу-

чая алгебры таких операторов Теплица и другие свойства опера-

торов и пространств 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π), аналогичные классической ситуации,

см., например, [20].

В третьей главе диссертации приводятся результаты исследо-

вания в третьем случае (полярные координаты на полуплоскости).

Естественно, учитывая геометрию, мы используем преобразование

Меллина, которое в конечном счете пересчитывается в терминах

Фурье, если говорить об общем подходе, развитом в работе [8].

Именно благодаря этой работе и появилась возможность строго

обосновать определение таких новых функциональных пространств

- подробнее в разделе 4.2 .

Пусть Γ = R×(0, 𝜋) ⊂ C — (открытая) горизонтальная полоса

в комплексной плоскости, заданная точками 𝜏 = 𝜂 + 𝚤𝜃, где 𝜂 ∈ R,

𝜃 ∈ (0, 𝜋). Отображение

exp : 𝜏 ↦−→ exp(𝜏) = 𝑒𝜂+𝚤𝜃 = 𝑟𝑒𝚤𝜃 = 𝑧 ∈ Π

является биголоморфизмом.

Для каждого 𝜆 > −1 введем линейную биекцию

T𝜆 : 𝐶(Π) → 𝐶(Γ),
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полагая

(T𝜆 𝑓)(𝜏) = 𝑒(
𝜆
2+1)𝜏𝑓(𝑒𝜏 ), ∀𝜏 ∈ Γ, ∀𝑓 ∈ 𝐶(Π).

Очевидно, T𝜆 дает биекцию между голоморфными функциями,

T𝜆 : Hol(Π) → Hol(Γ).

Биекция T𝜆 связывает преобразование Меллина с преобразо-

ванием Фурье:

((𝑀 ⊗ 𝐼)𝑓)(𝜉, 𝜃) = 𝑒−𝚤𝜃(1+
𝜆
2 )((F⊗𝐼) T𝜆 𝑓)(𝜉, 𝜃),

∀(𝜉, 𝜃) ∈ Γ, ∀𝑓 ∈ 𝐶𝑐(Π),

где F : 𝐿2(R) → 𝐿2(R) - преобразование Фурье, 𝐶𝑐(Π) - множество

всех непрерывных функций с компактным носителем на Π.

Символом 𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋) обозначается класс бесконечно дифферен-

цируемых функций с компактным носителем в (0, 𝜋).

Пусть 𝑋(0, 𝜋) — комплексное банахово пространство распре-

делений на (0, 𝜋), равномерно вложенное в пространство распреде-

лений 𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋)′.

Рассмотрим сначала нормированное пространство

𝐿𝑞;𝑋(Γ) =
{︀
𝜙 ∈ 𝐿1

loc(R, 𝑋(0, 𝜋)) ‖𝜙(𝜉, ·)‖𝑋(0,𝜋) ∈ 𝐿𝑞(R)
}︀
,

‖𝜙‖𝐿𝑞;𝑋(Γ) = ‖‖𝜙‖𝑋(0,𝜋)‖𝐿𝑞(R), 1 ≤ 𝑞 <∞.

Мы будем интерпретировать 𝜙 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Γ) как распределения 𝜙(𝜉, 𝜃)

на Γ (см. ниже), такие, что отображение 𝜉 ↦→ 𝜙(𝜉, ·) есть R →
𝑋(0, 𝜋), а отображение 𝜉 ↦→ ‖𝜙(𝜉, ·)‖𝑋(0,𝜋) принадлежит 𝐿𝑞(R).

Более того, по лемме 5 из [8] имеем непрерывное вложение

𝐿𝑞;𝑋(Γ) →˓ 𝒟𝑡(Γ)
′
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в пространство распределений 𝒟𝑡(Γ)
′, которые умерены по первой

переменной. Точнее,

𝒟𝑡(Γ) = 𝒮(R) ̂︀⊗𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋)

— тензорное произведение двух ядерных пространств: простран-

ства функций Шварца на R и пространства тестовых функций на

(0, 𝜋). Проще говоря, 𝒟𝑡(Γ) — это пространство гладких функций,

которые быстро убывают по переменной 𝜉 и имеют компактный но-

ситель по переменной 𝜃. Соответственно, 𝒟𝑡(Γ)
′ — это двойственное

пространство распределений, которые умеренны по переменной 𝜉.

На верхней полуплоскости Π мы будем использовать тестовое

функциональное пространство

𝒟𝑡(Π) = T−1
𝜆 𝒟𝑡(Γ)

с индуцированной локально выпуклой топологией и его двойствен-

ное пространство распределений 𝒟𝑡(Π)
′. Показывается, что

(𝑀 ⊗ 𝐼)𝒟𝑡(Π) = 𝒟𝑡(Γ),

(𝑀 ⊗ 𝐼)𝒟𝑡(Π)
′ = 𝒟𝑡(Γ)

′. (1.5)

Введем пространство со смешанной нормой ℒ̇𝑞;𝑋(Π), 1 ⩽ 𝑞 <

∞, как пространство распределений 𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)
′, таких что (обоб-

щенное, то есть в смысле распределений) преобразование Мелли-

на по первой переменной ̃︀𝑓𝑟→𝜉 = (𝑀 ⊗ 𝐼)𝑓 , рассматриваемое как

отображение 𝜉 ↦→ ̃︀𝑓𝑟→𝜉(𝜉, ·), является локально интегрируемой по

Бохнеру функцией ̃︀𝑓𝑟→𝜉 : R → 𝑋(0, 𝜋),
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и следующая норма конечна:

‖𝑓‖ℒ̇𝑞;𝑋(Π) =

(︃∫︁
R

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̃︀𝑓𝑟→𝜉(𝜉, ·)

⃦⃦⃦⃦𝑞
𝑋(0,𝜋)

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

=

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̃︀𝑓𝑟→𝜉

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑞;𝑋(Γ)

.

Другими словами,

ℒ̇𝑞;𝑋(Π) =
{︁
𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)

′ ̃︀𝑓𝑟→𝜉 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Γ)
}︁
,

подробности см. в [8].

Аналогичным образом рассмотрим пространство

ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) =
{︁
𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Γ)

′ ̂︀𝑓𝜂→𝜉 ∈ 𝐿𝑞,𝑋(Γ)
}︁
,

где ̂︀𝑓𝜂→𝜉 = (F⊗𝐼)𝑓 — преобразование Фурье по первой переменной,

с нормой

‖𝑓‖ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) =
⃦⃦⃦⃦

1√
𝜋
̂︀𝑓𝜂→𝜉

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑞;𝑋(Γ)

.

Теорема 1.13 (Теорема 4.1) Пусть 1 ⩽ 𝑞 < ∞. Пространство

ℒ̇𝑞;𝑋(Π) является нормированным векторным пространством, непре-

рывно вложенным в 𝒟𝑡(Π)
′ и изометрически изоморфным 𝐿𝑞;𝑋(Γ)

посредством преобразования Меллина по первой переменной:

1√
𝜋
𝑀 ⊗ 𝐼 : ℒ̇𝑞;𝑋(Π) → 𝐿𝑞;𝑋(Γ).

Пространство ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) является нормированным векторным про-

странством, непрерывно вложенным в 𝒟𝑡(Γ)
′ и изометрически

изоморфным 𝐿𝑞;𝑋(Γ) посредством преобразования Фурье по пер-

вой переменной:

1√
𝜋
F ⊗ 𝐼 : ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) → 𝐿𝑞;𝑋(Γ).
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Более того,

T𝜆 : ℒ̇𝑞;𝑋(Π) → ℒ̇𝑞;𝑋(Γ)

является изометрическим изоморфизмом нормированных вектор-

ных пространств.

Теперь обратимся к конкретному случаю, выбрав

𝑋(0, 𝜋) = 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1.

При указанном выборе 𝑋(0, 𝜋) будем обозначать

ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ℒ̇𝑞;𝑋(Π), 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ) = 𝐿𝑞;𝑋(Γ),

в смысле определений, приведенных выше.

Следовательно,

𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ) = 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉)

с нормой:

‖ 𝑓 ‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ)=

(︃∫︁
R

(︂∫︁ 𝜋

0

|𝑓(𝜉, 𝜃)|𝑝 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

.

Пусть

𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) = Hol(Π) ∩ ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π)

будет множеством тех элементов ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π), которые являются анали-

тическими на Π.

Теорема 1.14 ( Теорема 4.2) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Нор-

мированное подпространство 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) ⊂ ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) является пол-

ным.

Оператор 𝑈1,𝜆 определим на функциях из ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) как резуль-

тат сопоставления

𝑈1,𝜆 : 𝑓(𝑟, 𝜃) −→
(︂

1√
𝜋

(︀
𝑀𝑟→𝜉 ⊗ 𝐼

)︀
𝑓

)︂
(𝜉, 𝜃) ∈ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ),
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где 𝑀𝑟→𝜉 - преобразование Меллина (4.1), действующее по пере-

менной 𝑟. Так что по определению

‖𝑓‖ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ).

Пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ) определим как замыкание функций 𝜙 =

𝜙(𝜉, 𝜃) из 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ), для которых справедливо равенство(︂(︂
𝑖𝜉 −

(︂
𝜆

2
+ 1

)︂)︂
𝐼 + 𝑖

𝜕

𝜕𝜃

)︂
𝜙(𝜉, 𝜃) = 0.

в слабом смысле (в смысле 𝒟𝑡(Γ)
′ распределений). Таким образом,

𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ) = {𝜙(𝜉, 𝜃) = 𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒

−(𝜉+(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃 : 𝑓(𝜉) ∈ 𝐿𝑞(R)},

где

𝜗𝜆,𝑝(𝜉) =

⃒⃒⃒
Γ
(︁
𝜆+2
2 + 𝑝𝜉𝑖

2

)︁⃒⃒⃒1
𝑝

𝑝
√︀
𝜋Γ(𝜆+ 2)

𝑒
𝜋𝜉
2 ,

Γ(𝑥) обозначает Гамма-функцию.

Теорема 1.15 (Теорема 4.4) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1. Суже-

ние изометрического изоморфизма 𝑈1,𝜆 на пространство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π)

является изометрическим изоморфизмом между 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) и 𝒜𝑞,𝑝

1,𝜆(Γ),

то есть

‖𝑓‖ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ).

И в этом случае получаем теорему типа Пэли-Винера:

Теорема 1.16 (Теорема 4.7) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Изо-

метрический изоморфизм

𝑅−1
𝜆 : 𝐿𝑞(R) −→ 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π)

определяется равенством

(𝑅−1
𝜆 𝑓)(𝑧) =

1√
2

∫︁
R

𝑧𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉.
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Обратный изоморфизм:

𝑅𝜆 : 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞(R)

определяется равенством:

(𝑅𝜆𝜙)(𝜉) =
1√
2
𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)

∫︁
Π

(𝑧)−𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝜙(𝑧)𝑒−(𝑝−2)𝜉 arg 𝑧𝑑𝜇𝜆(𝑧)

=
1√
2
𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)×

×
𝜋∫︁

0

⎛⎝∫︁
R

𝑟−𝑖𝜉+
𝜆
2 𝑒−(𝜉−(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃𝜙(𝑟𝑒𝑖𝜃)
1

𝜋
𝑑𝑟

⎞⎠ 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃,

где 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝑑𝜇𝜆(𝑧) =
1
𝜋(𝜆+ 1)𝑟2𝜆 sin𝜆 𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃.

Как следствие, получаем описание норм функций из класса 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Теорема 1.17 (Теорема 4.8) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1, 𝑓 ∈
𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π). Тогда

‖𝑓‖ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑅𝜆𝑓‖𝐿𝑞(R+).

Наконец, переходим к изучению теплицевых операторов с сим-

волами, зависящими от 𝜃 = arg 𝑧 в 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Для 𝑑𝜈𝜆 - измеримой функции 𝑎 = 𝑎(𝑧) рассмотрим оператор

Теплица, не обязательно ограниченный, но формально определён-

ный на 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) следующим образом:

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓 = 𝐵

(𝜆)
Π 𝑓.

Пусть функция 𝛾𝑎,𝜆 = 𝛾𝑎,𝜆(𝜉) задается равенством:

𝛾𝑎,𝜆(𝜉) = 2𝜆 (𝜆+ 1) 𝜗𝑝𝜆,𝑝(𝜉)

∫︁ 𝜋

0

𝑎(𝜃) 𝑒−𝑝𝜃𝜉 sin𝜆 𝜃 𝑑𝜃, (1.6)
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где функция 𝜗𝜆,𝑝 имеет вид (4.10), а символ оператора Теплица

𝑎 = 𝑎(𝜃) принадлежит 𝐿1((0, 𝜋), sin𝜆 𝜃𝑑𝜃).

Имеет место следующее спектральное представление для опе-

ратора Теплица.

Теорема 1.18 (Теорема 4.10) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Опе-

ратор Теплица 𝑇 (𝜆)
𝑎 с символом 𝑎 = 𝑎(𝜃), действующий в 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π),

эквивалентен посредством изометрического изоморфизма опера-

тору умножения:

𝛾𝑎,𝜆𝐼 = 𝑅𝜆𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑅−1

𝜆 ,

действующему в 𝐿𝑞(R). Функция 𝛾𝑎,𝜆 = 𝛾𝑎,𝜆(𝜉) задается равен-

ством (4.21), операторы 𝑅𝜆, 𝑅
−1
𝜆 имеют вид (4.19), (4.20).

Как следствие, получаем критерий ограниченности

Теорема 1.19 (Теорема 4.11) Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, функ-

ция 𝛾𝑎,𝜆 определяется равенством (4.21). Тогда имеют место сле-

дующие утверждения:

1. Оператор Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 ограничен в 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π) если и только

функция 𝛾𝑎,𝜆 ограничена.

2. Спектром ограниченного оператора Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 является

множество

𝑠𝑝 𝑇
(𝜆)
𝑎 = Range 𝛾𝑎,𝜆.

27



Доклады на конференциях и участие в научных проектах

Результаты диссертационной работы докладывались в разные

годы на научных конференциях, в том числе на международной

конференции "Современные методы и проблемы теории операторов

и гармонического анализа и их приложения - VII 24-28 апреля 2017,

г.Ростов-на-Дону, ДГТУ, на международной конференции "Совре-

менные методы, проблемы и приложения теории операторов и гар-

монического анализа 22-27 августа 2021, г.Ростов-на-Дону, Южный

федеральный университет (секционный доклад), на международ-

ной конференции "Современные методы, проблемы и приложения

теории операторов и гармонического анализа 25-30 августа 2024,

г.Ростов-на-Дону, Южный федеральный университет (секционный

доклад), на международной научной конференции "Уравнения сме-

шанного типа и родственные проблемы современного анализа 11-14

марта 2025, г.Нальчик, ИПМА КБНЦ РАН, Кабардино-Балкарская

Республика, Россия (доклад).

Диссертация выполнена при частичной поддержке научного

гранта Российского фонда фундаментальных исследований, про-

ект РФФИ № 18-01-00094-а (соискатель - исполнитель проекта), а

также при поддержке Регионального научно-образовательного ма-

тематического центра ЮФУ в рамках проектов Министерства об-

разования и науки РФ (Соглашение № 075-02-2022-893, Соглашение

№ 075-02-2023-924, Соглашение № 075-02-2024-1427 и Соглашение №

075-02-2025-1720).
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2 Глава 1
Весовые пространства со смешанной нормой
на единичном диске

2.1 Краткое содержание и предварительные сведения

Модельная ситуация эллиптической геометрии в единичном диске

- полярные координаты в диске и, согласно этой системе координат,

вводится смешанная норма в классе измеримых на диске функций

(распределений).

В этой главе диссертации вводится и рассматривается про-

странство со смешанной нормой в единичном диске, определенное

в терминах дискретного преобразования Фурье и его подпростран-

ство аналитических функций, что на самом деле и есть основной

объект исследования. Как уже было отмечено, благодаря однознач-

ной характеризации аналитических в единичном диске функций

посредством сходящихся в диске рядов (Тейлора) можно однознач-

но выделить (охарактеризовать) подкласс аналитических функций

внутри общего пространства со смешанной нормой.

Упомянутая выше особенность эллиптического случая позво-

ляет нам не прибегать напрямую к общим фактам из статьи [8],

и привести определение пространств, используя результаты рабо-

ты [24]. Тем не менее, нам нужно распространить результаты этой

работы на более общий весовой случай, и, чтобы не загружать из-

ложение, мы вынесли ряд технических обобщений в приложение -

см. раздел 5.2.

Мотивация данного определения (см. ниже определение 2.1),

равно как и аналогичных определений в двух других главах дис-

сертации, состоит в том, что в случае гильбертова пространства
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𝐿2(D), благодаря равенству Парсеваля, мы имеем тождество

‖𝑓‖𝐿2(D) =

(︃∑︁
𝑛∈Z

‖𝑓𝑛‖2𝐿2(𝐼,2𝑟𝑑𝑟)

)︃1
2

.

Таким образом, в случае 𝑋(𝐼) = 𝐿2(𝐼, 2𝑟𝑑𝑟) и 𝑞 = 2 пространство

ℒ𝑞;𝑋(D), естественно, совпадает с 𝐿2(D) и соответствующее анали-

тическое подпространство 𝒜2;𝑋(D) есть классическое пространство

Бергмана - Джрбашяна 𝒜2(D), изученное в работах многих авто-

ров (см. [36, 38, 39] ). Нам кажется важным подробнее остановиться

на технике в классическом случае, и мы отразили это в разделе 5.1

в приложении к диссертации.

Замечание 2.1 Как было отмечено во введении, определение но-

вого пространства со смешанной нормой ℒ𝑞;𝑋(D) дается факти-

чески напрямую, используя технику гармонического анализа. Од-

нако для этого нам необходимо требовать 𝑋(𝐼) ⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼), 𝜆 > −1,

в то время как результаты указанной работы [8] позволили бы

нам предполагать большую общность: 𝑋(𝐼) - нормированное про-

странство. Тем не менее, наша основная задача - изучение случая

весового пространства Лебега 𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼), 𝜆 > −1, ввиду чего

выбранная нами общность оправдана.

В этой главе диссертации используются обозначения, опреде-

ленные во введении, а также следующие.

Пусть Ω - область в C. Мы будем отождествлять C = R2

полагая 𝑧 = (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦. Пусть D - единичный диск в C, T
- единичная окружность, 𝐼 = (0, 1). Символом 𝒟(Ω) обозначаем

класс бесконечно дифференцируемых в Ω функций с компактным

носителем.

Положим 𝑙2 = 𝑙2+ ⊗ 𝑙2−, где 𝑙2+, 𝑙2−- подпространства (двумер-

ного) 𝑙2, состоящие из последовательностей {𝑐𝑛}𝑛∈Z, для которых
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𝑐𝑛 = 0, при 𝑛 ∈ Z− и 𝑛 ∈ Z+ соответственно (при этом будем

предполагать, что пространство Z+ содержит {0}).
Обозначим через 𝑝+ и 𝑝− ортогональные проекторы простран-

ства 𝑙2 на 𝑙2+ и 𝑙2− соответственно. Введем характеристические функ-

ции 𝜒± множеств Z+,Z− :

𝜒± = {𝜒±(𝑛)}𝑛∈Z ∈ 𝑙∞,

где 𝜒±(𝑛) = 1, для 𝑛 ∈ Z± и 𝜒±(𝑛) = 0, для 𝑛 ∈ Z∓.

Соответственно,

𝑝± = 𝜒±𝐼. (2.1)

Пусть

dA(𝑧) =
1

𝜋
𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦,

dA𝜆(𝑧) = (𝜆+ 1)(1− |𝑧|2)𝜆dA(𝑧) (2.2)

=
(𝜆+ 1)

𝜋
(1− |𝑧|2)𝜆𝑑𝑥𝑑𝑦 =

(𝜆+ 1)

𝜋
(1− 𝑟2)𝜆𝑟𝑑𝑟𝑑𝜎(𝑡),

где

𝜆 > −1, 𝑧 = 𝑟𝑡, 𝑟 = |𝑧|, 𝑡 =
𝑧

|𝑧|
∈ T, 𝑑𝜎(𝑡) =

𝑑𝑡

𝑖𝑡
.

Как обычно, через 𝐿𝑝𝜆(D), 1 ⩽ 𝑝 < ∞, 𝜆 > −1 обозначаем про-

странство измеримых на D функций (классов эквивалентностей),

для которых следующая норма конечна

‖𝑓‖𝐿𝑝𝜆(D) =
(︂∫︁

D
|𝑓(𝑧)|𝑝dA𝜆(𝑧)

)︂1
𝑝

.

Также будем использовать

𝐿𝑝𝜆(𝐼) = {𝜙 : ‖𝜙‖𝐿𝑝𝜆(𝐼) =
(︂∫︁

𝐼

|𝜙(𝑟)|𝑝(𝜆+ 1)(1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

)︂1
𝑝

<∞}.
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Дискретное преобразование Фурье

ℱ : 𝐿2(T, 𝑑𝜎(𝑡)) −→ 𝑙2 ≡ 𝑙2(Z)

определяется следующим образом:

ℱ : 𝑓(𝑡) −→ {𝑐𝑛}𝑛∈Z, 𝑐𝑛 =
1

2𝜋

∫︁
T
𝑓(𝑡)𝑡−𝑛𝑑𝜎(𝑡), 𝑛 ∈ Z,

где 𝑑𝜎(𝑡) = 𝑑𝑡
𝑖𝑡 - дифференциал длины дуги окружности.

Обратное преобразование Фурье

ℱ−1 : 𝑙2 −→ 𝐿2(T, 𝑑𝜎(𝑡))

осуществляется следующим образом

{𝑐𝑛}𝑛∈Z −→ 𝑓(𝑡) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑐𝑛𝑡
𝑛.

2.2 Весовые пространства со смешанной нормой ℒ𝑞;𝑋(D)
и 𝒜𝑞;𝑋(D) - общая схема

Пусть

𝑋 = 𝑋(𝐼)

обозначает банахово пространство функций, заданных на интерва-

ле 𝐼 = (0, 1), содержащее все простые функции, и такое, что

𝑋(𝐼) ⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼), 𝜆 > −1, (2.3)

при этом ‖ · ‖𝑋(𝐼) обозначает норму в этом пространстве. Здесь,

если не оговорено противное, параметр 𝜆 считается фиксирован-

ным числом. В общей схеме мы не будем отмечать в символе 𝑋

фактическую зависимость от 𝜆, выраженную в (2.3).

Пусть задана функция 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) на D или, более общо,

распределение на D. Символами 𝑓𝑛 будем обозначать соответству-

ющие коэффициенты Фурье, понимаемые, вообще говоря, в смысле

распределений (см. Приложение).

32



Определение 2.1 Введем пространство со смешанной нормой

ℒ𝑞;𝑋(D), 1 ⩽ 𝑞 <∞,

как пространство всех распределений 𝑓 на D для которых коэффи-

циенты Фурье 𝑓𝑛 являются регулярными функциями 𝑓𝑛 ∈ 𝑋(𝐼),

и следующие нормы конечны:

‖𝑓‖ℒ𝑞;𝑋(D) =

(︃∑︁
𝑛∈Z

‖𝑓𝑛‖𝑞𝑋(𝐼)

)︃1
𝑞

. (2.4)

Теорема 2.2 Пространство ℒ𝑞;𝑋(D), 1 ⩽ 𝑞 < ∞, является пол-

ным.

Доказательство. Возьмем фундаментальную последователь-

ность {𝑓𝑘}𝑘∈Z+
, где 𝑓𝑘 ∈ ℒ𝑞;𝑋(D). Тогда для каждого 𝑛 ∈ Z после-

довательность коэффициентов Фурье {𝑓𝑘𝑛}𝑘∈Z+
, также фундамен-

тальна в 𝑋(𝐼) и сходится в 𝑋(𝐼) к некоторому элементу 𝑓𝑛 ∈ 𝑋(𝐼).

Из неравенства∑︁
𝑛∈Z

⃒⃒
‖𝑓𝑘𝑛‖𝑋(𝐼) − ‖𝑓𝑚𝑛 ‖𝑋(𝐼)

⃒⃒𝑞
⩽
∑︁
𝑛∈Z

‖𝑓𝑘𝑛 − 𝑓𝑚𝑛 ‖𝑞
𝑋(𝐼)

следует, что числовая последовательность элементов

{‖𝑓𝑘𝑛‖𝑋(𝐼)}𝑛∈Z, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

фундаментальна в 𝑙𝑞, 1 ⩽ 𝑞 < ∞, и, следовательно, сходится к

некоторой числовой последовательности {𝑎𝑛}𝑛∈Z ∈ 𝑙𝑞. Очевидно,

𝑎𝑛 = ‖𝑓𝑛‖𝑋(𝐼), и поэтому распределение

𝑓 =
∑︁
𝑛∈Z

𝑓𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝛼

является пределом последовательности {𝑓𝑘}𝑘∈Z+
, где 𝑓𝑘 ∈ ℒ𝑞;𝑋(D),

и обобщенные коэффициенты Фурье этого распределения совпада-

ют с 𝑓𝑛, согласно теореме 5.2. Поэтому, 𝑓 ∈ ℒ𝑞;𝑋(D) и пространство

ℒ𝑞;𝑋(D) полно. □
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Определение 2.2 Определим аналитическое пространство со сме-

шанной нормой

𝒜𝑞;𝑋(D), 1 ⩽ 𝑞 <∞,

как пространство функций из ℒ𝑞;𝑋(D), которые аналитичны в D.

Следовательно, норма функции 𝑓 ∈ 𝒜𝑞;𝑋(D) задается соотношени-

ем

‖𝑓‖𝒜𝑞;𝑋(D) =

⎛⎝∑︁
𝑛∈Z+

‖𝑓𝑛‖𝑞𝑋(𝐼)

⎞⎠1
𝑞

.

Замечание 2.3 Из определения пространства 𝒜𝑞;𝑋(D), следует,

что коэффициенты Фурье 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑟), 𝑛 ∈ Z, функции 𝑓 в про-

странстве 𝒜𝑞;𝑋(D) могут быть представлены как

𝑓𝑛(𝑟) =

{︃
𝑎𝑛‖𝑟𝑛‖−1

𝑋(𝐼)
𝑟𝑛, 𝑛 ∈ Z+,

0, 𝑛 ∈ Z−,
(2.5)

где

{𝑎𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+, |𝑎𝑛| = ‖𝑓𝑛‖𝑋(𝐼), 𝑛 ∈ Z+,

кроме того,

‖𝑓‖𝒜𝑞;𝑋(D) = ‖{𝑎𝑛}𝑛∈Z+
‖𝑙𝑞+.

Доказательство. Действительно, для аналитической функции

𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑎
′
𝑛𝑧

𝑛 и для каждого 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, имеем

𝑓𝑛(𝑟) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑎′𝑘𝑟
𝑘𝑒𝑖𝑘𝛼

)︃
𝑒−𝑖𝑛𝛼𝑑𝛼

=
1

2𝜋

∞∑︁
𝑘=0

𝑎′𝑘𝑟
𝑘

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝑘𝛼𝑒−𝑖𝑛𝛼𝑑𝛼

=

{︃
𝑎′𝑛𝑟

𝑛, 𝑛 ∈ Z+,

0, 𝑛 ∈ Z−,
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и обозначая 𝑎′𝑛 = 𝑎𝑛‖𝑟𝑛‖−1
𝑋(𝐼)

получим требуемое. □

Очевидно, что мультипликаторы ‖𝑟𝑛‖−1
𝑋(𝐼)

, 𝑛 ∈ Z+ из (2.5) ха-

рактеризуют функции в 𝒜𝑞;𝑋(D). Их поведение, когда 𝑛→ ∞, яв-

ляется ключевым моментом во всем исследовании. Такое поведение

зависит только от выбора пространства 𝑋(𝐼). Таким образом, что-

бы охарактеризовать введенное пространство в каждом конкретном

случае𝑋(𝐼), мы должны изучить асимптотическое поведение чисел

‖𝑟𝑛‖−1
𝑋(𝐼)

. Это довольно сложный вопрос для пространств функций

со специальной нормой, таких как, например, норма пространства

Лебега переменного порядка, норма Морри пространства и т. д.

Замечание 2.4 Наша главная цель - изучение пространства ана-

литических функций Бергмана 𝒜𝑞;𝑋(D). Пространство ℒ𝑞;𝑋(D)

играет только фоновую роль: пространство 𝒜𝑞;𝑋(D) будет по-

лучено из ℒ𝑞;𝑋(D) через проекцию Бергмана. В определении про-

странства ℒ𝑞;𝑋(D) ввиду свойства проекции Бергмана члены ря-

да с отрицательными индексами 𝑛 можно заменить, например,

на ‖𝑓𝑛‖𝑌 (𝐼) с произвольным банаховым пространством 𝑌 (𝐼). По-

лученное подпространство аналитических функций 𝒜𝑞;𝑋(D) бу-

дет одинаковым независимо от того, какой тип нормы использу-

ется для отрицательных 𝑛. Теорема 2.2 также остается верной

при таких изменениях, если пространство 𝑌 (𝐼) полно. Для про-

стоты изложения мы оставим определение пространства ℒ𝑞;𝑋(D),

как указано в (2.4).

2.3 Теоремы об ограниченности весового проектора Берг-
мана - общая схема

Пусть

𝒮𝑋0 (D) ⊂ ℒ𝑞;𝑋(D)

35



обозначает множество функций вида

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) =

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑓𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝛼, 𝑓𝑛 ∈ 𝑋(𝐼), 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 ∈ D,

где 𝑁 ∈ Z+ - произвольно.

Поскольку

𝑋(𝐼) ⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼) ⇒ 𝒮𝑋0 (D) ⊂ 𝐿1

𝜆(D), 𝜆 > −1,

следовательно, весовой проектор Бергмана𝐵(𝜆)
D определен на функ-

циях такого типа как интегральный оператор

(𝐵
(𝜆)
D 𝑓)(𝑧) =

∫︁
D
𝐾𝜆(𝑧, 𝑤)𝑓(𝑤)dA𝜆(𝑤)

=

∫︁
D

𝑓(𝑤)

(1− 𝑧𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤)

=

∫︁
D

𝑓(𝑧𝑤)

(1− 𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤), 𝑧 ∈ D,

где обозначено ядро оператора Бергмана

𝐾𝜆(𝑧, 𝑤) =
1

(1− 𝑧𝑤)2+𝜆

=

∞∑︁
𝑛=0

𝑒𝑛,𝜆(𝑧)𝑒𝑛,𝜆(𝑤), 𝑧, 𝑤 ∈ D

и {𝑒𝑛,𝜆(𝑧)}∞𝑛=0 - ортонормированный базис в 𝐿2
𝜆(D) :

𝑒𝑛,𝜆(𝑧) =
1√︀

(𝜆+ 1)𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)
𝑧𝑛, 𝑛 ∈ Z+. (2.6)

Приведенные выше равенства проверяются на основе известного

разложения:

(1− 𝑧𝑤)−2−𝜆 = (𝜆+ 1)−1
∞∑︁
𝑛=0

𝐵−1(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)(𝑧𝑤)𝑛, |𝑧𝑤| < 1.
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Замечание 2.5 Очевидно, что 𝒮𝑋0 (D) является плотным мно-

жеством в

ℒ𝑞;𝑋(D), 1 ⩽ 𝑞 <∞.

Проектор Бергмана 𝐵(𝜆)
D на ℒ𝑞;𝑋(D) понимается как непрерывное

продолжение с этого плотного множества (подробнее см. дока-

зательство теоремы 2.7).

Для 𝑔 ∈ 𝑋(𝐼) обозначим:

𝛾𝜆𝑛(𝑔) =
1

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝜏𝑛𝑔(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏. (2.7)

Лемма 2.6 Для функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜆(D) пусть 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑟), 𝑛 ∈ Z, обо-

значают коэффициенты Фурье. Тогда коэффициенты Фурье функ-

ции 𝐵(𝜆)
D 𝑓 имеют вид:(︁

𝐵
(𝜆)
D 𝑓
)︁
𝑛
(𝑟) =

{︃
𝛾𝜆𝑛(𝑓𝑛)𝑟

𝑛, 𝑛 ∈ Z+,

0, 𝑛 ∈ Z−.

Доказательство. Зафиксируем ортонормированный базис в 𝐿2
𝜆(D),

определенный в (2.6), и для функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜆(D) рассмотрим

(𝐵
(𝜆)
D 𝑓)(𝑧) =

∫︁
D
𝐾𝜆(𝑧, 𝑤)𝑓(𝑤)dA𝜆(𝑤)

=

∫︁
D

∑︁
𝑛∈Z+

𝑒𝑛,𝜆(𝑧)𝑒𝑛,𝜆(𝑤)𝑓(𝑤)dA𝜆(𝑤)

=
∑︁
𝑛∈Z+

𝑒𝑛,𝜆(𝑧)

∫︁
D
𝑒𝑛,𝜆(𝑤)𝑓(𝑤)dA𝜆(𝑤), 𝑧 ∈ D.

Запишем

𝑓(𝑤) =
∑︁
𝑚∈Z

𝑓𝑚(𝜏)𝑒
𝑖𝑚𝛼, |𝑤| = 𝜏, 𝛼 = arg𝑤,
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тогда ∫︁
D
𝑒𝑛,𝜆(𝑤)𝑓(𝑤)dA𝜆(𝑤)

=

∫︁
D
𝑒𝑛,𝜆(𝑤)

∑︁
𝑚∈Z

𝑓𝑚(𝜏)𝑡
𝑚dA𝜆(𝑤)

=
∑︁
𝑚∈Z

𝜆+ 1√︀
(𝜆+ 1)𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

×
∫︁
𝐼

𝜏𝑛𝑓𝑚(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−𝑖𝑛𝛼𝑒𝑖𝑚𝛼𝑑𝛼

=
𝜆+ 1√︀

(𝜆+ 1)𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁
𝐼

𝜏𝑛𝑓𝑛(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏.

Поэтому, полагая 𝑧 = 𝑟𝑡, |𝑧| = 𝑟, мы получим

(𝐵
(𝜆)
D 𝑓)(𝑧) =

∑︁
𝑛∈Z+

𝑒𝑛,𝜆(𝑧)
𝜆+ 1√︀

(𝜆+ 1)𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

×
∫︁
𝐼

𝜏𝑛𝑓𝑛(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏

=
∑︁
𝑛∈Z+

𝑡𝑛 𝑟𝑛
1

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁
𝐼

𝜏𝑛𝑓𝑛(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏.

Следовательно, коэффициенты Фурье функции 𝐵(𝜆)
D 𝑓 для 𝑛 ∈ Z+

имеют указанный в формулировке леммы вид. □

Результаты, приведенные выше, позволяют нам сформулиро-

вать следующее условие на пространство 𝑋(𝐼)(⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼)), обеспечи-

вающее ограниченность соответствующей проекции Бергмана как

проекции из ℒ𝑞;𝑋(D) на 𝒜𝑞;𝑋(D).

Теорема 2.7 Пусть 1 ⩽ 𝑞 <∞, 𝜆 > −1 и имеет место условие

𝑛𝜆+1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑛𝑔(𝑡)(1− 𝑡)𝜆𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼) ⩽ 𝐶‖𝑔‖𝑋(𝐼), (2.8)

𝑛→ ∞, 𝑔 ∈ 𝑋(𝐼).

Тогда оператор 𝐵(𝜆)
D ограничен как проектор из ℒ𝑞;𝑋(D) на 𝒜𝑞;𝑋(D).
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Доказательство. Поскольку

𝑋(𝐼) ⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼) ⇒ 𝒮𝑋0 (D) ⊂ 𝐿1

𝜆(D),

то с учетом леммы 2.6 мы получаем следующее выражение для ко-

эффициентов Фурье (𝐵
(𝜆)
D 𝑓)𝑛, 𝑛 ∈ Z+ в пространстве 𝑋(𝐼), когда

𝑓 ∈ 𝐿1
𝜆(D) :

‖(𝐵(𝜆)
D 𝑓)𝑛‖𝑋(𝐼) =

⃒⃒
𝛾𝜆𝑛(𝑓𝑛)

⃒⃒
‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼), 𝑛 ∈ Z+,

𝛾𝜆𝑛 определено в (2.7).

Поэтому, для 𝑓 ∈ 𝒮𝑋0 (D) мы получим

‖𝐵(𝜆)
D 𝑓‖𝑞ℒ𝑞,𝑋(D) =

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

‖
(︁
𝐵

(𝜆)
D 𝑓
)︁
𝑛
‖𝑞
𝑋(𝐼)

=

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

⃒⃒
𝛾𝜆𝑛(𝑓𝑛)

⃒⃒𝑞 ‖𝑟𝑛‖𝑞
𝑋(𝐼)

=

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

1

𝐵𝑞(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

×
(︂∫︁ 1

0

𝜏𝑛𝑓𝑛(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏

)︂𝑞
‖𝑟𝑛‖𝑞

𝑋(𝐼)

⩽ (4𝐶)𝑞
𝑁∑︁

𝑛=−𝑁

‖𝑓𝑛‖𝑞𝑋(𝐼)
= (4𝐶)𝑞‖𝑓‖𝑞ℒ𝑞;𝑋(D),

где константа 𝐶 взята из (2.8) и, следовательно, не зависит от 𝑓.

Завершение доказательства этой теоремы теперь вытекает из тео-

ремы Банаха-Штейнгхауса. □

Следствие 2.8 Пусть 1 ⩽ 𝑞 < ∞ и пусть условие (2.8) выпол-

нено. Тогда пространство 𝒜𝑞;𝑋(D) является замкнутым подпро-

странством пространства ℒ𝑞;𝑋(D).

Доказательство. Возьмем некоторую последовательность функ-

ций {𝑓𝑛}𝑛∈Z+
с элементами 𝑓𝑛 ∈ 𝒜𝑞;𝑋(D) ⊂ ℒ𝑞;𝑋(D), 𝑛 ∈ Z+.
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Согласно теореме 2.2, пространство ℒ𝑞;𝑋(D) полное, тогда ∃𝑓 ∈
ℒ𝑞;𝑋(D) : lim

𝑛→∞
‖𝑓 − 𝑓𝑛‖ℒ𝑞;𝑋(D) = 0. Покажем, что 𝑓 ∈ 𝒜𝑞;𝑋(D) , то

есть выполняется условие 𝑓 = 𝐵
(𝜆)
D 𝑓 . Действительно, для 𝑛 ∈ Z+

имеют место равенства:

𝑓 − 𝑓𝑛 = 𝑓 −𝐵
(𝜆)
D 𝑓 +𝐵

(𝜆)
D 𝑓𝑛 −𝐵

(𝜆)
D 𝑓

= 𝑓 −𝐵
(𝜆)
D 𝑓 +𝐵

(𝜆)
D (𝑓 − 𝑓𝑛).

В силу теоремы 2.7 оператор 𝐵(𝜆)
D ограничен и выполняется:

‖𝐵(𝜆)
D (𝑓 − 𝑓𝑛)‖ℒ𝑞;𝑋(D) ⩽ 𝐶‖𝑓 − 𝑓𝑛‖ℒ𝑞;𝑋(D) → 0, 𝑛→ ∞.

Следовательно, 𝑓 −𝐵
(𝜆)
D 𝑓 = 0. Что и требовалось доказать. □

Для доказательства следующего результата мы будем исполь-

зовать следующее условие: предположим, что существует 𝛾 > 0

такое, что выполняется

‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼)

‖𝑟𝑛+𝑗‖𝑋(𝐼)
⩽ 𝐶

(︁
𝑗

𝑛

)︁𝛾
, 𝑛, 𝑛+ 𝑗 → ∞. (2.9)

Нам понадобится также асимптотика отношения гамма-функций:

Γ(𝑧 + 𝑎)

Γ(𝑧 + 𝑏)
= 𝑧𝑎−𝑏

𝑁∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑧𝑚

+ 𝑧𝑎−𝑏𝑂
(︀
𝑧−𝑁−1

)︀
, |𝑧| → ∞, (2.10)

если | arg(𝑧+𝑎)| < 𝜋, 𝐶0 = 1, и коэффициенты 𝐶𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑁,

обобщенные полиномы Бернулли

𝐶𝑚 =
(−1)𝑚Γ(𝑏− 𝑎+𝑚)

𝑚!Γ(𝑏− 𝑎)
𝐵𝑎−𝑏+1
𝑚 (𝑎),

см. [37] и [7], стр. 17.

Лемма 2.9 Пусть −1 < 𝜆 < 𝜆0 и пространство 𝑋(𝐼) ⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼)

таково, что условие (2.9) выполнено с 0 ⩽ 𝛾 < 𝜆+1. Если условие

(2.8) выполнено с 𝜆0, то оно также выполнено с 𝜆.
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Доказательство. Пусть 𝜎 = 𝜆− 𝜆0. Используем разложение

(1− 𝑟)𝜎 = −sin𝜋𝜎

𝜋

∞∑︁
𝑗=0

𝐵(𝑗 − 𝜎, 1 + 𝜎)𝑟𝑗

чтобы получить

𝛾𝜆𝑛(𝑔) =
1

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝜏𝑛𝑔(𝜏)(1− 𝜏2)𝜎(1− 𝜏2)𝜆02𝜏𝑑𝜏

=
sin 𝜋|𝜎|
𝜋

∞∑︁
𝑗=0

𝐵(𝑗 − 𝜎, 1 + 𝜎)

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝜏𝑛+𝑗𝑔(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆02𝜏𝑑𝜏

=
sin𝜋|𝜎|
𝜋

∞∑︁
𝑗=0

𝐵(𝑗 − 𝜎, 1 + 𝜎)𝐵(𝑛+ 𝑗 + 1, 𝜆0 + 1)

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)
𝛾𝜆0𝑛+𝑗(𝑔)

=

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗(𝑛, 𝜆, 𝜆0)𝛾
𝜆0
𝑛+𝑗(𝑔),

где обозначено

𝐶𝑗(𝑛, 𝜆, 𝜆0) :=
sin 𝜋|𝜎|
𝜋

𝐵(𝑗 − 𝜎, 1 + 𝜎)𝐵(𝑛+ 𝑗 + 1, 𝜆0 + 1)

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

≃ (𝑛+ 1)𝜆+1

(𝑗 − 𝜎)1+𝜎(𝑛+ 𝑗 + 1)𝜆0+1
, 𝑛, 𝑗 → ∞,

ввиду (2.10). Таким образом, поскольку

|𝛾𝜆0𝑛+𝑗(𝑔)| ‖𝑟
𝑛+𝑗‖𝑋(𝐼) ⩽ 𝐶‖𝑔‖𝑋(𝐼), 𝑛+ 𝑗 → ∞, 𝑔 ∈ 𝑋(𝐼),

мы получаем⃒⃒
𝛾𝜆𝑛(𝑔)

⃒⃒
‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼) ⩽ 𝐶‖𝑔‖𝑋(𝐼)

∞∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗(𝑛, 𝜆, 𝜆0)‖𝑟𝑛+𝑗‖−1
𝑋(𝐼)

‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼)

⩽ 𝐶‖𝑔‖𝑋(𝐼)(𝑛+ 1)𝜆+1

×
∫︁ ∞

0

(︀
𝑠+1
𝑛

)︀𝛾
𝑑𝑠

(𝑠+ 1)1+𝜎(𝑛+ 𝑠+ 1)𝜆0+1

⩽ 𝐶1‖𝑔‖𝑋(𝐼)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑦

𝑦1+𝜆−𝜆0−𝛾(𝑦 + 1)𝜆0+1

⩽ 𝐶‖𝑔‖𝑋(𝐼).
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Это завершает доказательство леммы. □

Как следствие, получаем следующий результат.

Теорема 2.10 Пусть −1 < 𝜆 < 𝜆0 и пространство 𝑋(𝐼) ⊆ 𝐿1
𝜆(𝐼)

таково, что условие (2.9) справедливо с 0 ⩽ 𝛾 < 𝜆 + 1. Если

оператор 𝐵
(𝜆0)
D ограничен как проектор из ℒ𝑞;𝑋(D) на 𝒜𝑞;𝑋(D),

то же самое справедливо и для оператора 𝐵(𝜆)
D .

Доказательство. Следует из леммы 2.9 ввиду теоремы 2.7. □

2.4 Операторы Теплица с радиальными символами на 𝒜𝑞;𝑋(D)
- общая схема

Для функции 𝑎 = 𝑎(|𝑧|) ∈ 𝐿1
𝜆(D) рассмотрим оператор Теплица

𝑇
(𝜆)
𝑎 , который определен на мономах в D следующим образом:

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓(𝑧) = 𝐵

(𝜆)
D 𝑎𝑓(𝑧).

Общее определение оператора Теплица в виде несобственного ин-

теграла дается в теореме 2.15.

Для упрощения обозначений всюду ниже будем писать

𝛾𝑎,𝜆(𝑛) = 𝛾𝜆𝑛(𝑎𝑡
𝑛).

Теорема 2.11 Для аналитической в D функции

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑐𝑛𝑧
𝑛, 𝑧 ∈ D,

коэффициенты Фурье образа оператора Теплица 𝑇 (𝜆)
𝑎 имеют вид:(︁

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓

)︁
𝑛
(𝑟) =

{︃
𝛾𝜆𝑛(𝑎𝑓𝑛)𝑟

𝑛, 𝑛 ∈ Z+

0, 𝑛 ∈ Z−

или, иначе, (︁
𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓

)︁
𝑛
(𝑟) =

{︃
𝛾𝑎,𝜆(𝑛)𝑐𝑛𝑟

𝑛, 𝑛 ∈ Z+,

0, 𝑛 ∈ Z−,
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где

{𝑐𝑛‖𝑟𝑛‖𝑋(𝐼)}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+

и для 𝑛 ∈ Z+

𝛾𝑎,𝜆(𝑛) =
1

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝜏2𝑛𝑎(𝜏) (1− 𝜏2)𝜆2𝜏 𝑑𝜏. (2.11)

Доказательство. Действительно, для 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛 имеем

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑧𝑛 = 𝐵

(𝜆)
D 𝑎(|𝑧|)𝑧𝑛 =

∫︁
D

𝑎(|𝑤|)𝑤𝑛

(1− 𝑧𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤)

=

∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑚,𝜆(𝑧)

∫︁
D
𝑤𝑛𝑒𝑚,𝜆(𝑤)𝑎(|𝑤|)dA𝜆(𝑤)

=

∞∑︁
𝑚=0

𝑧𝑚

(𝜆+ 1)𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

×
∫︁
𝐼

𝜏𝑛𝜏𝑚𝑎(𝜏)(𝜆+ 1)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−𝑖𝑛𝛼𝑒𝑖𝑚𝛼𝑑𝛼

= 𝑧𝑛
1

𝐵(𝑛+ 1, 𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝜏2𝑛𝑎(𝜏)(1− 𝜏2)𝜆2𝜏𝑑𝜏

= 𝑧𝑛𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+.

Перемена порядка интегрирования и суммирования в приведенных

выше формулах обосновывается за счет абсолютной и равномерной

сходимости ряда для функции 𝑤 → (1− 𝑧𝑤)−2−𝜆 в D при каждом

фиксированном 𝑧 ∈ D. Теорема доказана. □

Как следствие, получаем следующие важные результаты.

Пусть последовательность {𝛾𝑎,𝜆(𝑛)}𝑛∈Z+
такая, что элементы

𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+ определяются равенством (2.11).

Теорема 2.12 Оператор Теплица 𝑇 (𝜆)
𝑎 с радиальным символом на

𝒜𝑞;𝑋(D) посредством изометрических изоморфизмов эквивален-

тен оператору умножения на последовательность {𝛾𝑎,𝜆(𝑛)}𝑛∈Z+
,

действующему в пространстве последовательностей 𝑙𝑞+.
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Теорема 2.13 Имеют место следующие утверждения:

1. Оператор 𝑇 (𝜆)
𝑎 ограничен на 𝒜𝑞;𝑋(D) если и только если по-

следовательность {𝛾𝑎,𝜆(𝑛)}𝑛∈Z+
ограничена.

2. Оператор 𝑇 (𝜆)
𝑎 компактен на 𝒜𝑞;𝑋(D) если и только если

𝛾𝑎,𝜆(𝑛) → 0, 𝑛→ ∞.

3. Спектром ограниченного оператора Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 является

множество {𝛾 ∈ C : 𝛾 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+} и его существен-

ный спектр совпадает с замыканием этого множества:

ess-sp𝑇 (𝜆)
𝑎 = {𝛾 ∈ C : 𝛾 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+}.

Доказательство. Доказательство следует из теорем 2.11, 2.12

с учетом замечания 2.3 и определения нормы в 𝒜𝑞;𝑋(D), а также с

учетом классических результатов об ограниченности и компактно-

сти операторов умножения в 𝑙𝑞+ (см, например, [21]). □

Замечание 2.14 Известно много достаточных, а в некоторых

случаях необходимых условий ограниченности и стремления к ну-

лю последовательности {𝛾𝑎,𝜆(𝑛)}𝑛∈Z+
. Эти условия были получе-

ны (см., например, [18]) в терминах поведения некоторых сред-

них символа 𝑎 при 𝑟 → 1. Есть также много примеров "пло-

хо"ведущих осциллирующих и неограниченных символов, которые

порождают ограниченные и даже компактные операторы. Мы со-

шлемся на книгу [36], см. также имеющиеся там ссылки в от-

ношении недавнего прогресса в развитии теории теплицевых опе-

раторов со специальными нестандартными символами на клас-

сических весовых пространствах Бергмана на единичном круге и
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полуплоскости. Обратим внимание на то, что в контексте на-

ших пространств 𝒜𝑞;𝑋(D) условия ограниченности и компакт-

ности не зависят от выбора пространства 𝑋(𝐼). Мы предполага-

ем уделить больше внимания изучению теплицевых операторов

со специальными символами в изучаемых нами пространствах в

дальнейших исследованиях.

Можно также придать смысл интегральному представлению

операторов Теплица с радиальными символами 𝑎 = 𝑎(|𝑧|) ∈ 𝐿1
𝜆(D)

на единичном диске в терминах интегралов, сходящихся в несоб-

ственном смысле, причем в данном контексте функция 𝑓 - абсо-

лютно произвольная аналитическая функция в диске. Следующая

теорема доказана в [30], мы ее приводим с несколько упрощеным

доказательством для полноты изложения.

Теорема 2.15 Оператор Теплица 𝑇 (𝜆)
𝑎 с радиальным символом 𝑎 =

𝑎(|𝑧|) ∈ 𝐿1
𝜆(D), применённый к аналитической в D функции

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧
𝑛,

определяется интегральной формулой

(𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓)(𝑧) =

∫︁
D

𝑎(𝑤)𝑓(𝑤)

(1− 𝑧𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤) (2.12)

=

∫︁
D

𝑎(𝑤)𝑓(𝑧𝑤)

(1− 𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤), 𝑧 ∈ D,

где каждый из приведённых выше интегралов понимается, вообще

говоря, в несобственном смысле, например:∫︁
D

𝑎(𝑤)𝑓(𝑤)

(1− 𝑧𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤) = lim

𝑟→1

∫︁
|𝑤|<𝑟

𝑎(𝑤)𝑓(𝑤)

(1− 𝑧𝑤)2+𝜆
dA𝜆(𝑤).
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Кроме того, образ оператора 𝑇 (𝜆)
𝑎 на аналитических функциях да-

ётся рядом, сходящимся в D :

(𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓)(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝛾𝑎,𝜆(𝑛)𝑐𝑛𝑧
𝑛, 𝑧 ∈ D, (2.13)

где 𝛾𝑎,𝜆(𝑛), 𝑛 ∈ Z+ определяются по формуле (2.11).

Доказательство. Доказательство проводится непосредственны-

ми вычислениями с учетом результатов предыдущих параграфов.

Заметим только, что интеграл∫︁
D
𝑓(𝑤)𝑤𝑚𝑎(|𝑤|)dA𝜆(𝑤) = lim

𝑟→1

∫︁
|𝑤|<𝑟

𝑓(𝑤)𝑤𝑚𝑎(|𝑤|)dA𝜆(𝑤)

= lim
𝑟→1

∫︁
|𝑤|<𝑟

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑤
𝑛𝑤𝑚𝑎(|𝑤|)dA𝜆(𝑤)

= 𝑐𝑚2(𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝑡2𝑚+1(1− 𝑡2)𝜆𝑎(𝑡)𝑑𝑡

существует как несобственный для всех 𝑓 аналитических в диске D
при условии 𝑎 ∈ 𝐿1

𝜆(D). Ввиду сходимости в D ряда
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑧
𝑛 и,

следовательно, его абсолютной и равномерной сходимости на лю-

бом компакте в D, вынесение знака суммы из-под интеграла закон-

но. □

2.5 Весовые пространства со смешанной нормой 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D).

Начиная с этого раздела, если не оговорено противное, мы будем

рассматривать

𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼), −1 < 𝜆 <∞.

Соответственно, в таком случае, для упрощения записи мы

будем обозначать

ℒ𝑞,𝑝𝜆 (D) = ℒ𝑞;𝐿
𝑝
𝜆(𝐼)(D),
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𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) = 𝒜𝑞;𝐿𝑝𝜆(𝐼)(D).

Часть результатов может быть распространена на случай общего

𝑋, но мы не будем на этом останавливаться.

2.5.1 Описание функций из 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D).

Теорема 2.16 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Для аналитической

в D функции

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑐𝑛𝑧
𝑛 ∈ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (D), 𝑧 ∈ D,

норма ‖𝑓‖𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) эквивалентна

‖𝑓‖𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) ≂

⎛⎝∑︁
𝑛∈Z+

(︂
|𝑐𝑛|

𝑛
𝜆+1
𝑝

)︂𝑞⎞⎠1
𝑞

.

Доказательство. Согласно замечанию 2.3, коэффициенты Фу-

рье 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑟), 𝑛 ∈ Z, функции 𝑓 в пространстве 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) могут

быть представлены как

𝑓𝑛(𝑟) =

{︃
𝑎𝑛‖𝑟𝑛‖−1

𝐿𝑝𝜆(𝐼)
𝑟𝑛, 𝑛 ∈ Z+,

0, 𝑛 ∈ Z−,
(2.14)

где

{𝑎𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+, |𝑎𝑛| = ‖𝑓𝑛‖𝐿𝑝𝜆(𝐼), 𝑛 ∈ Z+,

кроме того,

‖𝑓‖𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) = ‖{𝑎𝑛}𝑛∈Z+

‖𝑙𝑞+.

Далее,

‖𝑟𝑛‖𝑝
𝐿𝑝𝜆(𝐼)

= (𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝑟𝑛𝑝(1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

= (𝜆+ 1)𝐵(
𝑛𝑝

2
+ 1, 𝜆+ 1) ≃ 𝑛−𝜆−1, 𝑛→ ∞
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ввиду (2.10). Теорема доказана. □

Для функции 𝜙 на единичном диске D, и для 0 ⩽ 𝑟 < 1,

запишем

ℳ𝑝(𝜙; 𝑟) =

{︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝜙(𝑟, 𝑒𝑖𝜃)|𝑝𝑑𝜃
}︂1

𝑝

, 0 < 𝑝 <∞,

ℳ𝑝(𝜙; 𝑟) = ess-sup 𝜃∈[0,2𝜋)|𝜙(𝑟, 𝑒𝑖𝜃)|, 𝑝 = ∞.

Напомним, что класс аналитических в D функций 𝑓 , для которых

‖𝑓‖𝐻𝑝(D) ≡ lim
𝑟→1

ℳ𝑝(𝑓 ; 𝑟) <∞, 0 < 𝑝 ⩽ ∞,

называется классом Харди (обозначается 𝐻𝑝(D)).

Из теоремы Харди-Литтлвуда (см. [12], стр. 76) мы имеем

непрерывные вложения:

Теорема 2.17 Пусть 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1.

1. Пусть 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 2. Тогда

𝐻𝑞(D) →˓ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D), 𝑞(1 +

1 + 𝜆

𝑝
) ⩾ 2;

2. Пусть 2 ⩽ 𝑞 <∞. Тогда

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) →˓ 𝐻𝑞(D), 𝑞(1 +

1 + 𝜆

𝑝
) ⩽ 2.

Доказательство. Доказательство следует из теоремы 2.16 с уче-

том теоремы Харди-Литтлвуда (см. [12], стр. 76). □

Мы будем использовать понятие производной или композиции

по Адамару.

Пусть функции

𝑏(𝑧) =
∑︁
𝑘∈Z+

𝑏𝑘𝑧
𝑘, 𝑔(𝑧) =

∑︁
𝑛∈Z+

𝑔𝑛𝑧
𝑛
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аналитичны в D. Рассмотрим выражение

𝒟(𝑏, 𝑔)(𝑧) = 𝑏 ∘ 𝑔(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑏𝑛𝑔𝑛𝑧
𝑛,

известное как композиция по Адамару функций 𝑏 и 𝑔. Это об-

щее понятие включает, в частности, операцию дробного интегро-

дифференцирования. Оно обобщает дробное дифференцирование

аналитической функции 𝑔 если 𝑏𝑛 → ∞, при 𝑛→ ∞, и дробное ин-

тегрирование аналитической функции 𝑔 если 𝑏𝑛 → 0, при 𝑛→ ∞.

Для аналитической в D функции 𝑔 имеем

𝒟(𝑏, 𝑔)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=𝑟

𝑏
(︁
𝑧

𝑢

)︁
𝑔(𝑢)

𝑑𝑢

𝑢
, |𝑧| < 𝑟 < 1,

cм., например, книги [7], [32].

В нашей ситуации, исходя из структуры нормы в пространстве

𝒜𝑞;𝑋(D), естественно использовать оператор дробного интегродиф-

ференцирования по Адамару вида

𝒟𝑋𝑔(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

‖𝑟𝑛‖−1
𝑋(𝐼)

𝑔𝑛𝑧
𝑛,

где

𝑔(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑔𝑛𝑧
𝑛.

В случае конкретного выбора 𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼) имеем асимптотику

‖𝑟𝑛‖𝐿𝑝𝜆(𝐼) ≃ 𝑛−
𝜆+1
𝑝 , 𝑛→ ∞,

так что приведенный выше оператор эквивалентен ( с точностью

до умножения коэффициентов Тейлора на ограниченную и отгра-

ниченную от нуля последовательность) оператору типа Адамара

вида

𝒟𝛼𝑔(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑛𝛼𝑔𝑛𝑧
𝑛, (2.15)

49



и также оператору (типа Адамара, но в интегральной форме) вида

𝐷𝛼𝑔(𝑧) =
Γ(1 + 𝛼)

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=𝑟

𝑔(𝑢)(︀
1− 𝑧

𝑢

)︀1+𝛼 𝑑𝑢𝑢 ,
где 𝛼 = 𝜆+1

𝑝 .

Подробнее - в теоремах, приведенных ниже.

Теорема 2.18 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Каждая функция

𝑓 ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) имеет вид

𝑓 = 𝒟𝜆+1
𝑝
𝑔

с некоторой аналитической функцией

𝑔(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑔𝑛𝑧
𝑛,

такой, что {𝑔𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+.

Доказательство. Для любой аналитической функции 𝑓 ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D)

имеют место равенства:

𝑓(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑓𝑛𝑧
𝑛 =

∑︁
𝑛∈Z+

(𝑛+1)
𝜆+1
𝑝 (𝑛+1)−

𝜆+1
𝑝 𝑓𝑛𝑧

𝑛 =
∑︁
𝑛∈Z+

𝑛
𝜆+1
𝑝 𝑔𝑛𝑧

𝑛,

где 𝑔𝑛 = (𝑛+ 1)−
𝜆+1
𝑝 𝑓𝑛, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿𝑝𝜆(𝐼). В силу теоремы 2.16 последо-

вательность {𝑔𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+. □

Замечание 2.19 Пространства аналитических функций с коэф-

фициентами Тейлора, образующими последовательность в 𝑙𝑞+, вво-

дились и изучались в работах С.А.Виноградова, см. например [2]

(обозначались 𝑙𝑞𝐴). Таким образом, мы имеем:

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) = 𝒟𝜆+1

𝑝
(𝑙𝑞𝐴).
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Теорема 2.20 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Каждая аналити-

ческая функция 𝑓 ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) имеет вид

𝑓 = 𝐷𝜆+1
𝑝
ℎ

с некоторой аналитической функцией

ℎ(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z+

ℎ𝑛𝑧
𝑛,

такой, что {ℎ𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+, где

𝐷𝛼ℎ(𝑧) =
Γ(1 + 𝛼)

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=𝑟

ℎ(𝑢)(︀
1− 𝑧

𝑢

)︀1+𝛼 𝑑𝑢𝑢 , |𝑧| < 𝑟 < 1, 𝛼 ⩾ 0.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся ассимпто-

тической формулой

𝑛𝛼 ≃ Γ(1 + 𝛼)(−1)𝑛

(︃
−1− 𝛼

𝑛

)︃
, 𝑛→ ∞,

и из предыдущей теоремы будем иметь (считаем, что 𝛼 = 𝜆+1
2 ):

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝛼𝑔𝑛𝑧
𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

Γ(1 + 𝛼)(−1)𝑛

(︃
−1− 𝛼

𝑛

)︃
ℎ𝑛𝑧

𝑛

=

∞∑︁
𝑛=0

Γ(1 + 𝛼)(−1)𝑛

(︃
−1− 𝛼

𝑛

)︃
𝑧𝑛

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=𝑟

ℎ(𝑢)

𝑢𝑛+1
𝑑𝑢

=
Γ(1 + 𝛼)

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=𝑟

ℎ(𝑢)(︀
1− 𝑧

𝑢

)︀1+𝛼 𝑑𝑢𝑢 , |𝑧| < 𝑟 < 1, 𝛼 ⩾ 0.

Здесь

ℎ𝑛 =
𝑛𝛼

Γ(1 + 𝛼)(−1)𝑛

(︃
−1− 𝛼

𝑛

)︃ 𝑔𝑛

- коэффициенты Тейлора некоторой аналитической в диске функ-

ции ℎ(𝑧) =
∑︀

𝑛∈Z+
ℎ𝑛𝑧

𝑛 (заметим, что ℎ𝑛 ≂ 𝑔𝑛, 𝑛→ ∞). □

51



Случай 𝑞 = 2 представляет особый интерес. Опираясь на за-

мечание 2.3 для случая 𝑞 = 2, мы приходим к следующей теореме.

Теорема 2.21 Пусть 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1. Пространство 𝒜2,𝑝
𝜆 (D)

совпадает с образом оператора 𝒟𝑋 примененного к 𝐻2(D) :

𝒜2,𝑝
𝜆 (D) = 𝒟𝑋(𝐻

2(D)),

где 𝒟𝑋 - любой из операторов 𝒟𝜆+1
𝑝

или 𝐷𝜆+1
𝑝

.

Следуя [14] рассмотрим пространство со смешанной нормой

𝐻(𝑠, 𝑡, 𝛾), 𝑠 > 0, 𝑡 > 0, 𝛾 > 0 измеримых на D функций с нормой

‖𝑓‖𝐻(𝑠,𝑡,𝛾) =

{︂∫︁
𝐼

(1− 𝑟)𝑡𝛾−1ℳ𝑡
𝑠(𝑓 ; 𝑟) 𝑑𝑟

}︂1
𝑡

, 0 < 𝑡 <∞,

‖𝑓‖𝐻(𝑠,∞,𝛾) = sup
𝐼

{(1− 𝑟)𝛾ℳ𝑠(𝑓 ; 𝑟)} , 𝑡 = ∞,

где

ℳ𝑠(𝑓 ; 𝑟) =

{︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟, 𝑒𝑖𝜃)|𝑠𝑑𝜃
}︂1

𝑠

.

Информация о таких пространствах, включая теоремы вложения,

может быть найдена в [21].

Следующий результат показывает, что по крайней мере для

1 ⩽ 𝑞 ⩽ 2 функции в наших пространствах регулярны в том смыс-

ле, что они имеют конечную смешанную норму типа Лебега.

Теорема 2.22 Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 2, 𝜆 > −1. Тогда

выполняются следующие непрерывные вложения:

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) →˓ 𝐻(𝑠, 𝑡,

1

2
− 1

𝑠
+

1 + 𝜆

𝑝
) →˓ 𝐿1(D),

при условии

1 + 𝜆

𝑝
<

1

2
+

1

𝑠
, 2 < 𝑠 ⩽ ∞, 2 ⩽ 𝑡 ⩽ ∞.
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Доказательство. Ввиду непрерывного вложения пространств

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) →˓ 𝒜2,𝑝

𝜆 (D) достаточно доказать теорему для 𝑞 = 2.

В соответствии с результатами Флетта (см [14], теорема B и

теорема 6), для функции 𝑓 ∈ 𝐻2(D) при условии

2 < 𝑠 ⩽ ∞, 2 ⩽ 𝑡 ⩽ ∞, 𝛼 > 0

имеем оценку

‖𝒟𝛼𝑓‖𝐻(𝑠,𝑡,12−
1
𝑠+𝛼)

⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐻2(D),

где оператор 𝒟𝛼 определяется формулой (2.15), а постоянная 𝐶 не

зависит от 𝑓 . Эта оценка вместе с теоремой 2.21 влечет вложение

𝒜2,𝑝
𝜆 (D) →˓ 𝐻(𝑠, 𝑡,

1

2
− 1

𝑠
+

1 + 𝜆

𝑝
).

Для доказательства

𝐻(𝑠, 𝑡,
1

2
− 1

𝑠
+

1 + 𝜆

𝑝
) →˓ 𝐿1(D)

необходимо последовательно использовать неравенство Гельдера при

следующем условии на 𝑠 :
1 + 𝜆

𝑝
<

1

2
+

1

𝑠
, 2 < 𝑠 ⩽ ∞.

Теорема доказана. □

2.5.2 Ограниченность весового проектора Бергмана

Теорема 2.23 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Тогда условие (2.8)

справедливо с 𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼).

Доказательство. Ввиду неравенства Гельдера

𝑛𝜆+1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑡𝑛𝑔(𝑡)(1− 𝑡2)𝜆𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
‖𝑟𝑛‖𝐿𝑝𝜆(𝐼)

⩽ 𝑛𝜆+1‖𝑔‖𝐿𝑝𝜆(𝐼)‖𝑟
𝑛‖

𝐿𝑝
′
𝜆 (𝐼)

‖𝑟𝑛‖𝐿𝑝𝜆(𝐼)
⩽ 𝐶‖𝑔‖𝐿𝑝𝜆(𝐼), 𝑛→ ∞.
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Здесь мы использовали

𝑛𝜆+1‖𝑟𝑛‖
𝐿𝑝

′
𝜆 (𝐼)

‖𝑟𝑛‖𝐿𝑝𝜆(𝐼) ≂ 1, 𝑛→ ∞

согласно асимптотике (2.10). □

В качестве непосредственного следствия теоремы 2.7 получаем

следующий результат, который, фактически, означает, что в случае

𝑋(𝐼) = 𝐿𝑝𝜆(𝐼) (при указанных ниже значениях параметров) ограни-

ченность весового проектора Бергмана имеет место автоматически,

без дополнительных условий.

Теорема 2.24 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1. Оператор 𝐵(𝜆)
D огра-

ничен как проектор из ℒ𝑞,𝑝𝜆 (D) на 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D).

Следствие 2.25 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Тогда простран-

ство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) является замкнутым подпространством простран-

ства ℒ𝑞,𝑝𝜆 (D).

2.6 Описание пространства аналитических функций 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D):

теорема типа Пэли-Винера.

2.6.1 Пространство последовательностей со смешанной нормой 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆

Здесь мы введем пространство последовательностей со смешанной

нормой 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆, которое нам понадобится для построения операторов,

осуществляющих изоморфизм 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D).

Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞. Определим пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆 как за-

мкнутое подпространство в 𝑙𝑞+(𝐿
𝑝
𝜆(𝐼)), порожденное последователь-

ностями {𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z, компоненты которых дифференцируемы как

функции от 𝑟 и удовлетворяют уравнениям:(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑛

𝑟

)︂
𝑐𝑛(𝑟) = 0, 𝑛 ∈ Z. (2.16)
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Замечание 2.26 Введем оператор на 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (D)

𝑈1,𝜆 = ℱ ⊗ 𝐼, (2.17)

где ℱ− дискретное преобразование Фурье, действующее по пере-

менной 𝑡. Этот оператор является унитарным на 𝐿2
𝜆(D), то

есть как оператор

𝑈1,𝜆 = ℱ ⊗ 𝐼 : 𝐿2(T, 𝐿2
𝜆(𝐼)) −→ 𝑙2(𝐿2

𝜆(𝐼)).

Отметим что 𝒜2,2
1,𝜆 = 𝑈1,𝜆(𝒜2

𝜆(D)), это и является моти-

вацией для определения более общих пространств и для их даль-

нейшего исследования.

Обозначим

𝑑𝜆,𝑝(𝑛) = ‖𝑧𝑛‖−1
𝐿𝑝𝜆(D)

=

(︂
2(𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝑟𝑛𝑝+1(1− 𝑟2)𝜆𝑑𝑟

)︂−1
𝑝

=
(︁
(𝜆+ 1)B

(︁
𝑛𝑝+ 2

2
, 𝜆+ 1

)︁)︁−1
𝑝

. (2.18)

Здесь B(𝑥, 𝑦) обозначает бета-функцию Эйлера.

Теорема 2.27 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1. Пространство

𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆 (⊂ 𝑙𝑞+(𝐿

𝑝
𝜆(𝐼)))

совпадает с пространством последовательностей, элементы ко-

торых имеют вид:

𝑐𝑛(𝑟) =

{︃
𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑐𝑛𝑟

𝑛, 𝑛 ∈ Z+,

0, 𝑛 ∈ Z−,

где {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+, при этом

‖ {𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z ‖𝑙𝑞(𝐿𝑝𝜆(𝐼)) =

⎛⎝∑︁
𝑛∈Z+

| 𝑐𝑛 |𝑞

⎞⎠1
𝑞

= ‖ {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
‖𝑙𝑞+ .
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Доказательство. Уравнения (2.16) имеют общие решения 𝑐𝑛(𝑟) =

𝐶𝑛𝑟
𝑛 для 𝑛 ∈ Z+. С учетом формулы 3.251 из [3], будем иметь:

‖ {𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z ‖𝑙𝑞(𝐿𝑝𝜆(𝐼))=

=

⎛⎝∑︁
𝑛∈Z+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

⃒⃒
𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑐𝑛𝑟

𝑛
⃒⃒𝑝
(𝜆+ 1)(1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒ 𝑞
𝑝

⎞⎠1
𝑞

=

⎛⎝∑︁
𝑛∈Z+

|𝑐𝑛|𝑞
⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑝𝜆,𝑝(𝑛)

∫︁ 1

0

𝑟𝑛𝑝+1(𝜆+ 1)(1− 𝑟2)𝜆2𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒ 𝑞
𝑝

⎞⎠1
𝑞

=

⎛⎝∑︁
𝑛∈Z+

|𝑐𝑛|𝑞
⃒⃒⃒
𝑑𝑝𝜆,𝑝(𝑛)(𝜆+ 1)B

(︁
𝑛𝑝+ 2

2
, 𝜆+ 1

)︁⃒⃒⃒ 𝑞
𝑝

⎞⎠1
𝑞

= ‖ {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
‖𝑙𝑞+ .

Теорема доказана. □

Будем использовать 𝐿𝑝(𝐼) для обозначения безвесового про-

странства 𝐿𝑝𝜆(𝐼) с 𝜆 = 0.

Лемма 2.28 Для каждого 𝑛 ∈ Z+ существует унитарный опе-

ратор

𝑢𝑛,𝜆 : 𝐿𝑝𝜆(𝐼) −→ 𝐿𝑝(𝐼),

действующий cледующим образом:

(𝑢𝑛,𝜆𝜙)(𝑟) = 𝑑−1
𝜆,𝑝(𝑛)𝛽

−𝑛
𝑛,𝜆(𝑟)𝜙(𝛽𝑛,𝜆(𝑟)), 𝑟 ∈ [0, 1],

где функция 𝜏 = 𝛽𝑛,𝜆(𝑟) на отрезке [0, 1] является обратной к

функции 𝑟 = 𝜓𝑛,𝜆(𝜏) вида

𝜓𝑛,𝜆(𝜏) = 𝑑
𝑝
2

𝜆,𝑝(𝑛)

(︂
2

∫︁ 𝜏

0

𝜌𝑛𝑝+1𝜈𝜆(𝜌)𝑑𝜌

)︂1
2

, 𝜏 ∈ [0, 1], (2.19)

где

𝜈𝜆(𝑟) = (𝜆+ 1)(1− 𝑟2)𝜆, 𝜆 > −1. (2.20)
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Доказательство. Покажем, что действительно 𝜓𝑛,𝜆(𝜏) имеет

такой вид. Пусть

(𝑢𝑛,𝜆𝜙)(𝑟) = 𝛼𝑛,𝜆(𝑟)𝜙(𝛽𝑛,𝜆(𝑟)),

где функция 𝛼𝑛,𝜆(𝑟) будет выбрана позднее из условия унитарно-

сти оператора. Осуществляя замену 𝑟 = 𝜓𝑛,𝜆(𝜏) для 𝑛 ∈ Z+, пред-

полагая, что 𝜓𝑛,𝜆(𝜏) дифференцируемая и возрастает на (0, 1) и

𝜓𝑛,𝜆(0) = 0, 𝜓𝑛,𝜆(1) = 1, запишем:

‖(𝑢𝑛,𝜆𝜙)‖𝐿𝑝(𝐼) =
(︂∫︁ 1

0

⃒⃒
(𝑢𝑛,𝜆𝜙)(𝑟)

⃒⃒𝑝
2𝑟𝑑𝑟

)︂1
𝑝

=

(︂∫︁ 1

0

⃒⃒
𝛼𝑛,𝜆(𝜓𝑛,𝜆(𝜏))

⃒⃒𝑝 |𝜙(𝜏)|𝑝 2𝜓′

𝑛,𝜆(𝜏)𝜓𝑛,𝜆(𝜏)𝑑𝜏

)︂1
𝑝

.

Таким образом, требование унитарности оператора влечет соотно-

шение:

(𝛼𝑛,𝜆(𝜓𝑛,𝜆(𝜏)))
𝑝𝜓

′

𝑛,𝜆(𝜏)𝜓𝑛,𝜆(𝜏) = 𝜈𝜆(𝜏)𝜏, 𝜏 ∈ (0, 1), (2.21)

где 𝜈𝜆(𝜏) задается формулой (2.20).

С другой стороны,

𝑢𝑛,𝜆(𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑟
𝑛) = 1

или

𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝛼𝑛,𝜆(𝑟)𝛽
𝑛
𝑛,𝜆(𝑟) = 1.

Полагая в последнем соотношении 𝑟 = 𝜓𝑛,𝜆(𝜏), будем иметь:

𝛼𝑛,𝜆(𝜓𝑛,𝜆(𝜏)) = 𝑑−1
𝜆,𝑝(𝑛)𝜏

−𝑛. (2.22)

Сравнивая равенства (2.21) и (2.22), получим:

𝑑−𝑝𝜆,𝑝(𝑛)𝜏
−𝑛𝑝𝜓

′

𝑛,𝜆(𝜏)𝜓𝑛,𝜆(𝜏) = 𝜈𝜆(𝜏)𝜏
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или

𝜓
′

𝑛,𝜆(𝜏)𝜓𝑛,𝜆(𝜏) = 𝑑𝑝𝜆,𝑝(𝑛)𝜏
𝑛𝑝+1𝜈𝜆(𝜏).

Откудa интегрируя, получаем∫︁ 𝜏

0

𝜓
′

𝑛,𝜆(𝜌)𝜓𝑛,𝜆(𝜌)𝑑𝜌 = 𝑑𝑝𝜆,𝑝(𝑛)

∫︁ 𝜏

0

𝜌𝑛𝑝+1𝜈𝜆(𝜌)𝑑𝜌.

Из последнего соотношения следует (2.19). □

Следствие 2.29 Обратный оператор

𝑢−1
𝑛,𝜆 = 𝑢*𝑛,𝜆 : 𝐿𝑝(𝐼) −→ 𝐿𝑝𝜆(𝐼), 𝑛 ∈ Z+,

действует по правилу:

(𝑢−1
𝑛,𝜆𝜙)(𝑟) = 𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑟

𝑛𝜙(𝜓𝑛,𝜆(𝑟)).

Пусть 𝐿𝑝0 обозначает одномерное подпространство 𝐿𝑝(𝐼), по-

рожденное элементом ℓ0,𝑝(𝑟) = 1 (= 1(𝑟)) и ‖ℓ0,𝑝(𝑟)‖𝐿𝑝(𝐼) = 1.

Обозначим через 𝑃0 одномерный проектор 𝐿𝑝(𝐼) на 𝐿𝑝0, дей-

ствующий по правилу:

(𝑃0𝜙)(𝑟) = ℓ0,𝑝(𝑟)

∫︁ 1

0

𝜙(𝜌)2𝜌𝑑𝜌.

Далее, определим унитарный оператор

𝑈2,𝜆 : 𝑙𝑞(𝐿𝑝𝜆(𝐼)) −→ 𝑙𝑞(𝐿𝑝(𝐼))

по правилу

𝑈2,𝜆 : {𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z −→ {(𝑢|𝑛|,𝜆𝑐𝑛)(𝑟)}𝑛∈Z. (2.23)

Теорема 2.30 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Унитарный опера-

тор 𝑈2,𝜆 осуществляет изометрический изоморфизм простран-

ства

𝑙𝑞+(𝐿
𝑝
𝜆(𝐼))
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на 𝑙𝑞+(𝐿
𝑝(𝐼)) при котором пространство 𝒜𝑞,𝑝

1,𝜆 отображается на

𝑙𝑞+ ⊗ 𝐿𝑝0 :

𝑈2,𝜆 : 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆 −→ 𝑙𝑞+ ⊗ 𝐿𝑝0,

где 𝐿𝑝0-одномерное подпространство 𝐿𝑝(𝐼), порожденное элемен-

том ℓ0,𝑝(𝑟) = 1.

Доказательство. Непосредственные вычисления с использова-

нием теоремы 2.27 и леммы 2.28 показывают, что пространство

𝒜𝑞,𝑝
2,𝜆 = 𝑈2,𝜆(𝒜𝑞,𝑝

1,𝜆) совпадает с пространством последовательностей

{𝑑𝑛(𝑟)}𝑛∈Z таких, что при 𝑛 ∈ Z+

𝑑𝑛(𝑟) = 𝑢𝑛,𝜆𝑐𝑛(𝑟) = 𝑢𝑛,𝜆𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑐𝑛𝑟
𝑛 =

= 𝑑−1
𝜆,𝑝(𝑛)𝛽

−𝑛
𝑛,𝜆(𝑟)𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑐𝑛𝛽

𝑛
𝑛,𝜆(𝑟) = 𝑐𝑛,

при этом {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+. Следовательно, 𝒜𝑞,𝑝

2,𝜆 = 𝑙𝑞+ ⊗ 𝐿𝑝0. □

Отметим в данной связи, что в классическом случае простран-

ства Бергмана, в котором 𝑝 = 𝑞 = 2, получим теорему 5.1.

Введем изометрическое вложение

𝑅0 : 𝑙
𝑞
+ −→ 𝑙𝑞(𝐿𝑝(𝐼))

следующим образом:

𝑅0 : {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
−→ ℓ0,𝑝(𝑟){𝜒+(𝑛)𝑐𝑛}𝑛∈Z

Образ пространства 𝑅0 совпадает с пространством 𝒜𝑞,𝑝
2,𝜆 = 𝑙𝑞+ ⊗𝐿𝑝0.

Обратный оператор

𝑅−1
0 : 𝑙𝑞(𝐿𝑝(𝐼)) −→ 𝑙𝑞+

действует по правилу:

𝑅−1
0 : {𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z −→ {𝜒+(𝑛)

∫︁ 1

0

𝑐𝑛(𝜌)2𝜌𝑑𝜌}𝑛∈Z.
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Лемма 2.31 Имеют место равенства:

𝑅−1
0 𝑅0 = 𝐼 : 𝑙𝑞+ −→ 𝑙𝑞+,

𝑅0𝑅
−1
0 = 𝐵𝑝 : 𝑙

𝑞(𝐿𝑝(𝐼)) −→ 𝒜𝑞,𝑝
2,𝜆 = 𝑙𝑞+ ⊗ 𝐿𝑝0,

где 𝐵𝑝 = 𝑝+ ⊗ 𝑃0.

Доказательство. Для доказательства первого равенства заме-

тим, что для {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+ справедливо

𝑅−1
0 𝑅0{𝑐𝑛}𝑛∈Z+

= 𝑅−1
0 ℓ0,𝑝(𝑟){𝜒+(𝑛)𝑐𝑛}𝑛∈Z =

=

{︂
𝜒+(𝑛)

∫︁ 1

0

𝜒+(𝑛)𝑐𝑛2𝜌𝑑𝜌

}︂
𝑛∈Z

=

{︂
𝜒+(𝑛)2𝑐𝑛

∫︁ 1

0

𝜌𝑑𝜌

}︂
𝑛∈Z

= {𝜒+(𝑛)𝑐𝑛}𝑛∈Z = {𝑐𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙𝑞+.

При доказательстве второго равенства для каждой последова-

тельности

{𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z ∈ 𝑙𝑞(𝐿𝑝(𝐼))

запишем

𝑅0𝑅
−1
0 {𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z = 𝑅0

{︂
𝜒+(𝑛)

∫︁ 1

0

𝑐𝑛(𝜌)2𝜌𝑑𝜌

}︂
𝑛∈Z

= ℓ0,𝑝(𝑟)

{︂
𝜒+(𝑛)

∫︁ 1

0

𝑐𝑛(𝜌)2𝜌𝑑𝜌

}︂
𝑛∈Z

,

где {︂
𝜒+(𝑛)

∫︁ 1

0

𝑐𝑛(𝜌)2𝜌𝑑𝜌

}︂
𝑛∈Z

∈ 𝑙𝑞.

Действительно,⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑐𝑛(𝜌)2𝜌𝑑𝜌

⃒⃒⃒⃒
≤
(︂∫︁ 1

0

|𝑐𝑛(𝜌)|𝑝2𝜌𝑑𝜌
)︂1

𝑝
(︂∫︁ 1

0

2𝜌𝑑𝜌

)︂𝑝−1
𝑝

= ‖𝑐𝑛‖𝐿𝑝(𝐼),

что и завершает доказательство. □
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2.6.2 Теорема типа Пэли-Винера.

Зададим оператор

𝑈𝜆 : 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (D) −→ 𝑙𝑞(𝐿𝑝(𝐼)),

действующий по правилу

𝑈𝜆 = 𝑈2,𝜆𝑈1,𝜆,

где операторы 𝑈1,𝜆 и 𝑈2,𝜆 определяются по правилу (2.17) и (2.23)

соответственно.

На основании теоремы 2.30 оператор

𝑅𝜆 = 𝑅−1
0 𝑈𝜆,

определенный следующим образом

𝑅𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D)

: 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) −→ 𝑙𝑞+,

является изометрическим изоморфизмом.

Обратный оператор

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝑅0,

𝑅−1
𝜆 : 𝑙𝑞+ −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (D),

также является изометрическим изоморфизмом.

Замечание 2.32 Имеют место равенства:

𝑅𝜆𝑅
−1
𝜆 = 𝐼 : 𝑙𝑞+ −→ 𝑙𝑞+,

𝑅−1
𝜆 𝑅𝜆 = 𝐵

(𝜆)
D : 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (D) −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (D).

Доказательство. Непосредственные вычисления с использова-

нием леммы 2.31 дают:

𝑅𝜆𝑅
−1
𝜆 = 𝑅−1

0 𝑈𝜆𝑈
−1
𝜆 𝑅0 = 𝑅−1

0 𝑅0 = 𝐼,

𝑅−1
𝜆 𝑅𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝑅0𝑅
−1
0 𝑈𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝐵𝑝𝑈𝜆 = 𝑈−1
𝜆 (𝑝+ ⊗ 𝑃0)𝑈𝜆 = 𝐵

(𝜆)
D .

□
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Теорема 2.33 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Изометрический

изоморфизм

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝑅0 : 𝑙𝑞+ −→ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D)

определяется соотношением

𝑅−1
𝜆 : {𝑐𝑛}𝑛∈Z+

−→
∑︁
𝑛∈Z+

𝑐𝑛𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑧
𝑛.

Обратный изоморфизм 𝑅𝜆 : 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) −→ 𝑙𝑞+ имеет вид

𝑅𝜆 : 𝜙(𝑧) −→
{︂
𝑑𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑛)

∫︁
D
𝜙(𝑧)𝑧 𝑛 |𝑧|𝑛(𝑝−2)dA𝜆(𝑧)

}︂
𝑛∈Z+

=

{︂
1

𝜋
𝑑𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑛)

∫︁ 1

0

∫︁
T
𝜙(𝑟𝑡)𝑡−𝑛𝑟𝑛(𝑝−1)+1𝜈𝜆(𝑟)𝑑𝜎(𝑡)𝑑𝑟

}︂
𝑛∈Z+

.(2.24)

Здесь 𝑑𝜆,𝑝 и 𝜈𝜆 определяются формулами (2.18) и (2.20) соответ-

ственно.

Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть

{𝑐𝑛}𝑛∈Z+
∈ 𝑙2+. Тогда

𝑅−1
𝜆 {𝑐𝑛}𝑛∈Z+

= 𝑈−1
𝜆 𝑅0{𝑐𝑛}𝑛∈Z+

= 𝑈−1
𝜆 ℓ0,𝑝(𝑟) {𝜒+(𝑛)𝑐𝑛}𝑛∈Z

= 𝑈−1
1,𝜆𝑈

−1
2,𝜆ℓ0,𝑝(𝑟) {𝜒+(𝑛)𝑐𝑛}𝑛∈Z

= 𝑈−1
1,𝜆

{︀
𝑐𝑛 𝜒+(𝑛)𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑟

𝑛
}︀
𝑛∈Z

=
∑︁
𝑛∈Z+

𝑐𝑛 𝑑𝜆,𝑝(𝑛)𝑟
𝑛𝑡𝑛

=
∑︁
𝑛∈Z+

𝑐𝑛𝑑𝜆,𝑝(𝑛) 𝑧
𝑛, 𝑧 = 𝑟𝑡.

Рассмотрим теперь 𝑅𝜆. Пусть 𝜙(𝑟𝑡) ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D), тогда имеют место
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равенства:

𝑅𝜆𝜙(𝑟𝑡) = 𝑅−1
0 𝑈𝜆𝜙(𝑟𝑡) = 𝑅−1

0 𝑈2,𝜆𝑈1,𝜆𝜙(𝑟𝑡)

= 𝑅−1
0 𝑈2,𝜆

{︂
1

2𝜋

∫︁
T
𝜙(𝑟𝑡)𝑡−𝑛𝑑𝜎(𝑡)

}︂
𝑛∈Z+

= 𝑅−1
0

{︂
1

2𝜋
𝑑−1
𝜆,𝑝(𝑛)𝛽

−𝑛
𝑛,𝜆(𝑟)

∫︁
T
𝜙(𝛽𝑛,𝜆(𝑟)𝑡)𝑡

−𝑛𝑑𝜎(𝑡)

}︂
𝑛∈Z+

=

{︂
1

2𝜋

∫︁ 1

0

𝑑−1
𝜆,𝑝(𝑛)𝛽

−𝑛
𝑛,𝜆(𝜌)

∫︁
T
𝜙(𝛽𝑛,𝜆(𝜌)𝑡)𝑡

−𝑛𝑑𝜎(𝑡)2𝜌𝑑𝜌

}︂
𝑛∈Z+

.

В последнем выражении произведем замену переменных

𝜏 = 𝛽𝑛,𝜆(𝜌), 𝜌 = 𝜓𝑛,𝜆(𝜏),

предполагая, что 𝜓𝑛,𝜆(𝜏) дифференцируемая и возрастает на (0, 1)

и 𝜓𝑛,𝜆(0) = 0, 𝜓𝑛,𝜆(1) = 1. Тогда будем иметь:

𝑅𝜆𝜙(𝑟𝑡) =
1

𝜋
×

×
{︂∫︁ 1

0

𝑑−1
𝜆,𝑝(𝑛)𝜏

−𝑛
∫︁
T
𝜙(𝜏𝑡)𝑡−𝑛𝑑𝜎(𝑡)𝜓𝑛,𝜆(𝜏)𝜓

′

𝑛,𝜆(𝜏)𝑑𝜏

}︂
𝑛∈Z+

=

{︂
1

𝜋
𝑑𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑛)

∫︁ 1

0

∫︁
T
𝜙(𝜏𝑡)(𝜏𝑡)−𝑛𝜏𝑛𝑝+1𝜈𝜆(𝜏)𝑑𝜎(𝑡)𝑑𝜏

}︂
𝑛∈Z+

=

{︂
𝑑𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑛)

∫︁
D
𝜙(𝑧)𝑧 𝑛 |𝑧|𝑛(𝑝−2)𝑑𝐴𝜆(𝑧)

}︂
𝑛∈Z+

.

Здесь 𝑧 = 𝜏𝑡, 𝑧 = 𝜏𝑡−1, |𝑧| = 𝜏, dA𝜆(𝑧) =
1
𝜋 𝜏𝜈𝜆(𝜏)𝑑𝜏 𝑑𝜎(𝑡). □

Как следствие, получим конструктивную характеризацию функ-

ций из 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D) :

Теорема 2.34 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, 𝑓 ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (D). Тогда

‖𝑓‖ℒ𝑞,𝑝𝜆 (D) = ‖𝑅𝜆𝑓‖𝑙𝑞+.

63



Замечание 2.35 Как уже было отмечено во введении, в контек-

сте единичного диска в работах [22, 23, 24, 25, 28, 29] рассмотре-

ны различные пространства 𝑋 = 𝑋(𝐼) , включая пространство

Лебега переменного порядка 𝑝 = 𝑝(𝑟), Морри, Орлича, Орлича-

Морри, и пр. Этот вопрос сам по себе интересен, так как вы-

бор конкретного пространства 𝑋 может существенно менять

характеристики пространства аналитических функций 𝒜𝑞;𝑋(D).

Например, интересно, что если 𝑋 = 𝐿𝑝(·)(𝐼) - пространство Ле-

бега переменного порядка и 𝑝(𝑟) → ∞ при 𝑟 → 1 − 0 с опреде-

ленной оценкой снизу на рост, то соответствующее простран-

ство 𝒜2;𝑋(D) совпадает с классическим пространством Харди на

единичном диске (подробности - в работе [23]). Что может яв-

ляться аналогом теоремы Пэли - Винера это хороший открытый

вопрос в этом и других случаях.
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3 Глава 2
Весовые пространства на верхней полуплоско-
сти со смешанной нормой, связанной с декар-
товыми координатами

3.1 Краткое содержание и предварительные сведения

В разделе 3.1 собраны предварительные сведения и обозначения.

В разделе 3.2 приводится общее определение пространства со сме-

шанной нормой, основанное на результатах работы [9], но приме-

нительно к нашей ситуации. Основные результаты содержатся в

разделах 3.3, 3.4, 3.5. В разделе 3.3 вводятся весовые пространства

со смешанной нормой 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) с весом, привязанным к границе -

это основной объект нашего исследования и приводится характе-

ризация функций из этих пространств. В разделе 3.4 формулиру-

ется и доказывается теорема типа Пэли-Винера, которая связывает

функции из 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) с функциями из 𝐿𝑞(R+) посредством некото-

рых операторов типа Фурье, осуществляющих изометрический изо-

морфизм между указанными пространствами. Наконец, указанный

факт позволяет в разделе 3.5 сформулировать и доказать критерий

ограниченности оператора Теплица с символом, зависящим от вер-

тикальной переменной на пространствах 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Преобразование Фурье 𝐹 : 𝐿2(R) −→ 𝐿2(R) определяется на

функциях из 𝐿1(R) равенством

(𝐹𝑓)(𝑢) =
1√
2𝜋

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑢𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑓 ∈ 𝐿1(R)

и далее обычным образом продолжается до изоморфизма в 𝐿2(R)

непрерывным продолжением с плотного подмножества 𝐿1(R)∩𝐿2(R)).

Обратное преобразование Фурье имеет вид:

(𝐹−1𝑓)(𝑥) =
1√
2𝜋

∫︁
R
𝑒𝑖𝑢𝑥𝑓(𝑢)𝑑𝑢, 𝑓 ∈ 𝐿1(R).
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Пусть Π обозначает (открытую) верхнюю полуплоскость в ком-

плексном пространстве C. Мы отождествляем Π = R × R+, запи-

сывая 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑧 ∈ Π, 𝑥 ∈ R и 𝑦 ∈ R+ = (0,+∞), с соответству-

ющим пониманием интегралов, мер и т. д. в дальнейшем.

Обозначим через 𝐿2
𝜆(Π), 𝜆 > −1, пространство измеримых на

верхней полуплоскости Π функций 𝑓, для которых норма

‖𝑓‖𝐿2
𝜆(Π)

=

(︂∫︁
R

∫︁
R+

|𝑓(𝑥, 𝑦)|2(𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦
1

𝜋
𝑑𝑥

)︂1
2

конечна.

Весовое пространство Бергмана 𝒜2
𝜆(Π) является замкнутым

подпространством весового пространства 𝐿2
𝜆(Π), состоящим из ана-

литических в Π функций (см. [12, 38, 39]).

Ортогональный (весовой) проектор Бергмана 𝐵(𝜆)
Π простран-

ства 𝐿2
𝜆(Π) на 𝒜2

𝜆(Π) имеет вид

𝐵
(𝜆)
Π 𝑓(𝑧) =

∫︁
Π

𝑓(𝑤)𝐾𝜆(𝑧, 𝑤)𝑑𝜈𝜆(𝑤), (3.1)

где

𝑑𝜈𝜆(𝑤) =
1

𝜋
(𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑤 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ Π,

а функция

𝐾𝜆(𝑧, 𝑤) = −𝑖𝜆 1

(𝑧 − 𝑤)2+𝜆

есть весовое ядро Бергмана для 𝒜2
𝜆(Π).

Несмотря на то, что проектор Бергмана изначально опреде-

лен на 𝒜2
𝜆(Π), приведенное выше интегральное представление для

𝐵
(𝜆)
Π определяет 𝐵

(𝜆)
Π 𝑓 для более широкого класса функций (см.

указанные выше книги).
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3.2 Общее определение пространства со смешанной нор-
мой ℒ𝑞;𝑋(Π) .

Символом 𝐶∞
𝑐 (R+) будем обозначать класс бесконечно дифферен-

цируемых функций с компактным носителем в R+.

Пусть𝑋(R+) — комплексное банахово пространство распреде-

лений на R+, равномерно вложенное в пространство распределений

𝐶∞
𝑐 (R+)

′, т. е. имеет место неравенство:

|𝑣(ℎ)| ≤ ℘(ℎ) · ‖𝑣‖𝑋(R+),

где ∀ℎ ∈ 𝐶∞
𝑐 (R+), ∀𝑣 ∈ 𝑋(R+) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (R+)
′, ℘ — любая

непрерывная функция, ℘ : 𝐶∞
𝑐 (R+) → [0,+∞). Заметим, что это

условие легко выполняется для пространств локально интегрируе-

мых по Лебегу функций благодаря неравенству Гёльдера.

Предположим, что норма ‖ · ‖𝑋(R+)
определена таким обра-

зом, что отображение

𝜉 (∈ R) ↦→
Φ𝜉

‖Φ𝜉‖𝑋(R+)
(∈ 𝐶∞

𝑐 (R+)
′), (3.2)

где

Φ𝜉(𝑦) = 𝑒−𝜉𝑦, ∀𝑦 ∈ R+,

почти всюду равно измеримой по Бохнеру функции, действующей

R → 𝑋(R+). Например, для𝑋(R+) = 𝐿𝑝(R+) с 1 ≤ 𝑝 < +∞ ука-

занное выше отображение является явно вычислимой непрерывной

функцией (с соглашением, что 1
+∞ = 0).

Рассмотрим сначала нормированное пространство

𝐿𝑞;𝑋(Π) =
{︀
𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1

loc(R, 𝑋(R+)) ‖𝜙(𝑥, ·)‖𝑋(R+) ∈ 𝐿𝑞(R)
}︀
,

‖𝜙‖𝐿𝑞;𝑋(Π) = ‖‖𝜙‖𝑋(R+)‖𝐿𝑞(R), 1 ≤ 𝑞 <∞.

Мы будем интерпретировать 𝜙 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Π) как распределения 𝜙(𝑥, 𝑦)

на Π (см. ниже), такие, что отображение 𝑥 ↦→ 𝜙(𝑥, ·) есть R →
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𝑋(R+), а отображение 𝑥 ↦→ ‖𝜙(𝑥, ·)‖𝑋(R+) принадлежит простран-

ству 𝐿𝑞(R).

То, что

𝐿𝑞;𝑋(Π) ⊂ 𝐿1
loc(R, 𝑋(R+))

является векторным подпространством и ‖ · ‖𝐿𝑞;𝑋(Π) действительно

является нормой, следует из леммы 4 в [8]. Более того, по лемме 5

в [8] мы имеем непрерывное вложение

𝐿𝑞;𝑋(Π) →˓ 𝒟𝑡(Π)
′ (3.3)

в пространство распределений 𝒟𝑡(Π)
′, которые являются "умерен-

ными"по первой переменной. Точнее,

𝒟𝑡(Π) = 𝒮(R) ̂︀⊗𝐶∞
𝑐 (R+)

является тензорным произведением двух ядерных пространств: про-

странства функций Шварца на R и пространства тестовых функ-

ций на R+. Проще говоря, 𝒟𝑡(Π) является пространством гладких

функций, которые быстро затухают по переменной 𝑥 и имеют ком-

пактный носитель по переменной 𝑦. Соответственно, 𝒟𝑡(Π)
′ являет-

ся двойственным пространством распределений, которые "умерен-

ные"по переменной 𝑥.

Введем смешанное нормированное пространство ℒ𝑞;𝑋(Π), 1 ⩽
𝑞 < ∞, как пространство распределений 𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)

′ таких, что

(обобщенное) преобразование Фурье по первой переменной ̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, 𝑦),

рассматриваемое как отображение 𝜉 ↦→ ̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, ·), является локаль-

но интегрируемой по Бохнеру функцией

̂︀𝑓𝑥→𝜉 : R → 𝑋(R+),
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и следующая норма конечна:

‖𝑓‖ℒ𝑞;𝑋(Π) =

(︃∫︁
R

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, ·)

⃦⃦⃦⃦𝑞
𝑋(R+)

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

(3.4)

=

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̂︀𝑓𝑥→𝜉

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑞;𝑋(Π)

.

Другими словами,

ℒ𝑞;𝑋(Π) =
{︁
𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)

′ ̂︀𝑓𝑥→𝜉 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Π)
}︁
,

см. [8] для более детального пояснения.

Теорема 3.1 Пространство ℒ𝑞;𝑋(Π) является нормированным век-

торным пространством, непрерывно вложенным в 𝒟𝑡(Π)
′ и изо-

метрически изоморфным 𝐿𝑞;𝑋(Π) посредством преобразования Фу-

рье по первой переменной:
1√
𝜋
𝐹 ⊗ 𝐼 : ℒ𝑞;𝑋(Π) → 𝐿𝑞;𝑋(Π).

Доказательство. Действительно, то, что это изометрия, ясно

из (3.4), а сюръективность следует из (3.3). □

Отметим, что множитель 1√
𝜋

в определении выше имеет ис-

ключительно техническую задачу и предназначен для того, что-

бы наши результаты совпадали с класcическими в случае 𝑞 = 2 и

𝑋(R+) = 𝐿2(R+).

3.3 Пространства со смешанной нормой ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π), 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π),

𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) и 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π)

Теперь перейдем к конкретной ситуации, когда

𝑋𝜆(R+) = 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1.

Обозначим

ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ℒ𝑞;𝑋(Π), 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) = 𝐿𝑞;𝑋(Π), 1 ≤ 𝑞 <∞,
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в смысле определений, данных в разделе 3.2. Таким образом,

𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) =

{︂
𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1

loc(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥)

‖𝜙(𝑥, ·)‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦) ∈ 𝐿𝑞(R)

}︂
,

‖𝜙‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖‖𝜙‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)‖𝐿𝑞(R).

Мы интерпретируем 𝜙 ∈ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) как распределения 𝜙(𝑥, 𝑦)

на Π задаваемые отображениями 𝑥 ↦→ 𝜙(𝑥, ·) действующими меж-

ду R → 𝐿𝑝(R+, (𝜆 + 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), и такими, что отображения 𝑥 ↦→
‖𝜙(𝑥, ·)‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦) принадлежат пространству 𝐿𝑞(R).

Заметим, что условия, наложенные в разделе 3.2 на простран-

ство𝑋(R+), удовлетворяются при𝑋𝜆(R+) = 𝐿𝑝(R+, (𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦).

В частности, отображение R ↦→ 𝐿𝑝(R+, (𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦) из формулы

(3.2) примет вид:

𝜉 ↦→

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜉
𝜆+1
𝑝 Φ𝜉

‖Φ1‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)
, если 𝜉 > 0

0, если 𝜉 ≤ 0

или, иначе,

𝜉 ↦→

⎧⎨⎩
(︁

𝑝𝜆+1

2𝜆Γ(𝜆+2)

)︁1
𝑝
𝜉
𝜆+1
𝑝 Φ𝜉, если 𝜉 > 0

0, если 𝜉 ≤ 0

(3.5)

и является непрерывным.

Итак, выбор пространства 𝑋𝜆(R+) = 𝐿𝑝(R+, (𝜆 + 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)

является обоснованным, и все заключения в разделе 3.2 справедли-

вы для пространства со смешанной нормой ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π).

Пусть

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) = Hol(Π) ∩ ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π)

обозначает множество тех элементов (функций) из ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π), кото-

рые аналитичны в Π.
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Теорема 3.2 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Нормированное под-

пространство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) ⊂ ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) является полным.

Доказательство. Заметим, что 𝐿𝑞(R) удовлетворяет условиям

(19)-(22) в [8], а отображение

𝜉(∈ R) ↦→

⎧⎨⎩
𝜉
𝜆+1
𝑝

‖Φ1‖𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)
, если 𝜉 > 0

0, если 𝜉 ≤ 0

локально ограничено.

Таким образом, по предложению 5 из [8], весовое пространство

Ξ(𝐺̂, 𝜌) = 𝐿𝑞(R, 𝜚),

заданное весом

𝜚(𝜉) = ‖Φ𝜉‖𝑞𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦)
=

⎧⎨⎩𝜉−
𝜆+1
𝑝 𝑞
(︁
2𝜆Γ(𝜆+2)
𝑝𝜆+1

)︁ 𝑞
𝑝
, если 𝜉 > 0

+∞, если 𝜉 ≤ 0

является полным (конечно, полнота весовых пространств Лебега

известна независимо). Заметим, что вес 𝜚 не является почти всюду

конечным и принимает значения в [0,+∞]. Следует понимать, что

элементы 𝐿𝑞(R, 𝜚) почти всюду равны нулю на (−∞, 0).

Более того, по предложению 6 из [8], преобразование Фурье

по первой переменной

1√
𝜋
𝐹 ⊗ 𝐼 : 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π) → Ξ(𝐺̂, 𝜌) = 𝐿𝑞(R, 𝜚)

является изометрическим изоморфизмом. Поэтому, как отмечено в

замечании 8 из [8], пространство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) является полным. □

Введем оператор

𝑈1,𝜆 : ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π),

71



действующий посредством преобразования Фурье по первой пере-

менной по правилу:

𝑈1,𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) =
1√
𝜋
̂︀𝑓𝑥→𝜉(𝜉, 𝑦). (3.6)

Так что по определению

‖𝑓‖ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π).

Заметим, что (см. теорему 3.1) определенный таким образом опе-

ратор 𝑈1,𝜆 является изометрическим изоморфизмом между норми-

рованными векторными пространствами ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) и 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π).

Заметим, что при 𝑝 = 𝑞 = 2, оператор 𝑈1,𝜆 - является унитар-

ным как оператор

𝑈1,𝜆 : 𝐿2
𝜆(Π) −→ 𝐿2(R, 𝐿2(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥).

Пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) определим как замыкание подпростран-

ства пространства функций 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜙 ∈ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π), для которых

справедливо

𝑈1,𝜆
𝜕

𝜕𝑧
𝑈−1
1,𝜆𝜙 =

𝑖

2

(︂
𝑥+

𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝜙 = 0 (3.7)

в слабом смысле (в смысле 𝒟𝑡(Π)
′ -распределений).

Замечание 3.3 Заметим, что

𝒜2,2
𝜆 (Π) = 𝒜2

𝜆(Π), 𝒜2,2
1,𝜆(Π) = 𝑈1,𝜆(𝒜2

𝜆(Π)).

Легко проверить, что функции 𝜙, удовлетворяющие (3.7), имеют

вид

𝜙(𝑧) = 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝑥)𝑒−𝑥𝑦,

где 𝜓 ∈ 𝐿1
loc(R) (см. лемма 9 из [8]). Заметим, что функция 𝜙

должна принадлежать пространству

𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥),
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поэтому 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) определяется как замыкание в пространстве функ-

ций из 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥) вида

𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜒+(𝑥)𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
−𝑥𝑦, 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R),

где 𝜒+ - характеристическая функция полуоси R+, и

𝜃𝜆,𝑝(𝑥) =

(︂∫︁
R+

2𝜆(𝜆+ 1) 𝑒−𝑝𝑥𝑦𝑦𝜆𝑑𝑦

)︂−1
𝑝

=

(︂
𝑝𝜆+1𝑥𝜆+1

2𝜆Γ(𝜆+ 2)

)︂1
𝑝

, (3.8)

для 𝑥 ≥ 0. Причем,

‖𝜙‖𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π)

= ‖𝑓‖𝐿𝑞(R+).

Действительно, несложные вычисления дают

‖𝜙‖𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π)

=

(︃∫︁
R

(︂∫︁
R+

⃒⃒
𝜒+(𝑥)𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒

−𝑥𝑦 ⃒⃒𝑝 (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝑥

)︃1
𝑞

=

(︃∫︁
R+

|𝑓(𝑥)|𝑞
(︂
𝑝𝜆+1𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁
R+

𝑒−𝑝𝑥𝑦𝑦𝜆𝑑𝑦

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝑥

)︃1
𝑞

= ‖𝑓‖𝐿𝑞(R+).

Описав таким образом пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) мы наконец заметим,

что оно изометрически совпадает с нашим исходным пространством

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π). Именно, справедлив следующий результат:

Теорема 3.4 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Оператор 𝑈1,𝜆 ви-

да (3.6) осуществляет изометрический изоморфизм пространств

ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) и 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π), а его сужение на пространтсво 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) явля-

ется изометрическим изоморфизмом между 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) и 𝒜𝑞,𝑝

1,𝜆(Π),

то есть

‖𝑓‖ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π).

Доказательство. Следствие 4 в [8] описывает изоморфизм меж-

ду 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) и весовым пространством Ξ(𝐺̂, 𝜌) = 𝐿𝑞(R, 𝜚). Тогда
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утверждение немедленно следует из предложения 6 в [8] (см. до-

казательство леммы 3.2 выше). □

3.4 Теорема типа Пэли-Винера

Введем оператор

𝑈2,𝜆 : 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥) −→ 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥)

следующим образом:

(𝑈2,𝜆𝜙)(𝑥, 𝑦) =
1

𝜃𝜆,𝑝(| 𝑥 |)
𝑒−

𝑦
𝑝+|𝑥|𝛽𝜆(|𝑥|,𝑦)𝜙(𝑥, 𝛽𝜆(| 𝑥 |, 𝑦)), (3.9)

где для любого фиксированного 𝑥 > 0 функция 𝑦 → 𝛽𝜆(𝑥, 𝑦) явля-

ется обратной к функции

𝜓𝜆(𝑥, 𝑡) = ln

(︂
Γ(𝜆+ 1)

Γ(𝜆+ 1, 𝑝𝑥𝑡)

)︂
, (3.10)

то есть

𝛽𝜆(𝑥, 𝜓𝜆(𝑥, 𝑡)) = 𝑡, 𝑥 > 0.

Здесь Γ(𝑎, 𝑏) - неполная гамма-функция (см., например [3]).

Покажем, что действительно 𝜓𝜆(𝑥, 𝑡) имеет такой вид. Пусть

𝑥 > 0, положим

(𝑈2,𝜆𝜙)(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝜆(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑥, 𝛽𝜆(𝑥, 𝑦)),

где функция 𝛼𝜆(𝑥, 𝑦) будет выбрана позднее из условия совпадения

норм:

‖𝑈2,𝜆𝜙‖𝐿𝑞(R,𝐿𝑝(R+,𝑑𝑦),𝑑𝑥) = ‖𝜙‖𝐿𝑞(R,𝐿𝑝(R+,(𝜆+1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦),𝑑𝑥).

Другими словами, потребуем, чтобы

𝛼𝑝𝜆(𝑥, 𝜓𝜆(𝑥, 𝑡))
𝜕

𝜕𝑡
𝜓𝜆(𝑥, 𝑡) = (𝜆+ 1)(2𝑡)𝜆.
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Но с другой стороны,

𝑈2,𝜆𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑒
−𝑥𝑦 = 𝑒−

𝑦
𝑝 .

Следовательно,

𝛼𝜆(𝑥, 𝑦)𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑒
−𝑥𝛽𝜆(𝑥,𝑦) = 𝑒−

𝑦
𝑝 ,

𝛼𝜆(𝑥, 𝜓𝜆(𝑥, 𝑡)) = 𝜃−1
𝜆,𝑝(𝑥)𝑒

𝑥𝑡−𝜓𝜆(𝑥,𝑡)
𝑝 .

Отсюда,

1

𝜃𝑝𝜆,𝑝(𝑥)
𝑒𝑝𝑥𝑡−𝜓𝜆(𝑥,𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝜓𝜆(𝑥, 𝑡) = (𝜆+ 1)(2𝑡)𝜆.

Преобразовывая последнее равенство и далее интегрируя его, будем

иметь∫︁ ∞

𝑡

𝑒−𝜓𝜆(𝑥,𝜏)
𝜕

𝜕𝜏
𝜓𝜆(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 = 𝜃𝑝𝜆,𝑝(𝑥)(𝜆+ 1)

∫︁ ∞

𝑡

(2𝜏)𝜆𝑒−𝑝𝑥𝜏𝑑𝜏,

откуда получаем нужное:

𝑒−𝜓𝜆(𝑥,𝑡) =
𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁ ∞

𝑡

𝑒−𝑝𝜏𝑥(𝑝𝜏)𝜆𝑑(𝑝𝜏) =
Γ(𝜆+ 1, 𝑝𝑥𝑡)

Γ(𝜆+ 1)
. (3.11)

Обратный оператор

𝑈−1
2,𝜆 : 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥) −→ 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥)

действует по правилу:

(𝑈−1
2,𝜆𝜙)(𝑥, 𝑦) = 𝜃𝜆,𝑝(|𝑥|)𝑒

1
𝑝𝜓𝜆(|𝑥|,𝑦)−|𝑥|𝑦𝜙(𝑥, 𝜓𝜆(|𝑥|, 𝑦)).

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R) имеем

𝑈2,𝜆 : 𝜒+(𝑥)𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
−𝑥𝑦 −→ 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒

−𝑦
𝑝 .

Пусть 𝐿𝑝0(R+, 𝑑𝑦) - одномерное подпространство 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦),

порожденное элементом ℓ0,𝑝(𝑦) = 𝑒−
𝑦
𝑝 . Следовательно, образ

𝒜𝑞,𝑝
2,𝜆(Π) = 𝑈2,𝜆(𝒜𝑞,𝑝

1,𝜆(Π))
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определяется как замыкание в 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥) функций вида

𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
−𝑦
𝑝 , 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(R)

и совпадает с пространством 𝐿𝑞(R+, 𝐿
𝑝
0(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥).

Обозначим через 𝑃0 одномерный проектор пространства 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦)

на 𝐿𝑝0(R+, 𝑑𝑦) :

(𝑃0𝜓)(𝑦) = ℓ0,𝑝(𝑦)

∫︁
R+

𝜓(𝑣)𝑒−
𝑣
𝑝𝑑𝑣.

На основании вышесказанного имеет место следующая теорема.

Теорема 3.5 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Оператор 𝑈2,𝜆 осу-

ществляет изометрический изоморфизм пространства

𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Π) = 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, (𝜆+ 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦), 𝑑𝑥)

на

𝐿𝑞,𝑝(Π) = 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥),

при котором пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) отображается на

𝐿𝑞(R+, 𝐿
𝑝
0(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥).

Введем оператор

𝑈𝜆 : ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞,𝑝(Π),

действующий по правилу

𝑈𝜆 = 𝑈2,𝜆𝑈1,𝜆. (3.12)

Имеют место следующие теоремы:

Теорема 3.6 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Оператор 𝑈𝜆 вида

(3.12) осуществляет изометрический изоморфизм пространства

ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) на 𝐿𝑞,𝑝(Π), при котором
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1. Пространство Бергмана 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) отображается на

𝐿𝑞(R+, 𝐿
𝑝
0(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥).

2. Проектор Бергмана 𝐵(𝜆)
Π эквивалентен проектору 𝜒+𝐼 ⊗ 𝑃0,

то есть 𝑈𝜆 связывает проекторы: 𝑈𝜆𝐵
(𝜆)
Π = (𝜒+𝐼 ⊗ 𝑃0)𝑈𝜆.

Эквивалентность операторов (проекторов) в приведенной вы-

ше теореме и также всюду ниже понимается как взаимно однознач-

ное соответствие между этими операторами посредством изометри-

ческого изоморфизма 𝑈𝜆.

Заметим, что в частном случае 𝑝 = 𝑞 = 2 известен следующий

результат (см. [20] и также [36]).

Теорема 3.7 Унитарный оператор 𝑈𝜆 вида (3.12) осуществляет

изометрический изоморфизм пространства 𝐿2
𝜆(Π) на простран-

ство 𝐿2(R, 𝐿2(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥), при котором

1. Пространство Бергмана 𝒜2
𝜆(Π) отображается на

𝐿2(R+, 𝐿
2
0(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥),

2. Проектор Бергмана 𝐵(𝜆)
Π унитарно эквивалентен проектору

𝜒+𝐼 ⊗ 𝑃0.

Осуществим изометрическое вложение

𝑅0 : 𝐿
𝑞(R+) −→ 𝐿𝑞,𝑝(Π)

по правилу

(𝑅0𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥)ℓ0,𝑝(𝑦), 𝑦 > 0,

где ℓ0,𝑝(𝑦) = 𝑒−
𝑦
𝑝 , а функция 𝑓(𝑥) продолжается нулем при 𝑥 < 0.

Образ𝑅0 очевидно совпадает с пространством 𝐿𝑞(R+, 𝑑𝑥)⊗𝐿𝑝0(R+, 𝑑𝑦).
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Обратный оператор

𝑅−1
0 : 𝐿𝑞,𝑝(Π) −→ 𝐿𝑞(R+)

действует по формуле

(𝑅−1
0 𝜙)(𝑥) = 𝜒+(𝑥)

∫︁
R+

𝜙(𝑥, 𝜂)ℓ𝑝−1
0,𝑝 (𝜂)𝑑𝜂.

Лемма 3.8 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞. Имеют место равенства:

𝑅−1
0 𝑅0 = 𝐼 : 𝐿𝑞(R+) −→ 𝐿𝑞(R+),

𝑅0𝑅
−1
0 = 𝐵𝑝 : 𝐿

𝑞,𝑝(Π) −→ 𝐿𝑞(R+, 𝐿
𝑝
0(R+, 𝑑𝑦), 𝑑𝑥)

Доказательство. Действительно, для 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(R+) при 𝑥 > 0

выполняется:

(𝑅−1
0 𝑅0𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝑅−1

0 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥)𝑒
−𝑦
𝑝

=

∫︁
R+

𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑒
−𝜂
𝑝 ℓ𝑝−1

0,𝑝 (𝜂)𝑑𝜂

= 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥)

∫︁
R+

𝑒−
𝜂
𝑝 𝑒−

𝜂(𝑝−1)
𝑝 𝑑𝜂

= 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥)

∫︁
R+

𝑒−𝜂𝑑𝜂 = 𝜒+(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

С другой стороны, для 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑞,𝑝(Π) имеют место равенства:

𝑅0𝑅
−1
0 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑅0𝜒+(𝑥)

∫︁
R+

𝑓(𝑥, 𝜂)𝑒−
𝜂(𝑝−1)
𝑝 𝑑𝜂

= 𝜒+(𝑥)ℓ0,𝑝(𝑦)

∫︁
R+

𝑓(𝑥, 𝜂) 𝑒−
𝜂(𝑝−1)
𝑝 𝑑𝜂 = (𝐵𝑝𝑓)(𝑥, 𝑦).

Сходимость записанных выше интегралов очевидна при 𝑝 = 1, а

при 𝑝 > 1 обосновывается при помощи неравенства Гельдера:⃒⃒⃒⃒∫︁
R+

𝑓(𝑥, 𝜂)𝑒−
𝜂(𝑝−1)
𝑝 𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
≤
(︂∫︁

R+

|𝑓(𝑥, 𝜂)|𝑝 𝑑𝜂
)︂1

𝑝
(︂∫︁

R+

𝑒−𝜂𝑑𝜂

)︂ 1
𝑝′

= ‖ 𝑓(𝑥, ·) ‖𝐿𝑝(R+,𝑑𝜂),
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1.
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□

Оператор

𝑅𝜆 = 𝑅−1
0 𝑈𝜆

отображает пространство ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) на 𝐿𝑞(R+), и сужение

𝑅𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π)

: 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞(R+)

является изометрическим изоморфизмом.

Обратный оператор

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝑅0,

𝑅−1
𝜆 : 𝐿𝑞(R+) −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π) ⊂ ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π)

является изометрическим изоморфизмом пространства 𝐿𝑞(R+) на

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Замечание 3.9 Имеют место равенства

𝑅𝜆𝑅
−1
𝜆 = 𝐼 : 𝐿𝑞(R+) −→ 𝐿𝑞(R+),

𝑅−1
𝜆 𝑅𝜆 = 𝐵

(𝜆)
Π : ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π).

Приведем интегральные представления для операторов 𝑅𝜆, 𝑅−1
𝜆 .

Теорема 3.10 (Теорема Пэли-Винера). Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 >

−1. Изометрический изоморфизм

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

𝜆 𝑅0 : 𝐿
𝑞(R+) −→ 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π)

определяется равенством

(𝑅−1
𝜆 𝜙)(𝑧) =

𝑝
𝜆+1
𝑝

√
2 𝑝
√︀

2𝜆Γ(𝜆+ 2)

∫︁
R+

𝜙(𝜉)𝜉
𝜆+1
𝑝 𝑒𝑖𝜉𝑧𝑑𝜉, 𝜙 ∈ 𝐿𝑞(R+),

(3.13)
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Γ(𝑥) обозначает Гамма-функцию. Обратный изоморфизм

𝑅𝜆 = 𝑅−1
0 𝑈𝜆 : 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞(R+)

имеет вид:

(𝑅𝜆𝑓)(𝑥) = 𝜒+(𝑥)
1√
2
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥)

∫︁
∏︀ 𝑓(𝜔)𝑒−𝑖𝑥𝜔𝑒−𝑥(𝑝−2)Re𝜔𝑑𝜈𝜆(𝜔) (3.14)

= 𝜒+(𝑥)
𝜆+ 1√

2𝜋
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥)

∫︁
R

∫︁
R+

𝑓(𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−𝑖𝑥(𝜉−𝑖𝜂)𝑒−𝑥(𝑝−2)𝜉(2𝜂)𝜆𝑑𝜂𝑑𝜉,

где 𝜃𝜆,𝑝 имеет вид(3.8), 𝑑𝜈𝜆(𝜔) = 1
𝜋(𝜆+ 1)(2𝜂)𝜆𝑑𝜉𝑑𝜂.

Доказательство. Покажем сначала, что для любой функции

𝜙(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(R+) интеграл (3.13) сходится абсолютно и определяет

аналитическую на Π функцию. Действительно, с учетом неравен-

ства Гельдера, имеем∫︁
R+

⃒⃒⃒
𝜙(𝜉)𝜉

𝜆+1
𝑝 𝑒𝑖𝜉𝑧

⃒⃒⃒
𝑑𝜉 =

∫︁
R+

|𝜙(𝜉)| 𝜉
𝜆+1
𝑝 𝑒−𝑦𝜉𝑑𝜉 ≤

≤
(︂∫︁

R+

𝑒−𝑞
′𝑦𝜉𝜉𝑞

′ 𝜆+1
𝑝 𝑑𝜉

)︂ 1
𝑞′
(︂∫︁

R+

|𝜙(𝜉)|𝑞𝑑𝜉
)︂1

𝑞

<∞.

Аналитичность функции в правой части (3.13) вытекает из того,

что формально продифференцированный интеграл в (3.13) остает-

ся абсолютно сходящимся равномерно по 𝑧 в некоторой окрестности

каждой точки 𝑧.
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Далее, имеют место равенства:

𝑅−1
𝜆 𝜙(𝑥) = 𝑈−1

𝜆 𝑅0𝜙(𝑥) = 𝑈−1
1,𝜆𝑈

−1
2,𝜆𝑅0𝜙(𝑥)

= 𝑈−1
1,𝜆𝑈

−1
2,𝜆𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)𝑒

−𝑦
𝑝

= 𝑈−1
1,𝜆𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑒

−𝜓𝜆(|𝑥|,𝑦)
𝑝 −|𝑥|𝑦𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)𝑒

𝜓𝜆(|𝑥|,𝑦)
𝑝

= 𝑈−1
1,𝜆𝜃𝜆,𝑝(𝑥)𝑒

−|𝑥|𝑦𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)

=
√
𝜋

1√
2𝜋

∫︁
R

𝜃𝜆,𝑝(𝜉)𝑒
−|𝜉|𝑦𝜒+(𝜉)𝜙(𝜉)𝑒

𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉

=
1√
2

∫︁
R+

(︃
𝑝𝜆+1

2𝜆
𝜉𝜆+1

Γ(𝜆+ 2)

)︃1
𝑝

𝑒−𝜉𝑦𝜙(𝜉)𝑒𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉

=
𝑝
𝜆+1
𝑝

√
2 𝑝
√︀

2𝜆Γ(𝜆+ 2)

∫︁
R+

𝜉
𝜆+1
𝑝 𝜙(𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑧𝑑𝜉, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦.

Пусть 𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦) ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π), тогда выполняются следующие ра-

венства:

𝑅𝜆𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦) = 𝑅−1
0 𝑈𝜆𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦) = 𝑅−1

0 𝑈2,𝜆𝑈1,𝜆𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)

= 𝑅−1
0 𝑈2,𝜆

1√
𝜋

1√
2𝜋

∫︁
R
𝑓(𝜉 + 𝑖𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉

= 𝑅−1
0

1

𝜃𝜆,𝑝(|𝑥|)
𝑒−

𝑦
𝑝+|𝑥|𝛽𝜆(|𝑥|,𝑦) 1

𝜋
√
2

∫︁
R

𝑓(𝜉 + 𝑖𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉

=
𝜒+(𝑥)

𝜃𝜆,𝑝(|𝑥|)

×
∫︁
R+

⎛⎝𝑒−𝑦
𝑝+|𝑥|𝛽𝜆(|𝑥|,𝑦) 1

𝜋
√
2

∫︁
R

𝑓(𝜉 + 𝑖𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉

⎞⎠ 𝑒−𝑦
𝑝−1
𝑝 𝑑𝑦.

В последнем выражении произведем замену переменных 𝑦 = 𝜓𝜆(|𝑥|, 𝜂),
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где функция 𝜓 определяется формулой (3.10), будем иметь:

𝑅𝜆𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦) =
𝜒+(𝑥)√
2𝜋𝜃𝜆,𝑝(𝑥)

×
∫︁
R+

⎛⎝𝑒−𝜓𝜆(𝑥,𝜂)
𝑝 +𝑥𝜂𝑒−𝜓𝜆(𝑥,𝜂)

𝑝−1
𝑝

∫︁
R

𝑓(𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉

⎞⎠ 𝜕

𝜕𝜂
𝜓𝜆(𝑥, 𝜂)𝑑𝜂

=
𝜒+(𝑥)

𝜃𝜆,𝑝(𝑥)

𝜃𝑝𝜆,𝑝(𝑥)√
2𝜋

∫︁
R+

𝑒𝑥𝜂𝑒−𝑝𝑥𝜂(𝜆+ 1)(2𝜂)𝜆
∫︁
R

𝑓(𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉𝑑𝜂

= 𝜒+(𝑥)
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥)
√
2

∫︁
R+

∫︁
R

𝑓(𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑒𝑥𝜂−𝑝𝑥𝜂
1

𝜋
(𝜆+ 1)(2𝜂)𝜆𝑑𝜉𝑑𝜂

= 𝜒+(𝑥)
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥)
√
2

∫︁
R+

∫︁
R

𝑓(𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−𝑖𝑥(𝜉−𝑖𝜂)𝑒−𝑥𝜂(𝑝−2)𝑑𝜈𝜆(𝜉, 𝜂)

= 𝜒+(𝑥)
1√
2
𝜃𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝑥)

∫︁
∏︀ 𝑓(𝜔)𝑒−𝑖𝑥𝜔𝑒−𝑥(𝑝−2)Re𝜔𝑑𝜈𝜆(𝜔),

где 𝜔 = 𝜉 + 𝑖𝜂, 𝑑𝜈𝜆(𝜔) =
1
𝜋(𝜆+ 1)(2𝜂)𝜆𝑑𝜉𝑑𝜂. □

Как следствие, приведем описание функций из класса 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Теорема 3.11 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, 𝑓 ∈ 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π). Тогда

‖𝑓‖ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑅𝜆𝑓‖𝐿𝑞(R+).

Замечание 3.12 Заметим, что в определении оператора 𝑅𝜆 из

(3.14) присутствует множитель (вес) 𝑥
𝜆+1
𝑞 , см. определение функ-

ции 𝜃𝜆,𝑝. Он определяется из соотношения (4.11) ввиду выбора

конкретного пространства 𝑋(R+) = 𝐿𝑝(R+, (𝜆 + 1)(2𝑦)𝜆𝑑𝑦). Вы-

брав иное пространство (например, Морри, Орлича и пр.), есте-

ственно, получим другой вес, в том числе новые пространства

функций 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) по свойствам, существено отличающиеся друг

от друга. Это вопрос для последующих исследований.
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Замечание 3.13 Рассмотрим определение оператора 𝑅−1
𝜆 из (3.13)

в случае 𝑝 = 𝑞 = 2. Положим 𝜓(𝜉) = 𝜙(𝜉)𝜉
𝜆+1
2 . Тогда, очевидно,

𝜓 ∈ 𝐿2(R+, 𝜉
−𝜆−1𝑑𝜉) и мы получаем изометрический изоморфизм

пространств 𝐿2(R+, 𝜉
−𝜆−1𝑑𝜉) и 𝒜2

𝜆(Π), определяемый равенством

𝐹 (𝑧) =
1√︀

Γ(𝜆+ 2)

∫︁
R+

𝜓(𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑧𝑑𝜉, 𝑧 ∈ Π.

Фактически, это - класcическая теорема Пэли-Винера для про-

странства Бергмана 𝒜2
𝜆(Π), см. например [13].

Доказательство. Действительно, положив

𝐹1(𝑧) =

∫︁
R+

𝜙(𝜉)𝑒𝑖𝜉𝑧𝑑𝜉, 𝑧 ∈ Π, 𝜙(𝜉) ∈ 𝐿2(R+),

на основании теоремы 1 из [13] будем иметь равенства:

‖𝐹‖2𝒜2
𝜆(Π)

=
(𝜆+ 1)2𝜆

𝜋Γ(𝜆+ 2)
‖𝐹1‖2𝒜2

𝜆(Π)
=

(𝜆+ 1)2𝜆

𝜋Γ(𝜆+ 2)
‖𝜓||2𝐿2

𝜆+1(R+)

=
(𝜆+ 1)2𝜆

𝜋Γ(𝜆+ 2)

2𝜋Γ(𝜆+ 1)

2𝜆+1
‖𝜓(𝜉)𝜉−

𝜆+1
2 ||2𝐿2(R+)

= ‖𝜓(𝜉)𝜉−
𝜆+1
2 ||2𝐿2(R+)

= ‖𝜓(𝜉)‖2𝐿2(R+, 𝜉−𝜆−1𝑑𝜉).

Последнее и доказывает данное утверждение. □

3.5 Теплицевы операторы с символами, зависящими от
𝑦 = Im 𝑧 в 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π).

Для 𝑑𝜈𝜆 - измеримой функции 𝑎 = 𝑎(𝑧) на Π рассмотрим оператор

Теплица, не обязательно ограниченный, но формально определен-

ный на 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Π) следующим образом:

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓 = 𝐵

(𝜆)
Π 𝑎𝑓.
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Обозначим через 𝐿1
exp(R+, 𝑦

𝜆𝑑𝑦) класс функций 𝑎 = 𝑎(𝑦) та-

ких, что для любого 𝜀 > 0 выполняется условие:

𝑎(𝑦)𝑒−𝜀𝑦 ∈ 𝐿1(R+, 𝑦
𝜆𝑑𝑦).

Пусть функция 𝛾𝑎,𝜆 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑥) задается равенством:

𝛾𝑎,𝜆(𝑥) =
𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁ ∞

0

𝑎 (𝑡/𝑝) 𝑒−𝑡𝑥 𝑡𝜆𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (3.15)

а символ оператора Теплица 𝑎 = 𝑎(𝑦) принадлежит 𝐿1
exp(R+, 𝑦

𝜆𝑑𝑦).

Всюду в дальнейшем будем считать эти условия выполненными.

Теорема 3.14 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Оператор Теплица

𝑇
(𝜆)
𝑎 с символом 𝑎 = 𝑎(𝑦), действующий в 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π), посредством

изометрических изоморфизмов 𝑅𝜆, 𝑅−1
𝜆 эквивалентен оператору

умножения

𝛾𝑎,𝜆𝐼 = 𝑅𝜆𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑅−1

𝜆 ,

действующему в 𝐿𝑞(R+). Функция 𝛾𝑎,𝜆 задается равенством (3.15),

а операторы 𝑅𝜆, 𝑅
−1
𝜆 имеют вид (3.13), (3.14).

Доказательство. Непосредственые вычисления дают:

𝑅𝜆𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑅−1

𝜆 = 𝑅𝜆𝑎(𝑦)𝑅
−1
𝜆 = 𝑅−1

0 𝑈2,𝜆𝑈1,𝜆𝑎(𝑦)𝑈
−1
1,𝜆𝑈

−1
2,𝜆𝑅0

= 𝑅−1
0 𝑈2,𝜆𝐹𝑎(𝑦)𝐹

−1𝑈−1
2,𝜆𝑅0 = 𝑅−1

0 𝑈2,𝜆𝑎(𝑦)𝑈
−1
2,𝜆𝑅0

= 𝑅−1
0 𝑎(𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑅0.

Далее, для любой функции 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿𝑞(R+) будем иметь:

𝑅−1
0 𝑎(𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑅0𝜙(𝑥) = 𝑅−1

0 𝜒+(𝑥) 𝑎(𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑒−
𝑦
𝑝𝜙(𝑥)

= 𝜒+(𝑥)

∫︁
R+

𝑎(𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑒−
𝑦
𝑝𝜙(𝑥)𝑒−

(𝑝−1)𝑦
𝑝 𝑑𝑦

= 𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)

∫︁
R+

𝑎(𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑒−𝑦𝑑𝑦.
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В последнем интеграле произведем замену переменных

𝑦 = 𝜓𝜆(𝑥, 𝜏), 𝛽𝜆(|𝑥|, 𝜓𝜆(𝑥, 𝜏)) = 𝜏,

где функция 𝜓 определяется формулой (3.10). Тогда с учетом ра-

венства (3.11) получим:

𝑅−1
0 𝑎(𝛽𝜆(|𝑥|, 𝑦))𝑅0𝜙(𝑥)

= −𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)
∫︁
R+

𝑎(𝜏)𝑑

[︂
𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁ ∞

𝜏

𝑒−𝑝𝜁𝑥(𝑝𝜁)𝜆𝑑(𝑝𝜁)

]︂
= 𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)

𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁
R+

𝑎(𝜏)𝑒−𝑝𝜏𝑥(𝑝𝜏)𝜆𝑑(𝑝𝜏)

= 𝜒+(𝑥)𝜙(𝑥)
𝑥𝜆+1

Γ(𝜆+ 1)

∫︁
R+

𝑎(𝑡/𝑝)𝑒−𝑡𝑥𝑡𝜆𝑑𝑡 = 𝛾𝑎,𝜆(𝑥)𝜙(𝑥),

где 𝑡 = 𝑝𝜁. □

Как следствие, получаем следующий критерий ограниченности опе-

ратора 𝑇 (𝜆)
𝑎 с символом 𝑎 = 𝑎(𝑦) на пространстве 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π).

Теорема 3.15 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, функция 𝛾𝑎,𝜆 опреде-

ляется равенством (3.15). Тогда имеют место следующие утвер-

ждения:

1. Оператор Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 ограничен на 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Π) если и только

если соответствующая функция 𝛾𝑎,𝜆 ограничена.

2. Спектром ограниченного оператора Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 является

множество

sp𝑇 (𝜆)
𝑎 = Range 𝛾𝑎,𝜆.

Замечание 3.16 Представления типа Пэли - Винера использу-

ются в самых различных общих и частных задачах теории опера-

торов. Например, в работе [26], благодаря явному виду для спек-

тра оператора Теплица 𝑇𝑎 с вертикальным символом, полученно-

го при помощи соответствующей теоремы Пэли-Винера, класси-

ческая задача нахождения символа 𝑐 такого, что 𝑇𝑐 = 𝑇𝑎𝑇𝑏 для

85



заданных символов 𝑎, 𝑏 сводится к решению интегрального урав-

нения дробного порядка.
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4 Глава 3
Весовые пространства на верхней полуплоско-
сти со смешанной нормой, связанной с поляр-
ными координатами

4.1 Краткое содержание и предварительные сведения

В разделе 4.1 собраны предварительные сведения и обозначения.

В разделе 4.2 приводится общее определение пространства со сме-

шанной нормой, основанное на результатах работы [8], но приме-

нительно к нашей ситуации. Именно, используя связь между пре-

образованиями Фурье и Меллина, мы сводим общее определение к

более естественному в нашем случае, которое использует преобра-

зование Меллина. Основные результаты работы содержатся в раз-

делах 4.3, 4.4, 4.5. В разделе 4.3 вводятся весовые пространства со

смешанной нормой 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) с весом, привязанным к границе - это

основной объект нашего исследования и приводится характериза-

ция функций из этих пространств. В разделе 4.4 формулируется и

доказывается теорема типа Пэли-Винера, которая связывает функ-

ции из 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) с функциями из 𝐿𝑞(R) посредством некоторых опе-

раторов типа Фурье (Меллина) осуществляющих изометрический

изоморфизм между указанными пространствами. Наконец, указан-

ный факт позволяет в разделе 4.5 сформулировать и доказать кри-

терий ограниченности оператора Теплица с символом, зависящим

от угловой переменной на пространствах 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π)

Пусть 𝜆 > −1. Преобразование Меллина

𝑀 : 𝐿2(R+, 𝑟
𝜆+1𝑑𝑟) −→ 𝐿2(R)

определяется следующим образом:

(𝑀𝜓)(𝜉) = ̃︀𝜓(𝜉) = 1√
2𝜋

∫︁
R+

𝑟−𝑖𝜉+
𝜆
2𝜓(𝑟)𝑑𝑟, (4.1)
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обратное преобразование

𝑀−1 : 𝐿2(R) −→ 𝐿2(R+, 𝑟
𝜆+1𝑑𝑟)

задается равенством:

(𝑀−1𝜓)(𝑟) =
1√
2𝜋

∫︁
R
𝑟𝑖𝜉−

𝜆
2−1𝜓(𝜉)𝑑𝜉. (4.2)

Здесь, как и прежде, Π обозначает (открытую) верхнюю по-

луплоскость в комплексном пространстве C. Мы отождествляем

Π = R+ × (0, 𝜋), записывая 𝑧 = 𝑟𝑒𝚤𝜃, 𝑧 ∈ Π, 𝑟 ∈ R+ = (0,+∞) и

𝜃 ∈ (0, 𝜋), с соответствующим пониманием интегралов, мер и т. д.

в дальнейшем.

Ортогональный (весовой) проектор Бергмана 𝐵(𝜆)
Π простран-

ства 𝐿2
𝜆(Π) на 𝒜2

𝜆(Π), равно как и сами пространства 𝐿2
𝜆(Π) и

𝒜2
𝜆(Π), определены ранее, см. (3.1).

4.2 Общее определение пространства аналитических функ-
ций со смешанной нормой

Общая теория пространств со смешанной нормой Фурье была раз-

работана в [8]. Однако в этой работе наши смешанные нормы осно-

ваны на преобразовании Меллина по радиальной переменной 𝑟 ∈
R+. Чтобы воспользоваться общими фактами, установленными в

[8], нам понадобится использовать известную связь между преоб-

разованием Меллина над R+ и преобразованием Фурье над R, а

также перевести постановку нашей задачи на язык преобразования

Фурье. Это будет главной целью настоящего раздела.

Пусть Γ = R×(0, 𝜋) ⊂ C — (открытая) горизонтальная полоса

в комплексной плоскости, заданная точками 𝜏 = 𝜂 + 𝚤𝜃, где 𝜂 ∈ R,

𝜃 ∈ (0, 𝜋). Отображение exp : Γ → Π, определяемое соотношением

𝜏(∈ Γ) ↦−→ exp(𝜏) = 𝑒𝜂+𝚤𝜃 = 𝑟𝑒𝚤𝜃 = 𝑧 ∈ Π
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является биголоморфизмом, который будет использоваться для пе-

реноса распределений и голоморфных функций между нашей ис-

ходной (адаптированной по Меллину) областью Π и целевой (адап-

тированной по Фурье) областью Γ. Часто мы будем записывать это

отображение как (𝜂, 𝜃) ↦→ (𝑟, 𝜃) = (𝑒𝜂, 𝜃).

Для каждого 𝜆 > −1 введем линейную биекцию T𝜆 : 𝐶(Π) →
𝐶(Γ), полагая

T𝜆 𝑓(𝜏) = 𝑒(
𝜆
2+1)𝜏𝑓(𝑒𝜏 ), ∀𝜏 ∈ Γ, ∀𝑓 ∈ 𝐶(Π).

Очевидно, T𝜆 дает биекцию между голоморфными функциями,

T𝜆 : Hol(Π) → Hol(Γ). (4.3)

Более того, можно проверить напрямую, что для 1 ⩽ 𝑝 <∞,

‖T𝜆 𝑓(·, 𝜃)‖𝐿𝑝(R) = ‖𝑓(·, 𝜃)‖
𝐿𝑝(R+,𝑟

(𝜆2+1)𝑝−1𝑑𝑟)
,

∀𝜃 ∈ (0, 𝜋), ∀𝑓 ∈ 𝐶𝑐(Π),

где 𝐶𝑐(Π) обозначает множество всех непрерывных функций с ком-

пактным носителем на области Π.

Важность T𝜆 заключается в том, что он связывает преобразо-

вание Меллина с преобразованием Фурье. Точнее, у нас есть сле-

дующее свойство, которое можно проверить напрямую:

((𝑀 ⊗ 𝐼)𝑓)(𝜉, 𝜃) = (𝑒−𝚤𝜃(1+
𝜆
2 )(F⊗𝐼) T𝜆 𝑓)(𝜉, 𝜃), (4.4)

∀(𝜉, 𝜃) ∈ Γ, ∀𝑓 ∈ 𝐶𝑐(Π),

где F : 𝐿2(R) → 𝐿2(R) это преобразование Фурье, заданное фор-

мулой

(F𝜓)(𝜉) = ̂︀𝜓(𝜉) = 1√
2𝜋

∫︁
R

𝜓(𝜂)𝑒−𝚤𝜂𝜉𝑑𝜂, ∀𝜉 ∈ R, ∀𝜓 ∈ 𝐿2(R).
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Символом 𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋) обозначается класс бесконечно дифферен-

цируемых функций с компактным носителем в (0, 𝜋).

Пусть 𝑋(0, 𝜋) — комплексное банахово пространство распре-

делений на (0, 𝜋), равномерно вложенное в пространство распреде-

лений 𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋)′, то есть

|𝑣(ℎ)| ≤ ℘(ℎ) · ‖𝑣‖𝑋(0,𝜋),

∀ℎ ∈ 𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋), ∀𝑣 ∈ 𝑋(0, 𝜋) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (0, 𝜋)′,

где ℘ — любая непрерывная функция 𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋) → [0,+∞).

Отметим, что это условие легко выполняется для пространств ло-

кально интегрируемых по Лебегу функций благодаря неравенству

Гельдера.

Предположим, что норма ‖ · ‖𝑋(0,𝜋) такова, что отображение

𝜉(∈ R) ↦→
Φ𝜉

‖Φ𝜉‖𝑋(0,𝜋)
∈ 𝐶∞

𝑐 (0, 𝜋)′, (4.5)

Φ𝜉(𝜃) = 𝑒−𝜉𝜃, ∀𝜃 ∈ (0, 𝜋), ∀𝜉 ∈ R,

почти всюду равно измеримой по Бохнеру функции, действующей

R → 𝑋(0, 𝜋) (с соглашением, что 1
+∞ = 0). Например, для про-

странства 𝑋𝜆(0, 𝜋) = 𝐿𝑝((0, 𝜋), (𝜆 + 1)2𝜆 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃) с 1 ⩽ 𝑝 < ∞,

𝜆 > −1, указанное выше отображение является явно вычислимой

непрерывной функцией.

Рассмотрим сначала нормированное пространство

𝐿𝑞;𝑋(Γ) =
{︀
𝜙 = 𝜙(𝜉, 𝜃) ∈ 𝐿1

loc(R, 𝑋(0, 𝜋)) ‖𝜙(𝜉, ·)‖𝑋(0,𝜋) ∈ 𝐿𝑞(R)
}︀
,

‖𝜙‖𝐿𝑞;𝑋(Γ) = ‖‖𝜙(·)‖𝑋(0,𝜋)‖𝐿𝑞(R), 1 ≤ 𝑞 <∞.

Мы будем интерпретировать 𝜙 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Γ) как распределения 𝜙(𝜉, 𝜃)

на Γ (см. ниже), такие, что отображение 𝜉 ↦→ 𝜙(𝜉, ·) есть R →
𝑋(0, 𝜋), а отображение 𝜉 ↦→ ‖𝜙(𝜉, ·)‖𝑋(0,𝜋) принадлежит 𝐿𝑞(R).

90



То, что

𝐿𝑞;𝑋(Γ) ⊂ 𝐿1
loc(R, 𝑋(0, 𝜋))

является векторным подпространством и ‖ · ‖𝐿𝑞;𝑋(Γ) действительно

является нормой, следует из леммы 4 в [8]. Более того, по лемме 5

из [8] имеем непрерывное вложение

𝐿𝑞;𝑋(Γ) →˓ 𝒟𝑡(Γ)
′ (4.6)

в пространство распределений 𝒟𝑡(Γ)
′, которые умерены по первой

переменной. Точнее,

𝒟𝑡(Γ) = 𝒮(R) ̂︀⊗𝐶∞
𝑐 (0, 𝜋)

— тензорное произведение двух ядерных пространств: простран-

ства функций Шварца на R и пространства тестовых функций на

(0, 𝜋). Проще говоря, 𝒟𝑡(Γ) — это пространство гладких функций,

которые быстро убывают по переменной 𝜉 и имеют компактный но-

ситель по переменной 𝜃. Соответственно, 𝒟𝑡(Γ)
′ — это двойствен-

ное пространство распределений, которые умеренны по переменной

𝜉. На верхней полуплоскости Π мы будем использовать тестовое

функциональное пространство

𝒟𝑡(Π) = T−1
𝜆 𝒟𝑡(Γ)

с индуцированной локально выпуклой топологией и его двойствен-

ное пространство распределений 𝒟𝑡(Π)
′.

Можно непосредственно проверить, что следующая коммута-

тивная диаграмма истинна в смысле непрерывных вложений топо-

логических векторных пространств.

𝐶∞
𝑐 (Π) 𝒟𝑡(Π) 𝐿2(Π, 𝑟𝜆+1𝑑𝑟𝑑𝜃) 𝒟𝑡(Π)

′ 𝐶∞
𝑐 (Π)′

𝐶∞
𝑐 (Γ) 𝒟𝑡(Γ) 𝐿2(Γ, 𝑑𝜂𝑑𝜃) 𝒟𝑡(Γ)

′ 𝐶∞
𝑐 (Γ)′

T𝜆 T𝜆 T𝜆 T𝜆 T𝜆
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На приведенной выше диаграмме T𝜆 всюду биективен. Из свой-

ства (4.4) следует, что

(𝑀 ⊗ 𝐼)𝒟𝑡(Π) = 𝒟𝑡(Γ),

(𝑀 ⊗ 𝐼)𝒟𝑡(Π)
′ = 𝒟𝑡(Γ)

′. (4.7)

Введем пространство со смешанной нормой ℒ̇𝑞;𝑋(Π), 1 ⩽ 𝑞 <

∞, как пространство распределений 𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)
′, таких что (обоб-

щенное, то есть в смысле распределений) преобразование Мелли-

на по первой переменной ̃︀𝑓𝑟→𝜉 = (𝑀 ⊗ 𝐼)𝑓 , рассматриваемое как

отображение 𝜉 ↦→ ̃︀𝑓𝑟→𝜉(𝜉, ·), является локально интегрируемой по

Бохнеру функцией ̃︀𝑓𝑟→𝜉 : R → 𝑋(0, 𝜋),

и следующая норма конечна:

‖𝑓‖ℒ̇𝑞;𝑋(Π) =

(︃∫︁
R

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̃︀𝑓𝑟→𝜉(𝜉, ·)

⃦⃦⃦⃦𝑞
𝑋(0,𝜋)

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

(4.8)

=

⃦⃦⃦⃦
1√
𝜋
̃︀𝑓𝑟→𝜉

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑞;𝑋(Γ)

.

Другими словами,

ℒ̇𝑞;𝑋(Π) =
{︁
𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Π)

′ ̃︀𝑓𝑟→𝜉 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Γ)
}︁
,

подробности см. в [8].

Аналогичным образом рассмотрим пространство

ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) =
{︁
𝑓 ∈ 𝒟𝑡(Γ)

′ ̂︀𝑓𝜂→𝜉 ∈ 𝐿𝑞;𝑋(Γ)
}︁
,

где ̂︀𝑓𝜂→𝜉 = (F⊗𝐼)𝑓 — преобразование Фурье по первой переменной,

с нормой

‖𝑓‖ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) =
⃦⃦⃦⃦

1√
𝜋
̂︀𝑓𝜂→𝜉

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑞;𝑋(Γ)

. (4.9)
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Теорема 4.1 Пространство ℒ̇𝑞;𝑋(Π) является нормированным век-

торным пространством, непрерывно вложенным в 𝒟𝑡(Π)
′ и изо-

метрически изоморфным 𝐿𝑞;𝑋(Γ) посредством преобразования Мел-

лина по первой переменной:

1√
𝜋
𝑀 ⊗ 𝐼 : ℒ̇𝑞;𝑋(Π) → 𝐿𝑞;𝑋(Γ).

Пространство ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) является нормированным векторным про-

странством, непрерывно вложенным в 𝒟𝑡(Γ)
′ и изометрически

изоморфным 𝐿𝑞;𝑋(Γ) посредством преобразования Фурье по пер-

вой переменной:

1√
𝜋
F ⊗ 𝐼 : ℒ̇𝑞;𝑋(Γ) → 𝐿𝑞;𝑋(Γ).

Более того,

T𝜆 : ℒ̇𝑞;𝑋(Π) → ℒ̇𝑞;𝑋(Γ)

является изометрическим изоморфизмом нормированных вектор-

ных пространств.

Доказательство. Действительно, то, что приведенные выше

отображения являются изометриями, ясно из (4.8) и (4.9), а сюръ-

ективность следует из (4.6) и (4.7). □

4.3 Пространства со смешанной нормой ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π), 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ),

𝒜̇𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) и 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π)

Теперь перейдем к конкретной ситуации, когда

𝑋𝜆((0, 𝜋)) = 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 1 ⩽ 𝑝 <∞, 𝜆 > −1,

и обозначим

ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ℒ̇𝑞;𝑋(Π), 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ) = 𝐿𝑞;𝑋(Γ), 1 ⩽ 𝑞 <∞,
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в смысле определений в разделе 4.2. Следовательно,

𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ) = 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉)

с нормой:

‖ 𝑓 ‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ)=

(︃∫︁
R

(︂∫︁ 𝜋

0

|𝑓(𝜉, 𝜃)|𝑝 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

.

Определим функцию 𝜗𝜆,𝑝 : R → R+ следующим образом

𝜗𝜆,𝑝(𝜉) = ‖Φ𝜉‖−1
𝐿𝑝((0,𝜋), 2𝜆(𝜆+1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃)

=

⎛⎝2𝜆(𝜆+ 1)

𝜋∫︁
0

𝑒−𝑝 𝜉𝜃 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

⎞⎠−1
𝑝

=

⃒⃒⃒
Γ
(︁
𝜆+2
2 + 𝑝𝜉𝑖

2

)︁⃒⃒⃒1
𝑝

𝑝
√︀
𝜋Γ(𝜆+ 2)

𝑒
𝜋𝜉
2 . (4.10)

Обратим внимание, что условия, наложенные в разделе 4.2 на

пространство 𝑋(0, 𝜋), удовлетворяются для 𝑋𝜆(0, 𝜋). В частности,

отображение из формулы (4.5) примет вид

𝜉(∈ R) ↦→ 𝜗𝜆,𝑝(𝜉)Φ𝜉 ∈ 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), (4.11)

и является непрерывным.

Таким образом, выбор 𝑋(0, 𝜋) = 𝑋𝜆(0, 𝜋) является законным,

и все выводы, сделанные в разделе 4.2, справедливы для простран-

ства со смешанной Фурье - нормой ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π).

Пусть

𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) = Hol(Π) ∩ ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π)

будет множеством тех элементов ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π), которые являются анали-

тическими на Π.
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Теорема 4.2 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Нормированное под-

пространство 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) ⊂ ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) является полным.

Доказательство. Отметим, что 𝐿𝑞(R) удовлетворяет условиям

(19)-(22) в [8], а отображение 1
𝜌 = 𝜗𝜆,𝑝 из (4.10) локально ограниче-

но. Таким образом, по предложению 5 в [8], весовое пространство

Ξ(𝐺̂, 𝜌) = 𝐿𝑞(R, 𝜚),

заданное весом

𝜚(𝜉) = ‖Φ𝜉‖𝑞𝐿𝑝((0,𝜋), 2𝜆(𝜆+1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃)
=

1

𝜗𝑞𝜆,𝑝(𝜉)
, ∀𝜉 ∈ R,

является полным (конечно, полнота весовых пространств Лебега

известна независимо).

Обозначим

𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Γ) = Hol(Γ) ∩ ℒ𝑞,𝑝𝜆 (Γ).

Используя (4.3) и теорему 4.1, мы имеем, что

T𝜆 : 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) → 𝒜𝑞,𝑝

𝜆 (Γ) (4.12)

является изометрическим изоморфизмом нормированных вектор-

ных пространств. Более того, по предложению 6 из [8], преобразо-

вание Фурье по первой переменной
1√
𝜋

F ⊗ 𝐼 : 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Γ) → Ξ(𝐺̂, 𝜌) = 𝐿𝑞(R, 𝜚)

является изометрическим изоморфизмом. Поэтому, как отмечено

в замечании 8 в [8], пространство 𝒜𝑞,𝑝
𝜆 (Γ) полно. Тогда, по (4.12),

нормированное пространство 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) также полно. □

Оператор 𝑈1,𝜆 определим на функциях из ℒ̇𝑞;𝑝𝜆 (Π) как резуль-

тат сопоставления

𝑈1,𝜆 : 𝑓(𝑟, 𝜃) −→
(︂(︂

1√
𝜋
𝑀𝑟→𝜉 ⊗ 𝐼

)︂
𝑓

)︂
(𝜉, 𝜃) ∈ 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ), (4.13)
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где 𝑀𝑟→𝜉 - преобразование Меллина (4.1), действующее по пере-

менной 𝑟. Так что по определению

‖𝑓‖ℒ̇𝑞;𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ).

Заметим, что 𝑈1,𝜆 - унитарный оператор, как оператор :

𝑈1,𝜆 : 𝐿2
𝜆(Π) −→ 𝐿2(R, 𝐿2((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉).

Переписывая уравнение 𝜕
𝜕𝑧 𝜙 = 0 в полярных координатах,

получим (︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝜃

)︂
𝜙(𝑟, 𝜃) = 0.

Легко видеть,что

𝑈1,𝜆

(︂
𝑟
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝜃

)︂
𝑈−1
1,𝜆 =

(︂
𝑖𝜉 −

(︂
𝜆

2
+ 1

)︂)︂
𝐼 + 𝑖

𝜕

𝜕𝜃
.

Пространство 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ) определим как замыкание функций 𝜙 =

𝜙(𝜉, 𝜃) из 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ), для которых справедливо(︂(︂
𝑖𝜉 −

(︂
𝜆

2
+ 1

)︂)︂
𝐼 + 𝑖

𝜕

𝜕𝜃

)︂
𝜙(𝜉, 𝜃) = 0. (4.14)

в слабом смысле (в смысле 𝒟𝑡(Γ)
′ распределений).

Замечание 4.3 Заметим, что

𝒜2,2
𝜆 (Π) = 𝒜2

𝜆(Π),

𝒜2,2
1,𝜆(Π) = 𝑈1,𝜆(𝒜2

𝜆(Π)).

Общее решение уравнения (4.14) принадлежит пространству

𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉)

и имеет вид

𝜙(𝜉, 𝜃) = 𝑓(𝜉) 𝜗𝜆,𝑝(𝜉) 𝑒
−(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃, 𝑓(𝜉) ∈ 𝐿𝑞(R),
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где 𝜗𝜆,𝑝 из формулы (4.10) и

‖𝜙(𝜉, 𝜃)‖𝐿𝑞(R,𝐿𝑝((0,𝜋), 2𝜆(𝜆+1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃),𝑑𝜉) = ‖𝑓(𝜉)‖𝐿𝑞(R) .

Действительно, используя формулу 3.892 из [3], получим:

‖𝜙(𝜉, 𝜃)‖𝐿𝑞(R,𝐿𝑝((0,𝜋),2𝜆(𝜆+1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃),𝑑𝜉) =

=

(︃∫︁
R

(︂∫︁ 𝜋

0

|𝜙(𝜉, 𝜃)|𝑝 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

=

(︃∫︁
R
|𝑓(𝜉)|𝑞 𝜗𝑞𝜆,𝑝(𝜉)

(︂∫︁ 𝜋

0

⃒⃒⃒
𝑒−𝑝(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃
⃒⃒⃒
2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

=

(︃∫︁
R
|𝑓(𝜉)|𝑞 𝜗𝑞𝜆,𝑝(𝜉)

(︂∫︁ 𝜋

0

𝑒−𝑝𝜉𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝜉

)︃1
𝑞

=

⎛⎝∫︁
R
|𝑓(𝜉)|𝑞 𝜗𝑞𝜆,𝑝(𝜉)

[︃(︂∫︁ 𝜋

0

𝑒−𝑝𝜉𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂−1
𝑝

]︃−𝑞
𝑑𝜉

⎞⎠1
𝑞

=

(︂∫︁
R
|𝑓(𝜉)|𝑞𝑑𝜉

)︂1
𝑞

,

где(︂∫︁ 𝜋

0

𝑒𝑖(𝑝𝜉𝑖)𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂−1
𝑝

=

⎛⎝ 2𝜆(𝜆+ 1)𝜋𝑒𝑖𝑝𝜉𝑖
𝜋
2

2𝜆(𝜆+ 1)B
(︁
𝜆+1+𝑝𝜉𝑖+1

2 , 𝜆+2−𝑝𝜉𝑖
2

)︁
⎞⎠−1

𝑝

=

⎛⎝ 𝜋𝑒−
𝑝𝜋𝜉
2

B
(︁
𝜆+2+𝑝𝜉𝑖

2 , 𝜆+2−𝑝𝜉𝑖
2

)︁
⎞⎠−1

𝑝

=

⃒⃒⃒
Γ
(︁
𝜆+2
2 + 𝑝𝜉𝑖

2

)︁⃒⃒⃒1
𝑝

𝑝
√
𝜋(Γ(𝜆+ 2))

1
𝑝

𝑒
𝜋𝜉
2 = 𝜗𝜆,𝑝(𝜉).

Заметим, что согласно асимптотической формуле для Γ - функ-

ции (см. [3], формула 8.328 ):

|Γ(𝑢+ 𝑖𝑣)| = 𝑂
(︁√

2𝜋|𝑣|𝑢−
1
2𝑒−

𝜋
2 |𝑣|
)︁
,
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функция 𝜗𝜆,𝑝(𝜉) имеет следующее поведение при |𝜉| → ∞ :

|𝜗𝜆,𝑝(𝜉)| = |𝜉|
𝜆+1
2 + 𝑜(1), 𝜉 → +∞, (4.15)

|𝜗𝜆,𝑝(𝜉)| = |𝜉|
𝜆+1
2 𝑒−𝜋|𝜉| + 𝑜(1), 𝜉 → −∞. (4.16)

Таким образом, имеем

𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Π) = {𝜙(𝜉, 𝜃) = 𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒

−(𝜉+(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃 : 𝑓(𝜉) ∈ 𝐿𝑞(R)}.

Приведенный ниже результат является следствием из общей

теории, представленной в работе [8].

Теорема 4.4 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Оператор 𝑈1,𝜆,

определяемый (4.13), осуществляет изометрический изоморфизм

пространств ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) и 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ), а его сужение на пространство

𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) является изометрическим изоморфизмом между 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π)

и 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ), то есть

‖𝑓‖ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑈1,𝜆𝑓‖𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ).

Доказательство. Сохраним конструкции из доказательства тео-

ремы 4.2 выше. По следствию 4 и предложению 6 из [8],

1√
𝜋
F⊗𝐼 : 𝒜𝑝,𝑞

𝜆 (Γ) →
{︀
𝑓 𝑓(𝜉, 𝜃) = ℎ(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒

−𝜉𝜃, ℎ ∈ 𝐿𝑞(R)
}︀

является изометрическим изоморфизмом, причем правая часть бе-

рется в норме ‖𝑓‖𝐿𝑞(R,𝜚) = ‖ℎ‖𝐿𝑞(R). Теперь с помощью (4.4) и (4.12)

находим изометрический изоморфизм

𝑈1,𝜆 : 𝒜̇𝑞,𝑝(Π) → 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ)

=
{︁
𝑓 𝑓(𝜉, 𝜃) = ℎ(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒

−𝜉𝜃−𝚤𝜃(1+𝜆
2 ), ℎ ∈ 𝐿𝑞(R)

}︁
,

что и требовалось. □
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4.4 Теорема типа Пэли-Винера

Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1. Оператор

𝑅0,𝜆 : 𝐿𝑞(R) → 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉)

осуществляет изометрическое вложение по правилу:

(𝑅0,𝜆𝑓)(𝜉, 𝜃) = 𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒
−(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃. (4.17)

Образ 𝑅0,𝜆 совпадает с 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ). Обратный оператор

𝑅−1
0,𝜆 : 𝐿𝑞(R, 𝐿𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉) −→ 𝐿𝑞(R)

задается формулой:

(𝑅−1
0,𝜆𝜓)𝜉) = 𝜗𝑝−1

𝜆,𝑝 (𝜉)2
𝜆(𝜆+ 1)× (4.18)

×
∫︁ 𝜋

0

𝜓(𝜉, 𝜃)𝑒−(𝜉−(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝑝−2)𝜉𝜃 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃.

Лемма 4.5 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Имеют место равен-

ства:

𝑅−1
0,𝜆𝑅0,𝜆 = 𝐼 : 𝐿𝑞(R) → 𝐿𝑞(R),

𝑅0,𝜆𝑅
−1
0,𝜆 = 𝐵𝑝,𝜆,

при этом оператор 𝐵𝑝,𝜆 = 𝑈1,𝜆𝐵
(𝜆)
Π 𝑈−1

1,𝜆, где 𝑈1,𝜆 определяется

(4.13), является проектором пространства 𝐿𝑞,𝑝𝜆 (Γ) на 𝒜𝑞,𝑝
1,𝜆(Γ).

Доказательство. Действительно, для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R) выполняется:

𝑅−1
0,𝜆𝑅0,𝜆𝑓(𝜉) = 𝑅−1

0,𝜆𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒
−(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃

= 𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)2

𝜆(𝜆+ 1)×

×
∫︁ 𝜋

0

𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒
−(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝜉−(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝑝−2)𝜉𝜃 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

= 𝑓(𝜉)𝜗𝑝𝜆,𝑝(𝜉)

∫︁ 𝜋

0

𝑒−𝑝𝜉𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

= 𝑓(𝜉)𝜗𝑝𝜆,𝑝(𝜉)𝜗
−𝑝
𝜆,𝑝(𝜉) = 𝑓(𝜉).
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С другой стороны, для любой

𝜓(𝜉, 𝜃) ∈ 𝐿𝑞(R+, 𝐿
𝑝((0, 𝜋), 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃), 𝑑𝜉)

выполняются равенства:

𝑅0,𝜆𝑅
−1
0,𝜆𝜓(𝜉, 𝜃) = 𝑅0,𝜆𝜗

𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)2

𝜆(𝜆+ 1)×

×
∫︁ 𝜋

0

𝜓(𝜉, 𝜃)𝑒−(𝜉−(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝑝−2)𝜉𝜃 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

= 𝜗𝑝𝜆,𝑝(𝜉)2
𝜆(𝜆+ 1)𝑒−(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃 ×

×
∫︁ 𝜋

0

𝜓(𝜉, 𝜃)𝑒−(𝜉−(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝑝−2)𝜉𝜃 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃 = (𝐵𝑝,𝜆𝜓)(𝜉, 𝜃).

Сходимость записанного выше интеграла при 𝑝 = 1 очевидна. Ис-

пользуя неравенство Гельдера, покажем сходимость при 𝑝 > 1.⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜋

0

𝜓(𝜉, 𝜃)𝑒−(𝜉−(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝑝−2)𝜉𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 𝜋

0

⃒⃒⃒
𝜓(𝜉, 𝜃)𝑒−(𝑝−1)𝜉𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃

⃒⃒⃒
𝑑𝜃

≤
(︂∫︁ 𝜋

0

|𝜓(𝜉, 𝜃)|𝑝 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂1
𝑝

×

×
(︂∫︁ 𝜋

0

𝑒−𝑝
′(𝑝−1)𝜉𝜃2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

)︂ 1
𝑝′

= 𝐶𝑝,𝑝′ ‖ 𝜓(𝜉, ·)‖𝐿𝑝((0,𝜋),2𝜆(𝜆+1) sin𝜆 𝜃𝑑𝜃),

где 1
𝑝 +

1
𝑝′ = 1, а 𝐶𝑝,𝑝′ - постоянная. Последнее и завершает доказа-

тельство леммы. □

Оператор

𝑅𝜆 = 𝑅−1
0,𝜆𝑈1,𝜆

отображает пространство ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) на 𝐿𝑞(R), и его сужение

𝑅𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π)

: 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞(R)
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является изометрическим изоморфизмом.

Обратный оператор

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

1,𝜆𝑅0,𝜆 : 𝐿𝑞(R) −→ 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) ⊂ ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π)

является изометрическим изоморфизмом 𝐿𝑞(R) на 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Замечание 4.6 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Имеют место

равенства

𝑅𝜆𝑅
−1
𝜆 = 𝐼 : 𝐿𝑞(R) −→ 𝐿𝑞(R);

𝑅−1
𝜆 𝑅𝜆 = 𝐵

(𝜆)
Π : ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) −→ 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π).

Теорема 4.7 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Изометрический

изоморфизм

𝑅−1
𝜆 = 𝑈−1

1,𝜆𝑅0,𝜆 : 𝐿𝑞(R) −→ 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π),

определяется равенством

(𝑅−1
𝜆 𝑓)(𝑧) =

1√
2

∫︁
R

𝑧𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (4.19)

Обратный изоморфизм: 𝑅𝜆 : 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) −→ 𝐿𝑞(R) определяется сле-

дующим равенством:

(𝑅𝜆𝜙)(𝜉) =
1√
2
𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)

∫︁
Π

(𝑧)−𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝜙(𝑧)𝑒−(𝑝−2)𝜉 arg 𝑧𝑑𝜇𝜆(𝑧)

=
1√
2
𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)× (4.20)

×
𝜋∫︁

0

⎛⎝∫︁
R

𝑟−𝑖𝜉+
𝜆
2 𝑒−(𝜉−(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃𝜙(𝑟𝑒𝑖𝜃)
1

𝜋
𝑑𝑟

⎞⎠ 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆(𝜃)𝑑𝜃,

где 𝜗𝜆,𝑝 вида (4.10), 𝑑𝜇𝜆(𝑧) = 1
𝜋𝑟2

𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃, 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃.
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Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R), тогда полагая 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃,

𝑟 > 0, 𝜃 ∈ (0, 𝜋), оценим интеграл в правой части (4.19):⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1√

2

∫︁
R

𝑟𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝑒−𝜃𝜉−𝑖𝜃(1+

𝜆
2 )𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽

⩽
𝑟−(1+𝜆

2 )

√
2

∫︁
R

𝑒−𝜃𝜉|𝜗𝜆,𝑝(𝜉)||𝑓(𝜉)|𝑑𝜉 ⩽ 𝐶
𝑟−(1+𝜆

2 )

√
2

×

×
(︂∫︁

R−

|𝜉|
(𝜆+1)𝑞′

2 𝑒−𝑞
′(𝜋+𝜃)|𝜉|𝑑𝜉 +

∫︁
R+

|𝜉|
(𝜆+1)𝑞′

2 𝑒−𝑞
′𝜃|𝜉|𝑑𝜉

)︂ 1
𝑞′

‖𝑓‖𝐿𝑞(R).

Здесь мы воспользовались неравенством Гельдера и соотношени-

ями (4.15), (4.16). Таким образом, при каждом 𝑧 ∈ Π интеграл в

правой части соотношения (4.19) абсолютно сходится и определяет

аналитическую в Π функцию. Последнее, как и выше в параболи-

ческом случае, вытекает из того, что формально продифференци-

рованный интеграл (4.19) остается абсолютно сходящимся равно-

мерно по 𝑧 в некоторой окрестности каждой точки 𝑧 ∈ Π.

В силу формул (4.2), (4.17) имеют место следующие соотно-

шения:

𝑅−1
𝜆 𝑓(𝜉) = 𝑈−1

1,𝜆𝑅0,𝜆𝑓(𝜉) = 𝑈−1
1,𝜆𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒

−(𝜉+(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃

=
1√
2

∫︁
R

𝑟𝑖𝜉−
𝜆
2−1𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒

−(𝜉+(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑑𝜉

=
1√
2

∫︁
R

𝑧𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉,

где 𝑧 = 𝑟 𝑒𝑖𝜃, а функция 𝜗𝜆,𝑝 = 𝜗𝜆,𝑝(𝜉) имеет вид (4.10).

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Пусть функ-

ция 𝜙(𝑟, 𝜃) ∈ 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π), тогда на основании формул (4.1) и (4.18)
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справедливы следующие соотношения:

(𝑅𝜆 𝜙)(𝜉) = (𝑅−1
0,𝜆𝑈1,𝜆 𝜙(𝑟, 𝜃))(𝜉) = (𝑅−1

0,𝜆

1√
𝜋
𝑀𝑟 𝜙(𝑟, 𝜃))(𝜉)

= 𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)2

𝜆(𝜆+ 1)×

×
𝜋∫︁

0

⎛⎝ 1√
2𝜋

∫︁
R

𝑟−𝑖𝜉+
𝜆
2 𝜙(𝑟𝑒𝑖𝜃)𝑑𝑟

⎞⎠ 𝑒−(𝜉−(1+𝜆
2 )𝑖)𝜃𝑒−(𝑝−2)𝜉𝜃 sin𝜆 𝜃𝑑𝜃

=
1√
2
𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)×

×
𝜋∫︁

0

⎛⎝∫︁
R

𝑟−𝑖𝜉+
𝜆
2 𝑒−(𝜉−(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃𝜙(𝑟𝑒𝑖𝜃)
1

𝜋
𝑑𝑟

⎞⎠ 2𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆(𝜃)𝑑𝜃

=
1√
2
𝜗𝑝−1
𝜆,𝑝 (𝜉)

∫︁
Π

(𝑧)−𝑖𝜉−(1+𝜆
2 )𝜙(𝑧)𝑒−(𝑝−2)𝜉 arg 𝑧𝑑𝜇𝜆(𝑧),

где 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 𝑑𝜇𝜆(𝑧) =
1
𝜋𝑟2

𝜆(𝜆+ 1) sin𝜆 𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃. □

Как следствие, приведем описание функций из класса 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π).

Теорема 4.8 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, 𝑓 ∈ 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π). Тогда

‖𝑓‖ℒ̇𝑞,𝑝𝜆 (Π) = ‖𝑅𝜆𝑓‖𝐿𝑞(R+).

Замечание 4.9 Как уже было отмечено, автору неизвестны дру-

гие результаты типа Пэли - Винера в такой постановке. Хотя,

конечно, пересчитывая оператор Меллина в терминах операто-

ра Фурье, в целом, получим аналог с предыдущим случаем. По -

видимому, исследование пространств и операторов в такой по-

становке - хороший открытый и далеко не изученный вопрос.

4.5 Теплицевы операторы с символами, зависящими от
𝜃 = arg 𝑧 в 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π).

Для 𝑑𝜈𝜆 - измеримой функции 𝑎 = 𝑎(𝑧) рассмотрим оператор Теп-

лица, не обязательно ограниченный, но формально определённый
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на 𝒜̇𝑞,𝑝
𝜆 (Π) следующим образом:

𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑓 = 𝐵

(𝜆)
Π 𝑎𝑓.

Пусть функция 𝛾𝑎,𝜆 = 𝛾𝑎,𝜆(𝜉) задается равенством:

𝛾𝑎,𝜆(𝜉) = 2𝜆 (𝜆+ 1) 𝜗𝑝𝜆,𝑝(𝜉)

∫︁ 𝜋

0

𝑎(𝜃) 𝑒−𝑝𝜃𝜉 sin𝜆 𝜃 𝑑𝜃, (4.21)

где функция 𝜗𝜆,𝑝 имеет вид (4.10), а символ оператора Теплица

𝑎 = 𝑎(𝜃) принадлежит 𝐿1((0, 𝜋), sin𝜆 𝜃𝑑𝜃). Всюду в дальнейшем

будем считать это условие выполненным.

Имеет место следующее спектральное представление для опе-

ратора Теплица.

Теорема 4.10 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 < ∞, 𝜆 > −1. Оператор Теплица

𝑇
(𝜆)
𝑎 с символом 𝑎 = 𝑎(𝜃), действующий в 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π), эквивалентен

посредством изометрического изоморфизма оператору умноже-

ния:

𝛾𝑎,𝜆𝐼 = 𝑅𝜆𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑅−1

𝜆 ,

действующему в 𝐿𝑞(R). Функция 𝛾𝑎,𝜆 задается равенством (4.21),

операторы 𝑅𝜆, 𝑅
−1
𝜆 имеют вид (4.19), (4.20).

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R). Тогда справедливы следу-

ющие равенства:

𝑅𝜆𝑇
(𝜆)
𝑎 𝑅−1

𝜆 𝑓(𝜉) = 𝑅−1
0,𝜆𝑈1,𝜆𝑎(𝜃)𝑈

−1
1,𝜆𝑅0,𝜆𝑓(𝜉)

= 𝑅−1
0,𝜆𝑎(𝜃)𝑅0,𝜆𝑓(𝜉) = 𝑅−1

0,𝜆𝑎(𝜃)𝑓(𝜉)𝜗𝜆,𝑝(𝜉)𝑒
−(𝜉+(1+𝜆

2 )𝑖)𝜃

= 2𝜆 (𝜆+ 1) 𝜗𝑝𝜆,𝑝(𝜉)𝑓(𝜉)

∫︁ 𝜋

0

𝑎(𝜃) 𝑒−𝑝 𝜃 𝜉 sin𝜆 𝜃 𝑑𝜃.

□

Теорема 4.11 Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 <∞, 𝜆 > −1, функция 𝛾𝑎,𝜆 опреде-

ляется равенством (4.21). Тогда имеют место следующие утвер-

ждения:
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1. Оператор Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 ограничен в 𝒜̇𝑞,𝑝

𝜆 (Π) если и только

функция 𝛾𝑎,𝜆 ограничена.

2. Спектром ограниченного оператора Теплица 𝑇
(𝜆)
𝑎 является

множество

𝑠𝑝 𝑇
(𝜆)
𝑎 = Range 𝛾𝑎,𝜆.

Замечание 4.12 По-видимому, рассмотренный в данной главе дис-

сертации гиперболический случай имеет существенный потенци-

ал в контесте дальнейшего исследования. В отличие от декарто-

вых кординат на полуплоскости, работы по операторам Теплица

в констексте полярных координат на полуплоскости ограничива-

ются статьями приведенным в списке литературы. Автор дис-

сертации также предполагает дальнейшее исследование в данном

направлении.
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5 Приложение

5.1 Представление классического пространства Бергма-
на 𝒜2

𝜆(D). Эллиптический случай.

Здесь мы приводим некоторые основы классической теории, свя-

занной с представлением гильбертова пространства 𝐿2
𝜆(D) и его

замкнутого подпространства - пространства Бергмана 𝒜2
𝜆(D) в слу-

чае выбора в диске полярной системы координат (эллиптический

случай). Это прояснит нашу мотивацию и схему определения новых

пространств в терминах образов Фурье во всех трех случаях. Два

остальных случая - параболический и гиперболический - осуществ-

ляются по аналогичной схеме с заменой дискретного преобразова-

ния Фурье на непрерывное преобразование Фурье (параболический

случай) и преобразование Меллина (гиперболический случай). Ре-

зультаты ниже взяты из [18].

Пусть 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟𝑡) на D, имеем

‖𝑓‖𝐿2
𝜆(D)

=

(︂∫︁
T

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

|𝑓(𝑟𝑡)|2𝜈𝜆(𝑟)2𝑟𝑑𝑟
⃒⃒⃒⃒
1

𝜋
𝑑𝜎(𝑡)

)︂1
2

.

Здесь 𝑑𝜎(𝑡) = 𝑑𝑡
𝑖𝑡 -дифференциал единичной окружности, а функ-

ция 𝜈𝜆 определяется по формуле (2.20).

Весовое классическое пространство Бергмана 𝒜2
𝜆(D) является

замкнутым подпространством пространства 𝐿2
𝜆(D), состоящим из

аналитических в D функций.

Полагая 𝑡 = 𝑒𝑖𝛼, имеем 𝑑𝜎(𝑡) = 𝑑𝛼 и

𝐿2
𝜆(D) = 𝐿2(T, 𝐿2

𝜆(𝐼)) =

𝐿2(T, 𝐿2([0, 1], 𝜈𝜆(𝑟)2𝑟𝑑𝑟),
1

𝜋
𝑑𝜎(𝑡)) =

𝐿2([0, 2𝜋], 𝐿2([0, 1], 𝜈𝜆(𝑟)2𝑟𝑑𝑟),
1

𝜋
𝑑𝛼).

112



Соответственно, оператор 𝜕
𝜕𝑧 запишется в виде

𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝑦

)︂
=
𝑒𝑖𝛼

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑖

1

𝑟

𝜕

𝜕𝛼

)︂
=
𝑡

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑡

𝑟

𝜕

𝜕𝑡

)︂
Введем унитарный на 𝐿2

𝜆(D) оператор

𝑈1,𝜆 = ℱ ⊗ 𝐼 : 𝐿2(T, 𝐿2
𝜆(𝐼)) −→ 𝑙2(𝐿2

𝜆(𝐼)),

где ℱ− дискретное преобразование Фурье, действующее по пере-

менной из множества T. Образ оператора 𝑈1,𝜆 представляет собой

пространство, состоящее из последовательностей, компоненты ко-

торых принадлежат 𝐿2
𝜆(𝐼). Действие оператора

𝑈1,𝜆
𝜕

𝜕𝑧
𝑈−1
1,𝜆 = (ℱ ⊗ 𝐼)

𝑡

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑡

𝑟

𝜕

𝜕𝑡

)︂
(ℱ ⊗ 𝐼)−1

на пространстве 𝑙2(𝐿2
𝜆(𝐼)) осуществляется следующим образом:

{𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z →
∑︁
𝑛∈Z

𝑐𝑛(𝑟)𝑡
𝑛

→
∑︁
𝑛∈Z

𝑡

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑡

𝑟

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑐𝑛(𝑟)𝑡

𝑛

=
∑︁
𝑛∈Z

𝑡

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑛

𝑟

)︂
𝑐𝑛(𝑟)𝑡

𝑛

→ {𝑑𝑘(𝑟)}𝑘∈Z

≡

{︃
1

2𝜋

∫︁
T

∑︁
𝑛∈Z

𝑡

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑛

𝑟

)︂
𝑐𝑛(𝑟)𝑡

𝑛𝑡−𝑘
𝑑𝑡

𝑖𝑡

}︃
𝑘∈Z

=

{︃
1

2𝜋

1

2𝑖

∑︁
𝑛∈Z

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑛

𝑟

)︂
𝑐𝑛(𝑟)

∫︁
T
𝑡𝑛−𝑘𝑑𝑡

}︃
𝑘∈Z

.

Поскольку ∫︁
T
𝑡𝑛−𝑘+1𝑑𝑡

𝑖𝑡
=

{︃
2𝜋, 𝑛− 𝑘 + 1 = 0,

0, 𝑛− 𝑘 + 1 ̸= 0,
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то

{𝑑𝑘(𝑟)}𝑘∈Z =

{︂
1

4𝜋

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑛

𝑟

)︂
𝑐𝑛(𝑟)2𝜋

}︂
𝑛=𝑘−1∈Z

=

{︂
1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑘 − 1

𝑟

)︂
𝑐𝑘−1(𝑟)

}︂
𝑘∈Z

.

Отсюда имеем:

𝑈1,𝜆
𝑡

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑡

𝑟

𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑈−1
1,𝜆{𝑐𝑛(𝑟)}𝑛∈Z =

{︂
1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑟
− 𝑛

𝑟

)︂
𝑐𝑛(𝑟)

}︂
𝑛∈Z

.

Известна следующая теорема (оператор 𝑈2,𝜆 введен в разделе 2.6.1).

Теорема 5.1 (см. [18]). Пусть 𝜆 ∈ (−1,+∞). Унитарный опе-

ратор 𝑈𝜆 = 𝑈2,𝜆𝑈1,𝜆 осуществляет изометрический изоморфизм

пространства 𝐿2
𝜆(D) на 𝑙2(𝐿2([0, 1], 2𝑟𝑑𝑟)) при котором

1. пространство Бергмана 𝒜2
𝜆(D) отображается на 𝐿2

0 ⊗ 𝑙2+ :

𝑈𝜆 : 𝒜2
𝜆(D) −→ 𝑙2+ ⊗ 𝐿𝑝0,

где 𝐿2
0-одномерное подпространсво 𝐿2([0, 1], 2𝑟𝑑𝑟), порожден-

ное элементом ℓ0,2(𝑟) = 1.

2. проектор Бергмана 𝐵
(𝜆)
D унитарно эквивалентен проектору

𝑝+ ⊗ 𝑃0 :

𝑈𝜆𝐵
(𝜆)
D 𝑈−1

𝜆 = 𝑝+ ⊗ 𝑃0,

где 𝑃0-одномерный проектор 𝐿2([0, 1], 2𝑟𝑑𝑟) на 𝐿2
0.

5.2 Об обобщенных коэффициентах Фурье

Результаты, представлненные в данном разделе для безвесового

случая 𝜆 = 0 приведены в [24] (см. также [28]). Здесь мы приводим

обобщение на весовой случай 𝜆 > −1 для полноты изложения.

Для функции

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) ∈ 𝐿1
𝜆(D)
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коэффициенты Фурье, определяемые равенством

𝑓𝑛(𝑟) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑟, 𝑒𝑖𝛼)𝑒−𝑖𝑛𝛼𝑑𝛼, 𝑛 ∈ Z,

существуют для почти всех 𝑟 ∈ 𝐼 = (0, 1).

Теория рядов Фурье 2𝜋 - периодических функций, т.е., анализ

Фурье на единичном круге, хорошо известен. Для наших целей нам

понадобится понятие коэффициента Фурье распределения 𝑓 на D,
который мы будем определять, естественно, в смысле обобщённых

функций. Этот коэффициент рассматривается как распределение

(обобщенная функция) на интервале 𝐼.

Мы не будем останавливаться на общей теории распределений

и обобщенного преобразования Фурье в полном объеме и скорее

ограничимся необходимыми для наших целей фактами.

Введем пространство пробных функций S = S(D) как мно-

жество функций

𝜔 = 𝜔(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) ∈ 𝐶∞(D)

таких, что

Λ𝑚1,𝑚2(𝜔) = sup
𝑟,𝛼

⃒⃒
𝜕𝑚1
𝑟 𝜕𝑚2

𝛼 𝜔(𝑟, 𝑒𝑖𝛼)
⃒⃒
<∞, 𝑚1,𝑚2 ∈ Z+.

Множество S является линейным топологическим пространством

с топологией, заданной счетным набором полунорм Λ𝑚1,𝑚2(·). Для

любого 𝛾 > 0 коэффициенты Фурье функции 𝜔 ∈ S удовлетворяют

оценкам

sup
𝑟∈𝐼

|𝜔𝑛(𝑟)| ⩽ 𝐶|𝑛|−𝛾 (5.1)

с постоянной 𝐶 > 0 зависящей только от 𝜔 и 𝛾.

Введем пространство S′ = S′(D) как множество всех ли-

нейных непрерывных функционалов (распределений) на S. Через

(𝑓, 𝜔)𝜆, 𝑓 ∈ S′, 𝜔 ∈ S обозначим значение функционала 𝑓 на те-

стовой функции 𝜔 выбранной так, что для функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜆(D)
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билинейная форма будет совпадать с интегралом

(𝑓, 𝜔)𝜆 =

∫︁
D
𝑓(𝑧) 𝜔(𝑧) dA𝜆(𝑧)

= (𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) 𝜔(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) 𝑑𝛼

)︂
(1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟.

Пусть теперь 𝜎 = 𝜎(𝐼) будет множеством тестовых функций

𝑣 ∈ 𝐶∞(𝐼), таких, что

𝜆𝑚(𝑣) = sup
𝑟∈𝐼

⃒⃒⃒
𝑣(𝑚)(𝑟)

⃒⃒⃒
<∞, 𝑚 ∈ Z+.

Таким образом, пространство тестовых функций 𝜎 является ли-

нейным топологическим пространством с топологией, определяе-

мой счетным множеством полунорм 𝜆𝑚(·).
Через 𝜎′ = 𝜎′(𝐼) мы обозначаем пространство линейных непре-

рывных функционалов (распределений) на 𝜎.Аналогично вышеска-

занному, ⟨𝑔, 𝑣⟩𝜆 будет представлять соответствующую билинейную

форму в случае «регулярных» функционалов 𝑔 :

⟨𝑔, 𝑣⟩𝜆 = (𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝑔(𝑟) 𝑣(𝑟) (1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟.

Фиксируя распределение 𝑓 ∈ S′, мы определяем его обобщен-

ный коэффициент Фурье 𝑓𝑛 ∈ 𝜎′ по правилу

⟨𝑓𝑛, 𝑣⟩𝜆 = (𝑓, 𝑣𝑒𝑖𝑛𝛼)𝜆, 𝑣 ∈ 𝜎, 𝑛 ∈ Z. (5.2)

Функция 𝑣𝑒𝑖𝑛𝛼 принадлежит S, поэтому правая часть этого равен-

ства корректно определена для любого 𝑓 ∈ S′. Если 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜆(D),

тогда равенство (5.2) справедливо в обычном смысле, когда обе сто-

роны заменены соответствующими интегралами. Этот факт обос-

новывает определение (5.2).

Теорема 5.2 Пусть 𝑓𝑛 ∈ 𝐿1
𝜆(𝐼), 𝑛 ∈ Z, 𝜆 > −1, и предположим,

что

‖𝑓𝑛‖𝐿1
𝜆(𝐼)

⩽ 𝐶|𝑛|𝛾
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для некоторого 𝛾 ⩾ 0 и абсолютной постоянной 𝐶 > 0. Тогда ряд∑︁
𝑛∈Z

𝑓𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝛼

сходится к распределению 𝑓 в S′. Обобщенные коэффициенты Фу-

рье 𝑓 - это элементы 𝑓𝑛, то есть обобщенное разложение 𝑓 в ряд

Фурье единственно.

Доказательство. Пусть 𝜔 ∈ S. Ввиду (5.1) имеем (возьмем

𝛾 + 2 вместо 𝛾 в этой формуле):⃒⃒
(𝑓𝑛(𝑟)𝑒

𝑖𝑛𝛼, 𝜔)𝜆
⃒⃒
= (𝜆+ 1)

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝐼

𝑓𝑛(𝑟)(1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

×
∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝑛𝛼 𝜔(𝑟, 𝑒𝑖𝛼)
𝑑𝛼

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
= (𝜆+ 1)

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐼

𝑓𝑛(𝑟) 𝜔𝑛(𝑟) (1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶|𝑛|𝛾|𝑛|−𝛾−2 = 𝐶|𝑛|−2, 𝑛 ̸= 0.

Следовательно, предел

lim
𝑁→∞

(︃
𝑁∑︁

𝑛=−𝑁

𝑓𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝛼, 𝜔

)︃
𝜆

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

(︀
𝑓𝑛(𝑟)𝑒

𝑖𝑛𝛼, 𝜔
)︀
𝜆

(5.3)

существует для любого 𝜔 ∈ S, и таким образом определяет рас-

пределение 𝑓 из S′.

Покажем, что 𝑓𝑛 является обобщенным коэффициентом Фурье

для 𝑓 . Действительно, пусть

𝜔(𝑟, 𝑒𝑖𝛼) = 𝑣(𝑟)𝑒𝑖𝑙𝛼 ∈ S

для некоторого фиксированного 𝑙 ∈ Z. Ввиду ортогональности и
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(5.3) мы получим:

(𝑓, 𝜔)𝜆 =

(︃
lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑓𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝛼, 𝜔

)︃
𝜆

= lim
𝑁→∞

(𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

(︃
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑓𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝛼𝑣(𝑟)𝑒𝑖𝑙𝛼

)︃
× (1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

= (𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑓𝑙(𝑟)𝑒
𝑖𝑙𝛼𝑣(𝑟)𝑒𝑖𝑙𝛼

)︂
(1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟

= (𝜆+ 1)

∫︁ 1

0

𝑓𝑙(𝑟) 𝑣(𝑟) (1− 𝑟2)𝜆2𝑟𝑑𝑟 = ⟨𝑓𝑙, 𝑣⟩𝜆.

Совпадение в смысле распределений 𝑛-го коэффициента Фурье функ-

ции 𝑓 с 𝑓𝑛 теперь очевидно. □
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