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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Несмотря на значительный прогресс в 

экспериментальных методах исследования высокотемпературных 

сверхпроводников, выявление ряда уникальных характеристик, а также 

обнаружение высокотемпературной сверхпроводимости (ВТСП) в новых 

классах материалов [1], решающего прогресса в теоретическом расчёте 

температуры перехода или в понимании природы необычных фаз 

допированных купратов, таких как псевдощелевая фаза или фаза странного 

металла [1], на сегодняшний день достигнуто не было. Решить эту проблему 

возможно, включив в модель допированных купратов другие взаимодействия, 

помимо электронных корреляций [1], в частности, электрон-фононное 

взаимодействие (ЭФВ), что позволило бы учесть в расчётах зависимость 

свойств системы от её структуры. 

Смягчение оптических фононных мод с волновыми векторами, 

близкими к волновому вектору зарядового упорядочения (ЗУ) [3], а также 

широкие полосы, наблюдаемые в спектрах фотоэмиссионной спектроскопии с 

угловым разрешением (ARPES) и оптических спектрах [4-9] обычно 

рассматриваются как признаки сильного ЭФВ в купратах. Модуляция 

локальной плотности состояний за счёт связи с фононной модой B1g, 

наблюдаемой в спектрах неупругого туннелирования [10], и флуктуации тока, 

зафиксированные методом сканирующей спектроскопии шумов [11], 

представляют собой новые экспериментальные доказательства сильного ЭФВ 

в купратах. 

Открытие ВТСП с Tc = 109 К на границе мономолекулярного слоя FeSe, 

эпитаксиально выращенного на подложке из SrTiO₃ [12], позволило лучше 

понять важность учёта ЭФВ при исследовании природы ВТСП. 

Действительно, с одной стороны, сильное ЭФВ характерно для подложки из 

SrTiO₃, с другой – свойства нового интерфейсного сверхпроводника 

существенно отличаются от предсказаний подходов, учитывающих только 
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электронные корреляции [1]. Поскольку построение отдельной теории для 

каждого типа высокотемпературных сверхпроводников не представляется 

привлекательным [1], имеет смысл учитывать, помимо электронных 

корреляций, также роль кристаллической решётки (в частности, ЭФВ) для 

более унифицированного описания их свойств [1].  

Электронные корреляции, определяющие зонную структуру купратов, 

обычно рассматриваются в узельном представлении, что технически облегчает 

добавление к ним короткодействующего холстейновского электрон-фононного 

взаимодействия [7, 13], которое, однако, приводит к формированию поляронов 

и биполяронов малого радиуса с очень низкой подвижностью и ограниченных 

по размеру элементарной ячейкой, что исключает сосуществование с 

делокализованными носителями, в отличие от случая с сильным 

дальнодействующим ЭФВ. В результате проводимость систем с малыми 

поляронами и биполяронами оказывается на порядки ниже, чем та, что 

наблюдается в купратах. Кроме того, сильно поляризующаяся ионная 

кристаллическая решётка купратов благоприятствует дальнодействующему 

фрёлиховскому ЭФВ [14].  

Таким образом, изучение роли ЭФВ в формировании свойств купратных 

высокотемпературных сверхпроводников имеет важнейшее значение для 

понимания природы сверхпроводимости в них и развитие теоретических 

моделей, учитывающих ЭФВ, остаётся актуальной проблемой современной 

физики конденсированного состояния. 

Цель работы – развить биполяронную модель сверхпроводимости 

купратных высокотемпературных сверхпроводников на основе 

двухжидкостной системы носителей заряда в сильно связанных электронном 

и фононном полях, рассчитать наблюдаемые свойства модели и сравнить с 

экспериментальными данными по сверхпроводящим купратам. 

 

Для достижения цели поставлены следующие задачи: 
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1) разработать двухжидкостную модель системы носителей заряда в сильно 

связанных электронном и фононном полях при высокой плотности носителей 

заряда; 

2) развить метод определения основного и возбуждённых состояний 

системы сильно связанных электронного и фононного полей при высокой 

плотности носителей заряда; 

3) построить зависимость энергии связи биполярона от его радиуса, 

используя модифицированный вариационный метод, в рамках которого 

варьирование ведётся при фиксированном радиусе биполярона по остальным 

параметрам волновой функции носителей заряда в биполяроне; 

4) вариационным методом получить вектор основного состояния системы 

с периодическим расположением биполяронов в области ближнего порядка в 

биполяронной жидкости, включая вектор состояния фононного поля в 

представлении когерентных состояний и определить связь размера биполярона 

и волнового вектора KCO зарядового упорядочения; 

5) в рамках двухжидкостной модели системы носителей заряда выявить 

связь KCO и k0 – вектора, разделяющего импульсное пространство на две 

области: с возможностью автолокализации носителей заряда и без такой 

возможности; 

6) рассчитать спектр резонансного упругого рассеяния рентгеновских 

лучей от двухжидкостной системы носителей заряда, зависимость 

интенсивности его максимума при k = KCO от соотношения плотностей 

автолокализованных и делокализованных носителей заряда и форму его 

сечения при k = KCO и сравнить с наблюдаемыми в купратах; 

7) определить влияние потенциала автолокализованных носителей заряда 

на спектр делокализованных; 

8) построить зависимость температуры бозе-конденсации биполяронной 

жидкости от числа проводящих слоёв в элементарной ячейке и 

9) развить метод расчёта постоянной Холла в системах сосуществующих 

автолокализованных и делокализованных носителей заряда; рассчитать 

постоянную Холла для различных уровней допирования как функцию 

температуры. 
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Научная новизна результатов. Впервые 

1) предложена двухжидкостная модель системы носителей заряда в сильно 

связанных электронном и фононном полях при высокой плотности носителей 

заряда и развит метод определения основного и возбуждённых состояний 

такой системы с использованием функции распределения носителей заряда по 

автолокализованным и делокализованным состояниям в системах, где 

возможно их сосуществование; 

2) выявлена связь размера биполярона и волнового вектора зарядового 

упорядочения на основе полученного вектора основного состояния системы с 

периодическим расположением; 

3) определена связь вектора зарядового упорядочения и вектора, 

разделяющего в рамках двухжидкостной модели импульсное пространство на 

область, сосуществования автолокализованных и делокализованных 

носителей и область доступную делокализованным носителям независимо от 

присутствия в системе автолокализованных носителей;  

4) рассчитан спектр резонансного упругого рассеяния рентгеновских лучей 

от двухжидкостной системы носителей заряда и получена асимметрия сечения 

пика в спектре вблизи волнового вектора зарядового упорядочения; 

5) вариационным методом найдена зависимость равновесного радиуса 

биполярона от уровня допирования и показано, что равновесный радиус 

биполярона при высокой плотности носителей заряда меньше радиуса 

изолированного биполярона и 

6) развит метод расчёта постоянной Холла в системах сосуществующих 

автолокализованных и делокализованных носителей заряда. 

Теоретическая значимость определятся тем, что предложена 

двухжидкостная модель системы носителей в сильно связанных электронном 

и фононном полях при высокой плотности носителей заряда, в рамках которой 

удалось получить основное и слабо возбуждённые состояния сильно 

взаимодействующих электрон-фононных систем с дисперсией, наблюдаемой в 
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сверхпроводящих купратах, а также установить связь волнового вектора 

зарядового упорядочения и равновесного радиуса биполярона и рассчитать 

свойства этих систем, которые находятся в согласии с наблюдаемыми в 

купратных сверхпроводниках. Полученные результаты закладывают основу 

теории систем с сильным дальнодействующим электрон-фононным 

взаимодействием и высокой плотностью носителей заряда и вносят вклад в 

развитие теории высокотемпературной сверхпроводимости. 

Практическая значимость. Развитие теоретических моделей 

высокотемпературной сверхпроводимости имеет ключевое значение для 

фундаментального понимания природы этого явления. Углублённый анализ 

механизмов сверхпроводящего перехода, в частности, с учётом свойств 

биполяронного конденсата, позволяет выявить факторы, определяющие 

критическую температуру и другие важные характеристики 

высокотемпертатурных сверхпроводников. Полученные результаты могут в 

перспективе определить более оптимальные пути разработки новых 

соединений с улучшенными параметрами. Это, в свою очередь, открывает 

перспективы для применения таких материалов в ряде прикладных областей – 

от квантовых вычислений и магнитной томографии до энергетики и 

транспорта. Таким образом, развитие теоретических моделей напрямую 

влияет на расширение возможностей практического использования 

сверхпроводящих технологий.  

Основные положения, выносимые на защиту 

1. Основное и слабо возбуждённые состояния сильно взаимодействующих 

электрон-фононных систем с купратоподобной дисперсией при плотности 

носителей заряда, соответствующей уровню допирования дырками 

0.05 < p < 0.25, представляет собой двухжидкостную систему носителей 

заряда, включающую Бозе-жидкость биполяронов большого радиуса двух 

знаков заряда и Ферми-жидкость делокализованных носителей заряда. В 

дырочно-допированной системе с уровнем допирования p≤0.1 при низкой 
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температуре делокализованные дырки отсутствуют, что согласуется со 

спектрами фотоэмиссионной спектроскопии с угловым разрешением и с чисто 

электронной поверхностью Ферми купратов при таких условиях. 

2. Биполяронная жидкость проявляется в экспериментах как зарядовое 

упорядочение с малой длиной когерентности, соответствующей размеру 

области ближнего порядка в жидкости; равновесный размер биполярона связан 

с волновым вектором зарядового упорядочения, рассчитанные значения этого 

вектора и их зависимость от допирования находятся в согласии с 

наблюдаемыми в купратах.  

3. В рамках двухжидкостной модели системы носителей заряда 

равновесный размер биполярона определяет величину волнового вектора, 

ограничивающего область, доступную делокализованным носителям 

независимо от присутствия в системе автолокализованных носителей. Его 

рассчитанные значения согласуются с наблюдаемыми в купратах величинами 

волнового вектора “водопада” в спектре фотоэмиссионной спектроскопии с 

угловым разрешением и волнового вектора зарядового упорядочения. 

4. Полученные в рамках двухжидкостной модели рост температуры 

сверхпроводящего перехода при увеличении числа проводящих слоёв в 

элементарной ячейке, температурная и концентрационная зависимость 

коэффициента Холла, а также положение и форма сечения пика в спектре 

резонансного рассеяния рентгеновских лучей на биполяронной жидкости 

согласуются с наблюдаемыми в купратах. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и 

обсуждались на Седьмом международном молодёжном симпозиуме «Физика 

бессвинцовых пьезоактивных и родственных материалов (Анализ 

современного состояния и перспективы развития) (LFPM-2018)» («Physics of 

Lead-Free Piezoactive and Related Materials (Analysis of Current State and 

Prospects of Development)» («LFPM-2018»)) (Ростов-на-Дону, 2018); «38 

совещании по физике низких температур (НТ-38)» (Ростов-на-Дону, 2018), 
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«7th International school for young researchers “Smart nanomaterials”» (Ростов-

на-Дону, 2018); «LIII Школа ПИЯФ по физике конденсированного состояния» 

(Санкт-Петербург, 2019); Международном молодёжном научном форуме 

«Ломоносов-2022» (Москва, 2022), Двенадцатом международном 

междисциплинарном молодёжном симпозиуме «Физика бессвинцовых 

пьезоактивных и родственных материалов. Моделирование эко-систем 

(Анализ современного состояния и перспективы развития)» (LFPM-2023) 

(Ростов-на-Дону, 2023), Международном молодёжном научном форуме 

«Ломоносов-2024» (Москва, 2024); Международной конференции студентов, 

аспирантов и молодых учёных «Перспективы развития фундаментальных 

наук» (Томск, 2024); XI Международной молодёжной научной конференции, 

посвящённой 75-летию основания физико-технологического института 

«Физика. Технологии. Инновации» (Екатеринбург, 2024). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 3 

статьях в международных научных журналах, индексируемых в базе данных 

Scopus, а также в тезисах 10 докладов в сборниках трудов конференций 

различного уровня. Список основных публикаций автора по теме диссертации, 

снабжённых литерой А, приведён в конце диссертации. 

Личный вклад автора. Автор составил основные программы для 

расчётов, получил с их помощью основные результаты, участвовал в 

написании совместных публикаций и представлял результаты исследования на 

конференциях международного, всероссийского и регионального уровней.  

С научным руководителем определены тема и задачи, проводились анализ и 

обсуждение основных результатов, выводов и научных положений, 

выносимых на защиту. 

Объём и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх 

разделов, заключения, 2 приложений и списка литературы из 106 источников, 

изложенных на 105 страницах, включая 20 рисунков. 
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Во введении обоснована актуальность темы, сформулированы цели и 

задачи исследования, показана научная новизна, теоретическая н практическая 

значимость основных результатов и выводов, представлены основные 

научные положения, выносимые на защиту. 

В первом разделе представлен литературный обзор основных 

известных результатов экспериментальных и теоретических исследований 

ВТСП и особенно купратных, и возникших проблем, требующих решения.  

Второй раздел посвящён построению основного состояния систем 

носителей заряда в сильно связанных электронном и фононном полях с 

высокой плотности носителей вариационным методом [A1], также 

численному моделированию свойств системы в основном состоянии, таких 

как радиус биполярона, спектр резонансного рентгеновского излучения, 

энергия связи биполярона, волновой вектор зарядового упорядочения, а также 

численному моделированию влияния биполяронной жидкости на спектр 

делокализованных носителей [А6 - A8]. Также здесь определяется связь между 

радиусом биполярона и волновым вектором зарядового упорядочения 

Для построения распределения носителей по состояниям, 

локализованным в объёме V0, используется метод Гиббса. В случае 

изотропной среды с сильным фрёлиховским ЭФВ импульсное пространство 

носителей можно разбить на две части: при k < k0, соответствующую 

"холодным" носителям, и при k > k0, в которой находятся "горячие" носители. 

Пороговое значение импульса k0 соответствует максимальному значению 

импульса автолокализованного состояния. Оно может быть определено из 

соотношения неопределённостей. 

В системах с выраженной анизотропией наибольший интерес 

представляет определение максимального импульса k0 в плоскости 

проводимости, либо его проекции k0х = k0y. Для оценки этих компонентов в 

модели рассматриваются области пространственной локализации носителей 
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заряда в биполяронном состоянии, имеющие квадратные проекции на 

плоскость проводимости: 

(2ℏ𝑘0𝑥)
2(2𝑅bip)

2
= (2πℏ)2, 𝑘0𝑥 = π/2𝑅bip. (1) 

Причиной выбора именно таких областей локализации является возможность 

покрытия ими всей плоскости проводимости. 

 

Рисунок 1 – Расположение электронных биполяронов и дырочных 

биполяронов (крестики) при плотности 𝑛 ≥ 𝑛0, где 𝑛0 = 2/(2𝑅bip)
2
 – 

плотность электронов в электронных биполяронных состояниях – (а); форма 

и размеры электронных и дырочных биполяронов, использованные в 

расчётах с учётом их взаимодействия: квадраты – электронные биполяроны, 

не окружённые дырочными биполяронами, ромбы – дырочные биполяроны и 

электронные биполяроны, окружённые дырочными биполяронами – (б). 

Для описания основного нормального состояния системы 

разрабатывается вариационный метод, в рамках которого используются два 

класса волновых функций, соответствующие автолокализованным и 

делокализованным носителям. С использованием этого метода далее 

проводится минимизация по радиусу биполярона полной энергии системы, 

включающей энергии локализованных и делокализованных электронов из 

нижней части нижней хаббардовской зоны, локализованных и 

делокализованных дырок, а также всех форм взаимодействий между 

биполяронными состояниями и компенсационными зарядами. 
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Рисунок 2 – Рассчитанная зависимость 

энергии связи биполярона от его 

радиуса в анизотропной системе с 

m* = me в проводящей плоскости и 

m* = 10me в перпендикулярном 

направлении, при 1/ε* = 0.3, ε0 = 30; 

кривые 1 и 2 соответствуют 

квадратному биполярону (а = 2Rbip) и 

ромбическому (2𝑎 = 2𝑅bip/√2) 

соответственно, как показано на 

рисунке 1, б 

Функция Ebip(Rbip) определяется на основе гамильтониана Фрёлиха, 

модифицированного для случая высокой плотности носителей: 

𝐻 = ∑ (−
ℏ2

2𝑚∗
Δ𝐫𝑖j −∑

𝑒

𝑘
𝐤

√
2πℏω𝐤

𝑉ε∗
[𝑏𝐤𝑒

i𝐤𝐫𝑖,𝑗 + 𝑏𝐤
+𝑒−i𝐤𝐫𝑖,𝑗])

2,𝑁

𝑖=1,j=1

+∑ℏω𝐤𝑏𝐤
+𝑏𝐤

𝐤

+
𝑒2

ε∞
∑

1

|𝐫1,j − 𝐫2,j|

𝑁

j=1

. 

(2) 

В адиабатическом приближении вектор состояния полной системы, 

включающей электронные и фононные подсистемы, представляется в виде 

произведения электронной волновой функции и вектора состояния фононного 

вакуума. Волновая функция основного состояния системы имеет вид: 

|𝑆⟩ = ∏ ψ(𝐫1i − 𝐑i, 𝐫2i − 𝐑i)∏ |𝑑𝐤⟩𝐤i , (3) 

где Ri – координаты центра i-го биполярона. 

Рассматривая нулевую (или близкую к нулю) температуру, можно 

пренебречь возбуждёнными фононными состояниями. Деформация 

фононного вакуума, индуцируемая сильным электрон-фононным 

взаимодействием, описывается в базисе когерентных состояний, где средние 

значения фононных операторов рождения/уничтожения принимают вид: 

⟨𝑏𝐤⟩ = 𝑑𝐤,  ⟨𝑏𝐤
+⟩ = 𝑑𝐤

∗ ,  𝑑𝐤 = |𝑑𝐤|𝑒
iφ𝐤 . (4) 

Среднее значение гамильтониана (2) в описанном в уравнении (3) 

состоянии принимает форму: 
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⟨𝐻⟩ = ∑ ⟨−
ℏ2

2𝑚∗
Δ𝐫𝑖𝑗⟩

2,𝑁

𝑖=1,𝑗=1

+
𝑒2

ε∞
∑⟨

1

|𝐫1,𝑗 − 𝐫2,𝑗|
⟩

𝑁

𝑗=1

−∑∑
𝑒

𝑘
𝐤

√
2πℏω𝐤

𝑉ε∗

𝑁

𝑖=1

∬[𝑑𝐤𝑒
i𝐤𝐫1𝑖 + 𝑑𝐤

∗𝑒−i𝐤𝐫2𝑖 + 𝑑𝐤𝑒
i𝐤𝐫2𝑖

+ 𝑑𝐤
∗𝑒−i𝐤𝐫1𝑖] |ψ(𝐫1𝑖 − 𝐑𝑖 , 𝐫2𝑖 − 𝐑𝒊)|

2 𝑑𝐫1𝑖  𝑑𝐫2𝑖

+∑ℏω𝐤|𝑑𝐤|
2

𝐤

. 

(5) 

Используя трансляционную инвариантность волновой функции 

биполярона, можно перейти к переменным r1i = Ri + r′1, r2i = Ri + r′2, и, в 

результате, выражение для среднего значения энергии взаимодействия ЭФВ 

принимает вид: 

⟨𝐻EPI⟩ = −∑
𝑒

𝑘
𝐤

√
2πℏω𝑘

𝑉ε∗
∬{(𝑑𝐤𝑒

i𝐤𝐫1
′
+ 𝑑𝐤𝑒

i𝒌𝐫2
′
)∑𝑒i𝐤𝐑𝑖

𝑁

𝑖=1

+ (𝑑𝐤
∗𝑒−i𝐤𝐫1

′
+ 𝑑𝐤

∗𝑒−i𝐤𝐫2
′
)∑𝑒−i𝐤𝑅𝑖

𝑁

𝑖=1

} |ψ(𝐫1
′ , 𝐫2

′)|2 𝑑𝐫1
′  𝑑𝐫2

′ 

(6) 

В случае периодического размещения биполяронов по квадратной 

решётке (рисунок 1 а), суммы по индексам принимают вид: 

∑ 𝑒i𝐤𝐑𝑖𝑁
𝑖=1 = ∑ 𝑒−i𝐤⋅𝐑𝑖𝑁

𝑖=1 = 𝑁𝛿𝐤𝐊CO
, (7) 

где KCO удовлетворяет условию KCORi = 2πm, m ∈ Z. Важно отметить, что в 

отличие от обычных кристаллических систем, KCO не является вектором 

обратной решётки, поскольку периодичность здесь обусловлена 

пространственным расположением биполяронов, зависящим от уровня 

допирования. Периодичность определяется векторами i2Rbip и j2Rbip вдоль осей 

x и y, соответственно, а значит проекции волнового вектора KCO: 

𝐾CO𝑥
= 𝐾CO𝑦

=
2π

2𝑅bip
=

𝑎0

2𝑅bip
 (r.l.u.), (8) 

где a0 – параметр решётки, r.l.u. – единица обратной решётки (1 r.l.u. = 2π/a). 

Для численного моделирования упругого рентгеновского рассеяния 

(REXS) на биполяронной жидкости моделировались мгновенные положения 

носителей в биполяронном состоянии [А1, A5]. Для этого применяется 
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приближённое трёхступенчатое вероятностное распределение, согласно 

которому случайное отклонение носителя от наиболее вероятной позиции 

принимается каждый раз в случае попадания в область максимальной 

плотности вероятности (внутреннюю зону). При попадании в среднюю зону 

отклонение принимается с вероятностью 1/2, а для внешней – с вероятностью 

1/4. Такая схема позволяет имитировать флуктуации положений носителей в 

пределах биполярона с учётом пространственной структуры волновой 

функции. 

 

Рисунок 3 – Моделирование волновой функции с использованием случайных 

сдвигов мгновенных положений носителей относительно их среднего 

значения – (а); кластеры биполяронов с размером порядка длины 

когерентности – (б); пример мгновенного расположения носителей заряда 

при введении случайных отклонений – (в) 

Для оценки сигнала REXS от полученного распределения носителей, 

рассеянная волна вычисляется как суперпозиция волн, рассеянных каждым 

индивидуальным носителем с учётом соответствующей фазы: 

𝑆 = ∑ 𝑒i𝑘𝑟𝑚

𝑛

𝑚=1

. (9) 

Для каждого значения волнового вектора проводится генерация ряда 

реализаций конфигурации носителей (рисунок 3), на основе которых далее 

вычисляется усреднённая интенсивность рассеяния. На рисунке 5 

продемонстрированы рассчитанные спектры REXS. 
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Для исследования влияния биполяронной жидкости на спектр 

делокализованных носителей используется простейшая модель среды с 

периодически модулированным (гармоническим) электрическим 

потенциалом, обусловленным распределением заряда биполяронов [A1, A6-

A8]. Каждый период потенциала разбивается на большое число слоёв с 

постоянным потенциалом в слое и применяется стандартный матричный метод 

для описания распространения квантовых частиц через слоистую среду. 

Матрица, связывающая амплитуды волновых функций слева и справа от 

границы между слоями, получается из стандартных граничных условий. 

Эффект многослойности описывается как умножение этих матриц. 

Распространение квазичастиц с заданной энергией в непоглощающей среде 

легко вычисляется из полученной матрицы. 

Результаты расчёта волнового вектора зарядового упорядочения по 

формуле (8) показывают его рост с увеличением электронного допирования 

(рисунок 4, а), а для систем с дырочным допированием – характерный спад 

волнового вектора в области оптимального допирования (рисунок 4, б). 

 

Рисунок 4 – Зависимость волнового вектора ЗУ от уровня допирования; 

случай электронного (а) и дырочного (б) допирования с учётом 

взаимодействия биполяронов.  

Звёздочками указаны экспериментальные результаты для купратов. 
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Рисунок 5 – Спектры REXS, рассчитанные при высокой плотности 

биполяронов в нодальном (кривая 1, красная) и антинодальном (кривая 2, 

зелёная) направлениях как функции kx - (а); спектры REXS в антинодальном 

направлении, рассчитанные для четырёх уровней допирования, от нижней 

кривой к верхней: 5, 10, 20 и 40 позиций биполяронов заполнены  

из 40 возможных, соответственно - (б). 

В третьем разделе рассматриваются [A2, A3] возбуждённые состояния 

системы. Для этого рассчитывается свободная энергия системы и сравнивается 

с энергией системы без биполяронной жидкости. При этом учитывается 

поправка к энергии, возникающая за счёт появления псевдощели. Здесь 

описаны методы расчёта температуры сверхпроводящего перехода и 

коэффициента Холла, а также результаты этих расчётов. Нами используется 

для электронов и дырок функция распределения в системах, где возможно 

сосуществование автолокализованных и делокализованных носителей заряда, 

в предположении, что электронные и дырочные биполяроны имеют равные 

радиусы. Площадь пересечения электронного биполярона (области, где 

сосредоточено 90 % заряда электронов в биполяроне) с проводящей 

плоскостью равна 2R2, то же самое справедливо и для дырочного биполярона, 

вместе их площади образуют "элементарную ячейку" локального порядка в 

биполяронной жидкости площадью S0 = 4R2. Это минимальная область, 

свободная энергия которой необходима для получения плотности свободной 

энергии для последующей минимизации. Плотность свободной энергии 

системы при фиксированной температуре: 
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𝐹 = (𝑛bip
h 𝐸bip

h + 𝑛bip
el 𝐸bip

el + 𝑛pol 𝑖
h 𝐸pol 𝑖

h + 𝑛pol 𝑖
el 𝐸pol 𝑖

el + 𝐸colddel
h

+ 𝐸colddel
el )/𝑆0 + 𝐸hot

h + 𝐸hot
el + Δ𝐸PG + 𝐸int, 

(10) 

включает в себя плотность энергии холодных и горячих дырок, а также 

плотность энергии холодных и горячих электронов с импульсами до k0max, 

приращение ∆EPG плотности энергии электронов в присутствии псевдощели и 

плотность энергии взаимодействия (би)поляронов между собой Eint: 

Δ𝐸PG =
2

(2π)2
[(2π − 8φ0) ∫ ε(𝑘′)

𝑘1/2
′

𝑘𝐹0
′  𝑘′ 𝑑𝑘′ − 8φ0 ∫ ε(𝑘′)

π/𝑎

𝑘1/2
′  𝑘′ 𝑑𝑘′ ], (11) 

При этом используется дисперсия носителей, которая моделирует 

дисперсию купратов. В области минимума энергии электронов она имеет 

параболическую форму, а в области минимума энергии дырок – 

квазипараболическую (рисунок 6, б). 

 

Рисунок 6 – Эскиз области (би)поляронной жидкости с локальным порядком, 

электронные и дырочные (би)поляроны – серые и синие сферы. Область, 

приходящаяся на один электронный (дырочный) (би)полярон, показана 

пунктирными чёрными (жёлтыми) линиями снизу, и пересечения проводящей 

плоскости с областями, содержащими 90 % заряда электронного (дырочного) 

биполярона (90◦ ромбов с диагоналями 2R), выделены серым (синим) цветом 

в нижней части - (а) и дисперсия носителей в нижней хаббардовской зоне, 

использованной в расчётах, параболическая вблизи дна  

и квазипараболическая - вблизи минимальной энергии дырки - (б). 
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Для расчёта температуры бозе-конденсации биполяронной жидкости 

сначала вычисляется импульс Pn нормальной части бозе-жидкости, 

приходящийся на единицу площади рассматриваемой квазидвумерной 

системы, при малой скорости v жидкости: 

𝐏n = ∫ℏ𝐤𝑛(ζ − ℏ(𝐤𝒗))
d2𝑘

(2π)2
≈ −

𝒗ℏ2

2
∫𝑘2

∂𝑛

∂ζ

d2𝑘

(2π)2
. (12) 

Данное приближение основывается на разложении распределения Бозе, 

что допустимо при малых v. Кроме того, предполагается изотропность среды 

в проводящей плоскости, что позволяет выразить импульс в форме Pn = Mv, где 

M представляет собой эффективную массу всей нормальной части бозе-

жидкости в рассматриваемой системе. 

Плотность биполяронов в Бозе-паре в одном проводящем 

слое при заданной температуре: 

𝑛vap =
ℏ2

4π𝑀bip
∗ 𝑘B𝑇

∫
𝑒ζ/𝑘𝐵𝑇

(𝑒ζ/𝑘B𝑇 − 1)2

𝑘max

0

𝑘3 𝑑𝑘. (13) 

Если при данной температуре плотность биполяронов в слое, nbip, превышает 

величину nvap, то происходит формирование конденсированной фазы за счёт 

избытка биполяронов. Таким образом, критическая температура фазового 

перехода в сверхпроводящее состояние определяется из условия равенства 

nvap = nbip, где последняя величина рассчитывается посредством минимизации 

свободной энергии системы при заданной температуре. 

Спектр элементарных возбуждений биполяронной жидкости различный 

для систем с разным количеством проводящих слоёв в элементарной ячейке за 

счёт взаимодействия биполяронов из соседних слоёв. На рисунке 7 показаны 

спектры элементарных возбуждений (г), зависимость энергии и эффективной 

массы (би)полярона от радиуса биполярона, для систем с одним и двумя 

проводящими слоями в элементарной ячейке. На нём видно, что спектр 

элементарный возбуждений системы с двумя проводящими слоями 

оказывается выше, чем у системы с одним проводящим слоем. 
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Рисунок 7 – Энергия связи биполярона (1) и полярона (2) как функции их 

радиуса в системах с 1 и 2 слоями проводимости в элементарной ячейке, 

соответственно, (a) и (б); эффективная масса биполярона (1, 3) и полярона 

(2,4) как функции их радиуса в системах с двумя (1, 2) и одним (3, 4) слоями 

проводимости в элементарной ячейке, где линии: сплошная – 1/ε* = 0.25, 

𝑚∥
∗ = 𝑚𝑒; пунктирная – 1/ε* = 0.28, 𝑚∥

∗ = 𝑚𝑒, точечная – 1/ε* = 0.3, 𝑚∥
∗ = 𝑚𝑒; 

пунктирная с точками – 1/ε* = 0.25, 𝑚∥
∗ = 1.2𝑚𝑒; ε0 = 30, 𝑚⊥

∗ = 40𝑚𝑒; 

расстояние между проводящими плоскостями d = 4.1 Å, высота биполярона 

h = 6 Å и 13,6 Å для двух- и однослойной систем, соответственно – (в). 

Спектр элементарных возбуждений биполяронной жидкости для систем с 

одним (пунктирные линии) и двумя (сплошные линии) слоями проводимости 

в элементарной ячейке – (г). 

 

Рисунок 8 – Рассчитанные фазовые диаграммы (ниже зелёной линии T* 

существует двухжидкостная фаза и наблюдается псевдощель при дырочной 

дисперсии, примерно ниже красной линии наблюдается ЗУ, ниже синей 

линии имеет место СП) для систем с одним (а) и двумя (б) проводящими 

слоями в элементарной ячейке. 
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Рисунок 9 – Зависимость коэффициента Холла от уровня допирования при 

разных температурах; с учётом вовлечения носителей из верхней половины 

НХЗ – (а); с учётом различия подвижностей автолокализованных и 

делокализованных носителей (μℎ/μ𝑏𝑖𝑝 = 8) – (б); с учётом вовлечения 

носителей из верней половины НХЗ и различия подвижностей 

автолокализованных и делокализованных носителей (μℎ/μ𝑏𝑖𝑝 = 8) – (в),  и 

экспериментальные данные, полученные на YBCO [24] – (г). 

Для расчёта коэффициента Холла используется модель [A10 - A13], 

учитывающая различия в подвижности автолокализованных и 

делокализованных носителей заряда: 

𝑅H =
𝑛hμh

2 + 𝑛bipμbip
2

(𝑛hμh + 𝑛bipμbip)
2. (14) 

При этом концентрации носителей получаются минимизацией свободной 

энергии системы. Кроме этого, рассмотрена модель, учитывающая 
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возможность участия дырок из верхней половины нижней зоны Хаббарда в 

формировании RH. Для этого из экспериментальных данных при высоких 

температурах, при которых биполяроны в системе отсутствуют, определяется 

доля дырок из верхней половины нижней хаббардовской зоны, вовлечённых в 

формирование RH, как функция концентрации делокализованных дырок. 

Результаты расчёта температурной зависимости коэффициента Холла при 

разных уровнях допирования представлены на рисунке 9. 

В заключении представлены основные результаты и выводы. 

1. Развита двухжидкостная модель системы носителей заряда в сильно 

связанных электронном и фононном полях при высокой плотности носителей 

заряда. 

2. Развит метод определения основного и возбуждённых состояний 

системы сильно связанных электронного и фононного полей при высокой 

плотности носителей заряда при использовании функции распределения 

носителей заряда по автолокализованным и делокализованным состояниям в 

системах, где возможно их сосуществование и показано, что основное и 

слабовозбужденные состояния сильно взаимодействующих электрон-

фононных систем с купратоподобной дисперсией при плотности носителей 

заряда, соответствующей уровню допирования дырками 0.05 < p < 0.25, 

представляют собой двухжидкостную систему носителей заряда, 

включающую Бозе-жидкость биполяронов большого радиуса двух знаков 

заряда и Ферми-жидкость делокализованных носителей заряда. 

3. Получена зависимость энергии связи биполярона от его радиуса при 

использовании модифицированного вариационного метода, в рамках которого 

варьирование ведётся при фиксированном радиусе биполярона по остальным 

параметрам волновой функции носителей заряда в биполяроне. 

4. Вариационным методом определён вектор основного состояния системы 

с периодическим расположением биполяронов в области ближнего порядка в 

биполяронной жидкости, включая вектор состояния фононного поля в 

представлении когерентных состояний и получена связь размера биполярона и 

волнового вектора KCO зарядового упорядочения, а полученная зависимость 



22 
 

его от уровня допирования находится в хорошем согласии с наблюдаемой в 

купратах. 

5. В рамках двухжидкостной модели системы носителей заряда показано, 

что вектор зарядового упорядочения KCO и вектор k0, разделяющий импульсное 

пространство на область, доступную делокализованным носителям 

независимо от присутствия в системе автолокализованных носителей и 

область, возможность заполнения которой делокализованными носителями 

зависит от присутствия в системе автолокализованных носителей заряда, 

связаны через размер биполярона и предсказанная связь KCO и k0 находится в 

согласии с экспериментальными данными в купратах. 

6. Рассчитан спектр резонансного упругого рассеяния рентгеновских лучей 

от двухжидкостной системы носителей заряда: выявлена зависимость 

интенсивности максимума в этом спектре при k = KCO от соотношения 

плотностей автолокализованных и делокализованных носителей заряда; 

рассчитана форма сечения максимума в нём при k = KCO, и результаты такого 

расчёта демонстрируют асимметрию сечения пика на полумаксимуме, что 

находится в согласии с формой сечения, наблюдаемой в купратах. 

7. Выявлено влияние потенциала автолокализованных носителей заряда на 

спектр делокализованных носителей и показано, что потенциал 

автолокализованных носителей заряда приводит к возникновению щели в 

спектре делокализованных носителей заряда по типу фотонного кристалла. 

8. Вариационным методом найдена зависимость равновесного радиуса 

биполярона от уровня допирования и показано, что равновесный радиус 

биполярона при высокой плотности носителей заряда меньше радиуса 

изолированного биполярона. 

9. Доказано, что температура бозе-конденсации биполяронной жидкости 

возрастает с увеличением числа проводящих слоёв в элементарной ячейке от 

1 до 3 в согласии с экспериментальными данными о купратах. 

10. Развит метод расчёта постоянной Холла в системах сосуществующих 

автолокализованных и делокализованных носителей заряда и рассчитаны 

температурные зависимости постоянной Холла для различных уровней 
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допирования, которые находятся в согласии с наблюдаемыми в 

сверхпроводящих купратах. 
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