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Введение

§ 1. Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования. Анализ в функциональных про-

странствах, обобщающих классические, представляет значительный интерес

для современной математики как ввиду ее собственных потребностей, так и

в связи с появлением большого числа приложений, задачи которых включа-

ют исследование тонких свойств функциональных зависимостей. Настоящая

работа выполнена в развитие методов анализа непрерывности, квалифици-

рованной в терминах специальных обобщений условия Гёльдера. В класси-

ческом виде последнее обнаруживает свою значимость как средство форма-

лизации понятия гладкости дробного порядка. Говоря конкретно, рассматри-

ваются условия ограниченности операторов типа потенциала Рисса и гипер-

сингулярных интегралов в весовых пространствах обобщенной и обобщенной

переменной гёльдеровости, а также изоморфизм операторов типа потенциала

в частных случаях. Актуальность выбранной темы может быть обоснована

следующим образом.

Как известно, риссово дробное интегродифференцирование функций мно-

гих вещественных переменных рассматривает потенциал Рисса и гиперсин-

гулярный интеграл в качестве реализации своих основных операций. Так,

гиперсингулярный интеграл играет роль дифференциального оператора —
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дробной степени оператора Лапласа [86, с. 483], распространяя определение

дробной производной Маршо на многомерный случай (см. также [40, 41]).

Этот подход имеет место и на однородных пространствах, например сфере

[42]. Кроме того, всякий однородный дифференциальный оператор с постоян-

ными коэффициентами может быть выражен гиперсингулярным интегралом

с характеристикой специального вида [86, с. 530], что вызывает особый ин-

терес к исследованию таких операторов в контексте задач математической

физики.

Риссовы ядра, обобщающие ядра классической теории [32, с. 62], — напри-

мер, ньютоново и логарифмическое ядра, ядра Грина, связанные с областью

многомерного пространства, — позволяют распространить основные резуль-

таты на большое число конкретных задач. Свертка с риссовым ядром реа-

лизует отрицательные дробные степени оператора Лапласа, что может быть

показано в образах Фурье [86, с. 361]. Таким образом, потенциалы Рисса и

гиперсингулярные интегралы оказываются взаимнообратными операторами

на хотя бы определенной совокупности функциональных пространств: неко-

торые теоремы об обращении гиперсингулярными интегралами операторов

типа потенциала цитируются в основном тексте данной работы в связи с из-

ложением новых результатов в этой области.

Отдельно прокомментируем значимость избранной тематики для прило-

жений за пределами теоретических построений. Анализ академической ли-

тературы свидетельствует в пользу большого интереса со стороны матема-

тического моделирования к дробному интегродифференцированию, включая

риссову теорию для фукнкций многих переменных: укажем, например, рабо-

ты [53, 54, 56, 73, 74], связанные с изучением задач в различных областях ме-

ханики и теории управления, а также монографии [90, 75], рассматривающие
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многочисленные вопросы современной теоретической физики и материалове-

дения. При этом существенным вопросом качественной теории интегральных

уравнений остается формализация гладкости получаемых решений, содер-

жательно характеризующая корректность рассматриваемых задач. На пути

развития соответствующих концепций, в достаточной степени отвечающих

усложняющимся запросам теории операторов в приложениях к задачам ма-

тематической физики, неизбежны обобщения классических функциональных

пространств, в том числе пространств гёльдеровского типа, введение которых

еще в теории эллиптических уравнений в частных производных мотивирова-

но тем же вопросом.

Настоящее исследование развивает результаты классического риссова ин-

тегродифференцирования посредством обоснования обобщенной гёльдеро-

вости операторов типа потенциала со степенно-логарифмическим ядром в

сферическом и пространственном случаях, в том числе при наличии специ-

альных и степенных весов. Более того, в работе рассмотрены потенциалы и

гиперсингулярные интегралы на почти однородных метрических простран-

ствах с мерой и доказана ограниченность этих операторов при действии в

пространствах обобщенной переменной гёльдеровости со степенным весом.

Место исследования в дисциплине. Раздел риссовых интегралов и про-

изводных дробного порядка получил развитие методами спектральной теории

в работах С. Г.Самко [40, 41, 42]. Их основной результат составляет описание

пространства риссовых потенциалов на Rn в терминах разностных сингуляр-

ных интегралов, особенность которых доминирует над размерностью про-

странства [43], то есть гиперсингулярных интегралов. Обращение потенциа-

лов Рисса такими интегральными операторами впервые доказано для функ-

ций из Lp–пространства, в том числе — в весовом случае.
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Подходы, основанные на исследовании символов интегральных операто-

ров на сфере, позволили качественно обобщить теоретические результаты от-

носительно операторов типа потенциала, содействуя формированию отдель-

ного направления анализа сферических сверток. В этом отношении стоит от-

метить работу [44], где рассматривались спектры некоторых наиболее часто

встречающихся операторов сферической свертки, а также [2], пионерскую с

точки зрения классификации таких операторов на основании асимптотиче-

ского поведения мультипликаторов Фурье–Лапласа на бесконечности. Там же

был обоснован подход к описанию дробной гладкости сферических сверток

в терминах класса мультипликаторов заданной асимптотики и обобщенных

пространств Гёльдера, предпосылки к чему имеют довольно богатую исто-

рию; значимым результатом в этом отношении является теорема об изомор-

физме вида

Aα
(
H φ

(
Sn−1

))
= H φα

(
Sn−1

)
,

где Sn−1 — единичная сфера в Rn, Aα — оператор сферической свертки вида

Aαf(x) :=

∫
Sn−1

k(x · σ) f(σ) d σ, x ∈ Sn−1,

спектр которого {km}∞m=0 в разложении по сферическим гармоникам (то есть

мультипликатор Фурье–Лапласа) имеет заданную асимптотику при m→ ∞,

а φ(h) и φα(h) есть мажоранты модуля непрерывности, характеризующие

обобщенную гёльдеровость рассматриваемых функций.

Стоит напомнить, что гладкость как свойство непрерывной дифферен-

цируемости функций может вводиться весьма разнообразными способами.

Например, в работах [19, 23, 37] пространство гладких на сфере функций

вводилось как частный случай пространств Бесова. Альтернативная точка
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зрения, изложенная в работе [35], предполагала введение дробной гладкости

в терминах дифференцируемости по декартовым координатам. Однако рабо-

ты [4, 17, 88] показали возможность эквивалентной нормировки пространств

Гёльдера, возникающих в каждом из этих двух различных подходов.

Свое развитие тематика обобщенно-гёльдеровских пространств получи-

ла в работах [21, 22, 39], предлагавших использовать в качестве мажоранты

модуля непрерывности произвольный, не обязательно степенной, функцио-

нальный параметр. Гармонический анализ в таких пространствах пополнил-

ся результатами в области теории потенциала [3, 12, 97], в том числе и в

последние годы: так, исследования [26, 94, 95], развивая результаты работы

[2], представили условия ограниченности оператора типа потенциала Рисса со

степенно-логарифмическим ядром на сфере, а также связанного с ним сте-

реографической проекцией пространственного потенциала: эти результаты

отражены в настоящей диссертации. В частных случаях оператор осуществ-

ляет изоморфизм обобщенных пространств Гёльдера, причем обратный опе-

ратор выражается композицией с гиперсингулярным интегралом. В работе

[66] описаны классы однозначно разрешимых в пространствах обобщенной

гёльдеровости интегральных уравнений первого рода, ядро оператора в ко-

торых имеет слабую особенность.

Интерес к операторам дробного интегродифференцирования переменного

порядка [13, 14, 15, 83, 87] был естественно сопряжен с рассмотрением функ-

циональных пространств, определяющие параметры которых также имеют

функциональную природу. Отметим исследования [18, 80, 82, 84], в которых

были доказаны, в том числе, теоремы типа Соболева в случае пространств

Лебега с переменным показателем; работы [5, 6, 7, 10, 93, 77, 20], в которых

рассматривались пространства Hλ(x) переменной гёльдеровости и действие
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в них сферических, а затем и пространственных потенциалов постоянного

и переменного (включая комплексные) порядков. Наконец, работы [16, 78]

описывают действие операторов типа потенциала и гиперсингулярных инте-

гралов, определенных на однородных пространствах, в Hλ(x) в безвесовом и

случае специального веса, которым выступает сам переменный порядок α(x)

или его вещественная часть.

Стоит заметить, что введение интегральных операторов на почти однород-

ных квазиметрических пространствах в работах [16, 78, 85], преследующее це-

лью максимальное обобщение классических результатов, является существен-

ной проблемой. Отличие подхода, применяемого в этом случае, от известных

в классической теории состоит в необходимости локализации аналитических

свойств функций, действующих на таких пространствах, на основании общих

геометрических соображений. Неприменимы более замечательные следствия

евклидовой метризации пространства: например, тождество параллелограм-

ма, которое для сферы приводит исследование в область общей теории опера-

торов типа сферической свертки и упомянутых выше спектральных методов.

Получение оценок типа Зигмунда затрудняется теперь отсутствием формулы

Каталана, что привело к созданию аналогичного аппарата в работах [16, 78]

(здесь он также используется в виде Лемм 2 и 3). Наконец, оценки вблизи осо-

бых точек — например, «весовой» точки a, — требует применения специаль-

ных неравенств, выводимых, как правило, непосредственно из неравенства

треугольника или, в случае квазиметрических пространств, его обобщений.

Немаловажно, что при этом параметризация констант, с которыми ограниче-

ны соответствующие интегралы, усложняется и в качественном аспекте: они

становятся зависимыми от постулируемых характеристик самого множества

интегрирования, что, конечно, играет свою роль в приложении полученных
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результатов для решения уравнений.

В настоящее время большой теоретический интерес представляют про-

странства обобщенной переменной гёльдеровости, введенные впервые в рабо-

те [8]. Исследования их с точки зрения риссова интегродифференцирования

переменного порядка в [9, 79], ставили задачу на гиперсфере и гиперплоско-

сти многомерного евклидова пространства; известны также результаты для

этих пространств в анализе голоморфных функций [72]. Большую значимость

имеют современные исследования классов Никольского–Бесова, осуществля-

емые с введением нового модуля непрерывности [30, 31].

В завершение обзора следует заметить, что генерализация известных

функциональных пространств затрагивает не только пространства квалифи-

цированной гладкости. Может быть отмечено интенсивное развитие теории

гранд-пространств, которая результатами ряда современных исследований

[47, 49, 50, 51, 76, 91, 92] превращена в самодостаточную область анализа.

Можно видеть, что некоторые фундаментальные теоремы о действии, изла-

гаемые в настоящей работе, могут быть рассмотрены далее с применением

теорем о вложении пространств, что делает некоторый вклад в приведение

новых областей анализа к теоретическому континууму, которым предстает

классическое риссово дробное интегродифференцирование; впрочем, данные

задачи не входят в число рассматриваемых настоящим исследованием.

Цели работы заключаются в описании весовой квалифицированной

непрерывности функций при отображении их операторами типа потенциала

Рисса и гиперсингулярными интегралами, что предполагает

– исследование ограниченности оператора типа риссова потенциала со

степенно-логарифмическим ядром на функциях из Lp в пространстве

обобщенной гёльдеровости на сфере Sn−1 евклидова пространства Rn,
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а также на компактифицированном подпространстве Ṙn−1 при наличии

специальных весов;

– доказательство теорем о действии оператора типа риссова потенциала

со степенно-логарифмическим ядром при отображении в пространствах

обобщенной гёльдеровости со степенными весами на Sn−1 и Ṙn−1;

– исследование ограниченности операторов типа потенциала и гиперсин-

гулярных интегралов на абстрактном метрическом пространстве с мерой

при отображении в пространствах обобщенной переменной гёльдеровости

со степенным весом.

Методы исследования. В диссертационной работе применяются класси-

ческие и современные методы анализа, а также некоторые отношения и поня-

тия, характерные для геометрии метрических пространств. В том числе ис-

пользуются числовые и функциональные неравенства, следствия из формулы

Каталана, спектральный анализ операторов сферической свертки, асимпто-

тическое описание мультипликаторов Фурье–Лапласа, теоремы о действии

операторов типа потенциала и гиперсингулярных интегралов в простран-

ствах обобщенной и обобщенной переменной гёльдеровости.

Научная новизна. Диссертация представляет ряд новых результатов в

дробном анализе. Теоремы, доказанные в предпосылках риссова дробного

интегродифференцирования, дополняют известные результаты исследовани-

ем оператора, предполагающего потенциалы Рисса частными реализациями.

Теоремы об ограниченности потенциала и гиперсингулярного интеграла на

метрическом пространстве с мерой в степенно-весовом случае являются но-

выми и существенно дополняющими известные достижения в этой области.
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Основные положения, выносимые на защиту. В работе получены сле-

дующие новые результаты, развивающие аппарат риссова дробного интегро-

дифференцирования и теоретические основания дробного анализа на метри-

ческих пространствах:

1) исследован мультипликатор оператора I α
Sn−1 типа сферического потенци-

ала Рисса с логарифмическим ядром;

2) получен вид оператора, обратного оператору I α
Sn−1;

3) доказаны следующие теоремы о действии оператора I α,ν
Sn−1 типа сферичес-

кого потенциала Рисса со степенно-логарифмическим ядром:

(a) теорема типа Соболева об ограниченности оператора I α,ν
Sn−1 на функ-

циях из L p
(
Sn−1

)
в пространстве обобщенной гёльдеровости;

(b) теорема об ограниченности оператора I α,ν

Ṙn−1, θΠ
в степенно-весовых про-

странствах обобщенной гёльдеровости при отображении функций из

пространства L p
(
Ṙn−1, wp

)
и самих степенно-весовых пространств

обобщенной гёльдеровости, а также теорема об изоморфизме опера-

тора типа потенциала с логарифмическим ядром при отображении

последних;

4) доказаны весовая оценка типа Зигмунда для оператора типа потенциала

Рисса на метрическом пространстве с мерой и теорема о действии это-

го оператора в пространствах обобщенной переменной гёльдеровости в

случае степенного веса;

5) доказаны весовая оценка типа Зигмунда для одного специального опера-

тора гиперсингулярного интегрирования на метрическом пространстве с

мерой и теорема о действии гиперсингулярного интеграла в простран-

ствах обобщенной переменной гёльдеровости в случае степенного веса.
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Теоретическая и практическая значимость работы. Основные ре-

зультаты принадлежат тематике квалифицированной гладкости в контексте

интегральных операторов дробного анализа. Проблема изменения гладкост-

ных свойств функций рассматривается в широком классе сферических по-

тенциалов со степенно-логарифмическим ядром, а также интегральных опе-

раторов, связанных с ними стереографической проекцией. Результаты вто-

рой и третьей глав представляют ценность для развития дробного анализа

на метрических пространствах с мерой как самостоятельной математической

дисциплины.

Практическая значимость полученных результатов обусловлена приложе-

ниями в области качественной теории интегральных уравнений. Приведенные

результаты значительно развивают аппарат квалифицированной гладкости

операторов, представляющих значительный интерес в контексте новейших

моделей математической физики.

Достоверность изложенных результатов подтверждается строгим харак-

тером доказательства основных теорем и вспомогательных утверждений, а

также их обоснованностью в контексте общей теории.

Апробация результатов. Основные результаты работы докладывались

на следующих конференциях:

– межвузовская научно-технической конференции студентов, аспирантов и

молодых учёных им. Е. В. Арменского (Московский институт электрони-

ки и математики НИУ ВШЭ, Москва) в 2016 г.;

– международная научная конференция «VI Russian–Armenian Conference

on Mathematical Analysis, Mahtematical Physics and Analytical Mechanics»

(г. Ростов-на-Дону) в 2016 г.;
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– 5-я Международная конференция «Функциональные пространства. Диф-

ференциальные операторы. Проблемы математического образования»

(Российский университет дружбы народов, Москва), посвящённая 95-

летию со дня рождения члена-корреспондента РАН, академика Европей-

ской академии наук Л. Д. Кудрявцева, в 2018 г.;

– региональная школа-конференция молодых ученых «XV Владикавказ-

ская молодёжная математическая школа» (г. Владикавказ) в 2020 г.;

– международная научная конференция студентов, аспирантов и молодых

ученых «Ломоносов» (МГУ им. М. В. Ломоносова, Москва) в 2016, 2020

и 2021 гг.;

– международная конференция «Комплексный анализ и смежные пробле-

мы» (Казанский федеральный университет, г. Казань) в 2022 г.;

– международная научная конференция «Modern Methods, Problems and

Applications of Operator Theory and Harmonic Analysis» (г. Ростов-на-

Дону) в 2018, 2021–2024 гг.;

– международная научная конференция «Physics and Mechanics of New

Materials and Their Applications» в 2015 г. (г. Азов, Россия), 2020 г. (г. Ки-

такюсю, Япония), 2022 г. (пос. Дивноморское, Россия) и, в рамках пле-

нарного доклада, в 2024 г. (г. Сурабая, Индонезия);

а также на следующих научных семинарах:

— научный семинар Бранденбургского технического университета в 2017 г.;

— международный научный семинар «Теория операторов, дифференциаль-

ные уравнения и их приложения» во Владикавказском научном центре

Российской академии наук в 2020 г.;

— научный семинар кафедры математического анализа механико-матема-

тического факультета МГУ им. М. В. Ломоносова в 2022 г.;
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— научный семинар кафедры высшей математики Московского государ-

ственного строительного университета в 2022 г.

Основные результаты диссертации оформлены во время исполнения сле-

дующих научно-исследовательских проектов:

— грант Южного федерального университета № ВнГр/2020-04-ИМ;

— индивидуальный грант в рамках программы Министерства науки и выс-

шего образования РФ по содействию занятости выпускников 2020 года

на научно-исследовательских позициях в вузах и научных организациях;

— международный научно-исследовательский проект «Операторы гармони-

ческого анализа в нестандартных пространствах функций и их приложе-

ния» (проект РФФИ № 20-51-46003).

Отдельные вопросы в смежных областях, использующие результаты на-

стоящего иссследования, разрабатывались в рамках следующих научно-

исследовательских проектов:

— государственное задание в области научной деятельности «Разработ-

ка экспериментально-теоретических методов и численного моделирова-

ния структурно-чувствительных свойств перспективных материалов и

композитов с сегнетопьезоэлектрическими характеристиками, а также

устройств генерации энергии» (проект № FENW-2023-0012),

— «Исследование интегральных операторов в обобщённых пространствах

Лебега» (проект РФФИ № 15-31-50241);

— «Исследование интегральных операторов в гранд-пространствах Лебега

на неограниченных множествах» (проект РФФИ № 17-301-50023);

— проект РНФ № 21-19-00423 «Исследование и разработка перспективных

сегнетопьезоматериалов с улучшенными свойствами и их применений»;

— проект РНФ № 25-29-00809 «Разработка теоретико-экспериментальных
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и интеллектуальных методов идентификации поврежденного состояния

конструкций на основе анализа деформационных откликов».

Публикации по теме диссертации. Результаты диссертационного иссле-

дования опубликованы в рецензируемых научных изданиях:

— статьи [9, 26, 27, 68] опубликованы в журналах, включенных в «Пере-

чень рецензируемых научных изданий, в которых должны быть опубликова-

ны основные научные результаты диссертаций на соискание ученой степени

кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук». Статьи [9, 68,

27] опубликованы в журналах, индексируемых в международной рефератив-

ной базе научных публикаций Scopus; журналы, в которых опубликованы [9,

27], входят также в число изданий, индексируемых Web of Science;

— главы в коллективных монографиях [98, 95, 66, 59] представлены в

Scopus как отдельные публикации. Монография [75] индексируется Scopus;

— главы в коллективных монографиях [60, 94, 58] индексируются как от-

дельные публикации в базе РИНЦ и международных базах, исключая Scopus

и Web of Science. Работы, опубликованные в материалах научных конферен-

ций, индексируются как отдельные публикации в базе РИНЦ.

Личный вклад соискателя. Статьи [9, 26, 27, 68], а также главы [66, 94,

95, 98] опубликованы в соавторстве с научным руководителем: Б. Г. Вакулову

принадлежат постановка задач, указание метода исследования и общее руко-

водство, соискателю — проведение исследования, оформление и обоснование

результатов, включая доказательство основных теорем. В [75] соискателю

принадлежит описание некоторых задач математической физики и методов

их исследования в контексте результатов диссертации.
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Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех глав

и списка литературы. Объем диссертации составляет 142 страницы. Библио-

графия — 98 наименований.

Благодарности. Автор выражает искреннюю признательность своему на-

учному руководителю, Борису Григорьевичу Вакулову, чье руководство и

поддержка стали основой для достижения приведенных результатов.

Диссертационная работа выполнена при поддержке ФГАОУ ВО «Южный

федеральный университет» (проект № ГЗ0110/23-12-ММ), а также Регио-

нального научно-образовательного математического центра «Северо- Кавказ-

ский центр математических исследований Владикавказского научного центра

Российской академии наук» (соглашение Минобрнауки России № 075-02-2025-

1633).

§ 2. Предварительные сведения
Настоящее исследование рассматривает интегральные операторы, опреде-

ленные на подмножествах Ω некоторых метрических пространствX = (X, d),

где через d обозначена метрика. Напомним, что выражение

diam (Ω) := sup
x,y∈Ω

d(x, y), Ω ⊂ X,

определяет так называемый диаметр множества Ω.

Классическое риссово дробное интегродифференцирование рассматривает

в качествеX пространство Rn, определяемое в следующем пункте этого пара-

графа. Затем приводятся термины, необходимые для интерпретации резуль-

татов, полученных в случае более общих метрических пространств с мерой.
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§ 2.1. Риссово дробное интегродифференцирование

на евклидовых пространствах

Следующие основные определения призваны прояснить содержание ре-

зультатов, представленных в рамках первой главы настоящей работы. По су-

ществу, они представляют собой обобщения классических определений опера-

торов риссова дробного интегродифференцирования, удобные для изложения

предмета исследования.

Всюду далее N означает множество натуральных чисел, R — множество

действительных чисел, C — множество комплексных чисел.

Основные обозначения. Пусть Rn, n ≥ 2, — евклидово пространство век-

торов натуральной размерности n с действительными координатами:

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, xk ∈ R, k = 1, n, n ∈ N,

так что функция двух переменных

|x− y| =
√
(x1 − y1)

2 + ...+ (xn − yn)
2, x, y ∈ Rn, (1)

служит метрикой пространства Rn, при этом, очевидно, |x| = |x− 0|.

Через Sn−1 обозначим единичную сферу в Rn:

Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1} , (2)

а с помощью Ṙn−1 := Rn−1 ∪ {∞} будем обозначать одноточечную компак-

тификацию пространства Rn−1, которое само является гиперплоскостью объ-

емлющего пространства Rn.
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Операторы типа потенциала и сферические гиперсингулярные

интегралы. Напомним, что потенциал Рисса определяется как свертка с

риссовым ядром kα(x), x ∈ Rn [86, с. 363]:

I αf(x) :=

∫
Rn

kα(x− σ) f(σ) d σ, x ∈ Rn, Reα > 0. (4)

В рамках настоящей работы будем рассматривать последнее как частный

случай более общего ядра: именно, предложим

Определение 1. Пусть Ω ⊆ Rn,

Reα > 0, ν > 0, r > 0,

и κ(n, α) принимает, вообще говоря, комплексное значение. Будем называть

ядром типа риссова следующую функцию:

kα,ν(x) := c(n, α) |x |κ(n,α) ln ν r

|x |
, ν ≥ 0, r > 0, x ∈ Ω, (3)

где постоянная c(n, α) играет роль нормировочного множителя, значение ко-

торого определяется контекстуально.

Таким образом, если положить в выражении (3) значение константы

c(n, α) из [86, с. 361] (см. выражение (25.26)), а также

Ω = Rn, κ(α, n) = α− n, r = 1,

то классическое риссово ядро может быть выражено следующим образом:
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kα(x) =

kα,0(x), если κ(n, α) ̸= 0, 2, 4, 6, ...;

kα,1(x), если κ(n, α) — нуль или четное.

Действуя в рамках предложенного обобщения, приведем формальное

Определение 2. Пусть Ω ⊂ Rn и ядро kα,ν(x) определено выражением (3) с

некоторыми значениями указанных параметров. Будем называть оператором

типа потенциала Рисса следующий интегральный оператор:

I α,ν
Ω,θ f (x) :=

∫
Ω

θ(x, σ) kα,ν (|x− σ |) f(σ) d σ, x ∈ Ω. (5)

Функцию f(σ) называют плотностью, а θ (x, σ) — характеристикой опера-

тора типа потенциала (5).

Замечание 1. Условимся опускать обозначение характеристики в случае, если

она постоянна, то есть:

I α,ν
Ω := I α,ν

Ω,θ , если θ(x, σ) ≡ const, x, σ ∈ Ω.

Далее вид рассматриваемых операторов типа потенциала конкретизиро-

ван в контексте поставленных в исследовании задач, и ограничения на зна-

чения определяющих параметров также специфицированы исходя из них. В

частности, при Ω = Sn−1 будем полагать κ(n, α) = n − α + 1 и называть

оператор, для краткости, сферическим потенциалом.

В связи с обращением сферических потенциалов вводятся операторы,

которые будем называть сферическими гиперсингулярными интегралами и

рассматривать в рамках следующего определения:
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Определение 3. Пусть 0 < Reα < 2 и

D α
ε f(x) := c(n,−α)

∫
Sn−1
ε (x)

f(σ)− f(x)

|x− y |n−1+α dσ, x ∈ Sn−1,

где использовано так называемое урезание на сфере:

Sn−1
ε (x) :=

{
σ ∈ Sn−1 : |x− σ | > ε

}
.

Гиперсингулярный интеграл на сфере вводится как следующий предел:

D αf(x) := lim
ε→0

D α
ε f(x), x ∈ Sn−1. (6)

Определение 3 было впервые предложено в [36], будучи существенно мо-

тивированным фактом инвариантности относительно вращений операторов

D α
ε , что позволяет применять аппарат мультипликаторов Фурье–Лапласа к

исследованию гиперсингулярного интеграла (6). Относительно последнего за-

метим следующее:

Замечание 2. Предел (6) существует по крайней мере на функциях, дважды

непрерывно дифференцируемых на Sn−1.

2.1.1. Пространства обобщенной гёльдеровости

Пусть символ C = C(Ω) используется в дальнейшем для обозначения про-

странства функций, непрерывных на Ω; будем считать его снабженным клас-

сической sup-нормой

∥f∥ C(Ω) = sup
x∈Ω

| f(x) | .
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Определение 4. Обобщенным пространством Гёльдера называется функ-

циональное пространство

H ω (Ω) := { f ∈ C(Ω) : ω(f, t) ≤ c ω(t), c, t > 0 } , Ω ⊂ Rn,

где

ω(f, t) := sup
x,y∈Ω:
|x−y |≤t

| f(x)− f(y) | , t ∈ (0, diam (Ω)], (7)

есть модуль непрерывности функции f(x), x ∈ Ω. Функцию ω(t), t > 0,

принято называть характеристикой пространства H ω (Ω).

Пространство H ω (Ω) — банахово относительно нормы

∥f∥H ω(Ω) = ∥f∥C(Ω) + sup
t>0

ω(f, t)

ω(t)
.

Введем также определение весовых пространств обобщенной гёльдеровос-

ти, отвечающее случаю, когда вес является степенной функцией:

Определение 5. Будем говорить, что функция f принадлежит простран-

ству H ω
a

(
Sn−1

)
, если

wa f ∈ H ω
(
Sn−1

)
, lim

x→a
(wa f) (x) = 0,

где весовая функция выражена следующим образом:

wa(x) = | a− x | γ , a ∈ Ω, γ > 0.

В случае, если весовая функция имеет вид

w{aj}(x) =
m∏
j=1

|x− aj | γj , где aj ∈ Ω, j = 1, s, s ∈ N,
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аналогично введем пространство

H ω
{aj} (Ω) :=

{
w{aj} f ∈ H ω (Ω) : lim

x→aj

(
w{aj} f

)
(x) = 0, j = 1, s

}
.

2.1.2. Функциональные классы Бари–Стечкина

Теоремы о действии операторов типа потенциала (и гиперсингулярных

интегралов) в пространствах обобщенной гёльдеровости формулируются в

терминах специального класса функций, а именно:

Определение 6. Пусть ω(t) — непрерывная, неотрицательная и почти воз-

растающая на [0, l] функция, причем ω(0) = 0. Будем говорить, что функция

ω(t) принадлежит классу Бари–Стечкина Φ δ
β , если одновременно имеют ме-

сто неравенства

τ∫
0

(τ
t

) δ ω(t)

t
d t ≤ c1 ω(τ),

l∫
τ

(τ
t

)β ω(t)

t
d t ≤ c2 ω(τ),

0 ≤ δ < β,

где константы c1 и c2 независимы от τ ∈ (0, l/2).

Замечание 3. В том случае, если выполнено только одно из приведенных

условий, в обозначении Φ δ
β удерживается лишь соответствующий индекс.

Замечание 4. Отметим, что в теоремах о действии параметр l, участвующий

в определении классов, предполагается числом, не превосходящим diam (Ω).

Ключевые свойства классов Бари–Стечкина описаны, например, в [21,

с. 54] и цитируются в дальнейшем по мере необходимости.
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§ 2.2. Потенциалы и гиперсингулярные интегралы

на метрических пространствах с мерой

Следующие основные сведения отвечают содержанию Глав 2 и 3, посвя-

щенных развитию дробного анализа на метрических пространствах в более

общих предпосылках.

Конфигурация метрических пространств. Пусть (X, d, µ) — некото-

рое пространство точек, на котором введены расстояние d(x, σ) и мера µ(σ),

x, σ ∈ X. Будем предполагать, что все открытые шары в (X, d, µ), т.е. мно-

жества вида

B(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) < h } ,

измеримы и удовлетворяют следующему условию роста:

∀x ∈ X : µB(x, h) ≤ K hN при h→ 0, (B)

в котором параметр N > 0 и постоянная K > 0 не зависят от x ∈ Ω. Будем

полагать также, что все сферы

S(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) = h } , x ∈ X, h > 0,

таковы, что µS(x, h) = 0. Условимся обозначать замкнутые шары в X сим-

волом B[x, h]:

B[x, h] := {σ ∈ X : d(x, σ) ≤ h } .

Метрика d(x, y) по определению симметрична и удовлетворяет классическим

прямому,

d(x, σ) ≤ d(x, y) + d(y, σ), (∆1)
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а также — эквивалентному (∆1) в силу симметричности — обратному,

| d(x, y)− d(y, σ) | ≤ d(x, σ), x, y, σ ∈ X, (∆2)

неравенствам треугольника.

Определения операторов. Будем рассматривать произвольно выбранное

множество Ω такое, что

Ω ⊂ X, 0 < diam (Ω) <∞, Ω — открытое. (O1)

Положим, что на Ω выполнено так называемое условие аннигиляции:

∫
Ω

(
1

[ d(x, σ) ]N−α
− 1

[ d(y, σ) ]N−α

)
dσ ≡ 0,

0 < Reα < 1, x, y ∈ Ω,

(O2)

где интегрирование осуществляется в терминах меры µ. Свойство аннигиля-

ции представляет важность для включения тождественно постоянных функ-

ций в пространство гёльдеровских, поэтому предполагается, что в дальней-

шем оно всегда выполнено.

Введем определения операторов риссова дробного интегродифференци-

рования на метрических пространствах описанной выше конфигурации, рас-

сматривая, для определенности, число

α ∈ C : 0 ≤ Reα < 1.

как порядок потеницала Рисса или гиперсингулярного интеграла соответ-

ственно:
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Определение 7. Следующий интегральный оператор понимается как по-

тенциал Рисса на метрическом пространстве с мерой:

I α f (x) :=

∫
Ω

f(σ)

[d(x, σ)]N−α
dσ, x ∈ Ω,

где интегрирование производится по мере µ(σ).

Определение 8. Гиперсингулярный интеграл на метрическом простран-

стве с мерой определен следующим выражением:

D αf(x) :=

∫
Ω

f(σ)− f(x)

[d(x, σ)]N+α
dσ, x ∈ Ω,

где символ dσ указывает на интегрирование по мере µ(σ) в смысле следую-

щего выражения:

∫
Ω

φ(x, σ) dσ = lim
h→+0

∫
Ω\B[x,h]

φ(x, σ) dσ.

2.2.1. Локализации обобщенного условия Гёльдера

Локальные модули непрерывности и их свойства. Введем — вслед за

классическим определением класса модулей непрерывности из [21, с. 49], —

общий класс локальных модулей непрерывности, перечислив основные ана-

литические свойства его представителей:

Определение 9. Пусть выбрано число l : 0 < l ≤ diam (Ω). Функцию

M(x, h), x ∈ Ω, 0 < h ≤ l,

будем называть локальным модулем непрерывности, если она удовлетворяет



28

следующим четырем условиям:

(9.1) ∀x ∈ Ω : M(x, 0) = 0;

(9.2) M(x, h) является неубывающей функцией от h равномерно по x;

(9.3) M(x, h) полуддитивна по h, т.е.

∀x ∈ Ω : M(x, h1 + h2) ≤M(x, h1) +M(x, h2);

(9.4) M(x, h) есть непрерывная по h функция для всякого x ∈ Ω.

Наиболее строгим из требуемых является свойство (9.3) полуаддитивнос-

ти, однако именно это свойство позволит в дальнейшем применить аппарат

оценок типа Зигмунда к исследованию локальной непрерывности. Так, важ-

ное следствие этого свойства составляет

Лемма 1. Пусть x ∈ Ω, 0 < l ≤ diam (Ω), M(x, h) — локальный модуль

непрерывности в смысле Определения 9. Имеет место оценка:

M(x, h2)

h2
≤ 2

M(x, h1)

h1
, 0 < h1 ≤ h2 ≤ l. (M.1)

Доказательство. Рассуждения в основе доказательства леммы ничем прин-

ципиально не отличаются от классического случая, изложенного в [21, с. 50].

Прежде всего, из свойства (9.3), данного в Определении 9, следует, что

∀x ∈ Ω : M(x, n h) ≤ nM(x, h), n ∈ N. (M.2)

Положим:

h2 = h1 + h, 0 ≤ (n0 − 1)h1 ≤ h ≤ n0 h1,

где n0 — некоторое натуральное число (в частности, можно положить n0 =

1+ ⌊h/h1⌋). Тогда имеем в силу свойства (9.3) и оценки (M.2), зафиксировав
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некоторую точку x ∈ Ω:

M(x, h2)

h2
≤ M(x, h1)

h1 + h
+
M(x, h)

h1 + h
≤

≤ M(x, h1)

h1
+

M(x, n0 h1)

h1 + (n0 − 1)h1
≤ 2

M(x, h1)

h1
.

Отметим, что из свойства (M.2), а также (9.3) полуаддитивности и (9.2)

неубывания по h следует следующая оценка с произвольным k > 0:

M(f, x, k h) ≤ ⌊k⌋M(f, x, h) +M(f, x, λ h) ≤

≤ (k + 1)M(f, x, h), k = λ+ ⌊k⌋, 0 ≤ λ < 1,
(M.3)

где ⌊k⌋ означает целую часть числа k.

Локальный модуль непрерывности в смысле Определения 9 может быть

введен, например, следующим выражением:

Mf(x, h) = sup
σ1,σ2∈Ω∩B[x,l]:

d(σ1,σ2)≤h

| f(σ1)− f(σ2) | , x ∈ Ω,

0 < h ≤ l <∞.

(8)

Действительно, пусть f — функция, непрерывная на Ω. Тогда свойства (9.1),

(9.2) и (9.4) из Определения 9, очевидно, выполнены для (8); свойство (9.3)

легко проверяется: пусть

σk ∈ Ω ∩B[x, l], hk := d(x, σk), k = 1, 2,

тогда, согласно неравенству треугольника (∆1), d(σ1, σ2) ≤ h1 + h2, и спра-

ведлива следующая оценка:
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| f(σ1)− f(σ2) | ≤ | f(σ1)− f(x) |+ | f(x)− f(σ2) | ≤

≤
2∑

k=1

sup
σ′
1,σ

′
2∈Ω∩B[x,l]:

d(σ′
1,σ

′
2)≤hk

| f(σ′1)− f(σ′2) | =MΩ(f, x, h1) +MΩ(f, x, h2).

Пространства обобщенной переменной гёльдеровости. Пусть мно-

жество Ω удовлетворяет условиям (O1). Востребовано

Определение 10. Пусть обозначено:

Tl := Ω× [0, l), 0 < l ≤ diam (Ω) . (9)

Будем говорить, что функция ω : Tl → [0, ∞), принадлежит классу

W = W (Tl), если выполнены следующие условия:

(10.1) ∀x ∈ Ω: ω(x, h) — непрерывная, почти возрастающая по h ∈ (0, l], и

lim
h→+0

ω(x, h) = 0;

(10.2) inf
x∈Ω

ω(x, h) > 0 при h > 0.

Как и ранее, символом C(Ω) обозначено пространство непрерывных на Ω

вещественнозначных функций. Введем

Определение 11. Пусть ω ∈ W (Ω), Mf(x, h) — локальный модуль непре-

рывности, ассоциированный с f ∈ C(Ω). Будем называть

Hω(·)(Ω) := { f ∈ C(Ω) : Mf(x, h) ≤ c ω(x, h) } , 0 < c <∞,

пространством обобщенной переменной гёльдеровости на Ω, а функцию ω

— характеристикой этого пространства.
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Заметим, что пространство H(Ω) является банаховым относительно нормы

∥f∥H(Ω) = ∥f∥C(Ω) + sup
x∈Ω,
h∈(0,l]

Mf(x, h)

ω(x, h)
, 0 < l ≤ diam (Ω) .

Аналогично, введем определение весовых пространств обобщенной пере-

менной гёльдеровости, релевантное поставленным в исследовании задачам:

Определение 12. Пусть весовая функция имеет следующий вид:

wa(x) = [ d(a, x) ] γ , 0 < Re γ < 1 +N. (10)

Функциональное пространство

Hω(·)
0 (Ω, wa) :=

{
f ∈ C(Ω) : wa f ∈ Hω(·)(Ω), (wa f)(0) = 0

}
будем называть степенно-весовым пространством обобщенной переменной

гёльдеровости.

Определения 11 и 12 могут быть конкретизированы с указанием конкрет-

ных локальных модулей непрерывности: например, данного выше модуля (8).

Рассмотрим также подход, основанный на понятии субметрии, в рамках ко-

торого вводились оригинальные пространства обобщенной переменной гёль-

деровости в предшествующих работах.

Напомним, что отображение φ между метрическими пространствами X

и Y называется субметрией, если для каждой точки x ∈ X образ всякого

замкнутого шара при отображении φ является замкнутым шаром того же

радиуса с центром в точке φ(x) ∈ Y [1]. Имея в качестве φ вещественнознач-

ную функцию, предложим



32

Определение 13. Будем называть модулем субметрии вещественнозначной

функции f , определенной на Ω, функцию

ωf(x, h) := sup
σ∈Ω∩B[x,h]

| f(x)− f(σ) | , x ∈ Ω, h > 0. (11)

Очевидно, модуль субметрии ωf не может, вообще говоря, рассматривать-

ся как объект класса локальных модулей непрерывности, поскольку свойство

субметрии (а значит, и все полезные следствия из него) не гарантированы.

С учетом сказанного, возможна следующая спецификация пространств, вве-

денных Определениями 11 и 12:

Определение 14. Пусть функциональные пространства, обозначаемые в

дальнейшем как H ω(·)(Ω) и H
ω(·)
0 (Ω, wa), рассматриваются в качестве про-

странств Hω(·)(Ω) и Hω(·)
0 (Ω, wa) соответственно, если последние определены

в терминах модуля субметрии ωf и тот обладает свойством полуаддитивнос-

ти для данного класса функций, либо в терминах минимальной мажоранты

модуля субметрии ωf из класса локальных модулей непрерывности.

Интересно отметить, что в силу (M.2) выполнено следующее соотношение:

∀x ∈ Ω : ωf(x, h) ≤ 2Mf(x, h), h ∈ (0, l], 0 < l <∞,

позволяющее утверждать о теоретико-множественном включении про-

странств типа H, определенных в терминах локального модуля непрерывно-

сти (8), в H-пространства хотя бы в том случае, когда ωf сам принадлежит

классу локальных модулей непрерывности; обратное не гарантировано.

Такая «градация» пространств преследует своей целью обеспечить точные

формулировки результатов, сохраняющие характер преемственности с

предшествующими достижениями, подчеркнув возможность их обобщения.
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2.2.2. Классы Зигмунда–Бари–Стечкина

Теоремы о действии, доказываемые далее, формулируются в терминах

класса Зигмунда–Бари–Стечкина, который налагает дополнительные огра-

ничения на характеристику гёльдеровского пространства. Данные классы

предлагаются на основе введенных Определением 10, а именно:

Определение 15. Функция ω ∈ W (Tl) принадлежит классу Зигмунда–

Бари–Стечкина

Φ δ
β = Φ δ

β (Ω× [0, l]) , 0 ≤ δ < β, x ∈ Ω,

если оба следующих условия выполнены:

h∫
0

(
h

t

) δ
ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

l∫
h

(
h

t

)β
ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

где 0 < h ≤ l/2, и постоянная c > 0 не зависит от h, ни от x.

Отметим, что замечания, сопровождавшие Определение 6 класса Бари–

Стечкина, имеют место и в данном случае.

§ 2.3. Аппарат построения оценок типа Зигмунда

2.3.1. Числовые неравенства

Условимся использовать верхние индексы, чтобы обозначать константы

в контексте тех или иных неравенств; переменные, определяющие их значе-

ния, будем помещать в скобки. Некоторые переменные, такие как Ω, ν или

M , могут рассматриваться как параметры, определяющие постановку зада-

чи, так что они выносятся в дальнейшем в нижние индексы, поскольку, как
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функции оставшихся переменных, встречающиеся константы будут очевидно

ограничены.

Пусть d1 и d2 — неотрицательные вещественные числа, тогда

∣∣ dλ
1 − dλ

2

∣∣ ≤ |λ |
Reλ

| d1 − d2 |Reλ , 0 < Reλ ≤ 1. (N:1)

Для вещественных значений λ этот результат известен, например, из [21,

p. 27], однако (N:1) может быть показано и для комплексных значений, если

воспользоваться следующим выражением:

|φ(t1)− φ(t2) | ≤
t2∫

t1

|φ′(τ) | d τ, φ(t) = tλ, (12)

считая, например, d2 > d1, которые полагаются пределами интегрирования.

Имея в виду то же предположение, легко получить следующее неравен-

ство:

∣∣ dλ
1 − dλ

2

∣∣ ≤ |λ | d−1+Reλ
j | d1 − d2 | , j =

1, 0 < Reλ ≤ 1,

2, Reλ > 1.
(N:2)

Для вещественных λ неравенство (N:2) является перефразированным клас-

сическим результатом из [71, p. 39]. В работе [78] данные неравенства были

показаны для комплексных значений λ с использованием теоремы о сред-

нем значении в форме Лагранжа. Альтернативно, можно прийти к тому же

результату, продолжив (12) как

|φ(t1)− φ(t2) | ≤ | t1 − t2 |
1∫

0

|φ′ ((t2 − t1) τ + t1) | d τ (12)
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в силу хорошо известной формулы замены переменной под интегралом [70,

p. 248].

Наконец, будем использовать следующий результат:∣∣∣∣ 1

dλ
1

− 1

dλ
2

∣∣∣∣ ≤ c (N:3)(λ)
| d1 − d2 | (d1 + d2)

−1+Reλ

(d1 d2)Reλ
, Reλ > 0. (N:3)

Для вещественных λ > 0 неравенство (N:3) известно из работ С. Л.Соболева

[48, с. 251]. Его доказательство для комплексных λ опирается на те же рас-

суждения: положим t =
d1 − d2
d1 + d2

, тогда доказательство (N:3) сводится к дока-

зательству неравенства∣∣∣∣ (1 + t)λ − (1− t)λ

2λ t

∣∣∣∣ ≤ c (N:3)(λ), −1 ≤ t ≤ 1, Reλ ≥ 0. (13)

Использование здесь (12) в предположении

t1 = 1± t, t2 = 1∓ t, t ∈ [−1, 1],

позволяет получить (13) непосредственно, где константа выражается следу-

ющим образом:

c (N:3)(λ) =

|λ | /Reλ, Re γ ∈ (0, 1] ∪ [2,∞),

2 1−Reλ |λ | , Re γ ∈ [1, 2].

2.3.2. Основные леммы

Пусть вновь имеет место обозначение (9). Напомним

Определение 16. Будем говорить, что неотрицательная функция L(x, t),

определенная на Tl, почти возрастает по t равномерно по x, если найдется



36

константа cL ≥ 1 такая, что выполнено неравенство

L(x, t) ≤ cL L(x, τ) для всех 0 < t < τ ≤ l. (14)

Для оценки возникающих далее интегральных конструкций используются

следующие леммы:

Лемма 2. Пусть L(x, t) – неотрицательная функция на Tl, почти возрас-

тающая по t равномерно по x и удовлетворяющая неравенству

L(x, 2 t) ≤ C L(x, t), 0 < C <∞.

Для всякого неотрицательного числа λ имеет место следующая оценка:

∫
B(x,h)

L (x, d(x, σ))

dλ(x, σ)
dσ ≤ c0

h∫
0

t ν−1L(x, t)

tλ
d t, 0 < c0 <∞,

где x ∈ Ω, 0 < h < l, постоянные C и c0 не зависят от x.

Лемма 3. Пусть выполнены предпосылки Леммы 2. Тогда

∫
Ω\B(x,h)

L (x, d(x, σ))

dλ(x, σ)
dσ ≤ c0

l∫
h

t ν−1L(x, t)

tλ
d t, 0 < c0 <∞,

где 0 < h < l / k, k > 1, постоянная c0 не зависит от x ∈ Ω.

Леммы 2 и 3 доказаны в работе [78] в более общем случае, рассматриваю-

щем в качестве λ неотрицательную, ограниченную на Ω функцию. Роль этих

результатов аналогична роли известных следствий из формул типа Каталана

в интегральном исчислении на многомерной сфере евклидова пространства.
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Интересно, что константа c0 в обеих леммах допускает точное выражение,

связанное с постулируемыми свойствами пространства X. Так, рассматривая

в качестве функции L в выражениях выше локальный модуль непрерывности

в смысле Определения 9 и имея в виду его свойство (M.3), запишем:

c0 = K c 2L min
t>1

tλ(t+ 1)

φ(t)
, φ(t) =


1− tλ−ν

ν − λ
, λ ̸= ν,

ln t, λ = ν,

где константы K и cL атрибутированы условиям (B) и (14) соответственно.

Следующие соглашения и неравенства используются для доказательства

оценок типа Зигмунда во второй и третьей главах.

§ 3. Обзор основных результатов исследования
Первая глава диссертации посвящена развитию классического аппарата

риссова дробного интегродифференцирования на единичной сфере. С целью

точнее передать контекст, результаты для «сферических» и «пространствен-

ных» потенциалов будем приводить совместно, поскольку вторые получаются

из первых путем преобразований вследствие стереографической проекции.

Теорема 4. Пусть 0 < Reα < 1. Ожидаемый вид оператора, обратного

потенциалу I α,1
Sn−1, представляет собой композицию гиперсингулярного ин-

теграла D α и оператора сферической свертки A, а именно:

(
I α,1
Sn−1

)−1

= [c(n, α) I +D α] A,

где используется следующая нормировочная постоянная:
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c(n, α) = 2 (n−1−α)/2/a (n, α) ,

a (n, α) = −2
α+n−1

2 π
n−3
2 sin

(π
2
(α− n+ 1)

)
Γ
(α
2

)
Γ

(
α− n+ 3

2

)
,

а мультипликатор Фурье–Лапласа оператора A имеет следующий вид:

M⟨A⟩ = −2
n+α
2 π

n
2

(
m+ n− 3

m

)
(n− 1)m
m (n/2)m

(
m+

n− α

2

)
Γ
(α
2

)
×

× B−1
(n
2
,m
)
Γ−1

(
n− α + 2

2

) {
1 + ln

2

r
·
[
ψ

(
α− n+ 2

2

)
+ ψ

(α
2

)
−

−ψ
(
α− n+ 2

2
−m

)
− ψ

(
α + n

2
+m

)]}
.

В приведенных выражениях используются следующие обозначения:

• Γ(z), Re z > 0, — гамма-функция Эйлера,

• B(z1, z2) = Γ(z1) Γ(z2)/Γ(z1 + z2), ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z),

•
(
n

k

)
— биномиальный коэффициент, (x)k — символ Похгаммера, где n —

натуральное, k — неотрицательное целое.

Теорема 5. Пусть 0 < Reα < 1. Если ω ∈ Φ 0
1−Reα, то оператор I α,ν

Sn−1

ограничен из H ω
(
Sn−1

)
в H ωα,ν

(
Sn−1

)
, где

ωα,ν(t) = tReα ω(t) ln ν r

t
, r > 2. (15)

При ν = 1 имеет место изоморфизм: I α,1
Sn−1

(
H ω

(
Sn−1

))
= H ωα,1

(
Sn−1

)
.
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Теорема 6. Пусть 0 < Reα < 1, вес wΠ(x) определен выражением

wΠ(x) :=
√

1 + |x | 2, x ∈ Rn−1,

а характеристика θ(x, σ) оператора I α,ν

Ṙn−1, θ
имеет вид

θ(x, σ) =
r

2
wΠ(x)wΠ(σ), x, σ ∈ Rn−1, r > 2.

При ω ∈ Φ 0
1−Reα справедливо вложение

I α,ν

Ṙn−1, θ

(
H ω

(
Ṙn−1, w

−κ(n,α)
Π

))
⊆ H ωα,ν

(
Ṙn−1, w

κ(n,α)
Π

)
,

κ(n, α) = n− 1 + α,

где характеристика ωα,ν(·) имеет вид (15).

Теорема 7. Пусть весовая функция имеет вид

w{aj}(x) =
s∏

j=1

|x− ak | rj , x, aj ∈ Sn−1, j = 1, s, s ∈ N. (16)

Оператор I α,ν
Sn−1 ограничен, а для ν ∈ {0, 1} — является изоморфизмом при

отображении из H ω
w{aj}

(Sn−1, w{aj}) в H ωα,ν
w{aj}

(Sn−1, w{aj}), если:

• при 0 < Reα < rj < n, j = 1, s, характеристика ω ∈ Φ 0
min{1, rj}−Reα;

• при n ≤ µj < n− Reα + 1, j = 1, s, справедливо, что ω ∈ Φ
max{rj}−n+1
1−Reα .

Теорема 8. Пусть r = (r1, ..., rs), s ∈ N, и rj > 0, j = 1, s. В условиях

Теоремы 7, имеет место следующее вложение функциональных про-

странств:

I α,ν

Ṙn−1, θ

[
H ω

{sj}

(
Ṙn−1, w−κ(n,α)

)]
⊆ H

ωα,ν

{sj}

(
Ṙn−1, wκ(n,α)

)
,
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где обозначено:

wε(x) := 2 ∥r∥ [wΠ(x)]
ε−∥r∥/2

s∏
j=1

|x− sj | rj

w
rj
Π (sj)

, ∥r∥=
s∑

j=1

rj.

Для весовых функций, «привязанных» к нулю и бесконечности, имеет

место следующий результат:

Следствие 9. Пусть обозначено:

wε(r, x) := 2 r1+r2 |x | r2 [wΠ(x)]
2 ε−(r1+r2)/2 , r = (r1, r2) ∈ R2.

Утверждение Теоремы 8 имеет место также и для следующих функцио-

нальных пространств:

H ωα

{0}

(
Ṙn−1, wε

)
, r = (r1, 0); H ωα

{∞}

(
Ṙn−1, wε

)
, r = (0, r2);

H ωα

{0,∞}

(
Ṙn−1, wε

)
, r = (r1, r2).

Наконец, в первой главе доказан следующий результат, дополняющий

классическую теорему Соболева:

Теорема 10. Пусть ν ≥ 0 и выполнено условие

α >
n− 1

p
, 1 ≤ p ≤ ∞.

Оператор I α,ν
Sn−1 ограничен из L p

(
Sn−1

)
в H ωα,ν

(
Sn−1

)
, где

ωα,ν(t) = tα−(n−1)/p ln ν m

t
, m ≥ r > 2. (17)

Для пространственного оператора типа потенциала имеет место
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Теорема 11. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы, тогда

оператор I α,ν

Ṙn−1, θ
, определенный выше, ограничен из L p

(
Ṙn−1, wp

)
в

H ωα,ν

(
Ṙn−1, w

(n−1+α)/2
Π

)
, где характеристика ωα,ν выражена (17), и

wp(x) := 2 p (n−2) [wΠ(x)]
ε , x ∈ Rn−1,

ε =
(n− 1) (2 p− 1)− α

2
− p, 1 < p <∞.

Вторая глава диссертации посвящена исследованию локальной обобщен-

ной гёльдеровости потенциала Рисса Iα, введенного Определением 7. Сов-

местно с ним рассматривается следующий интегральный оператор Iα, свя-

занный с Iα соотношением

w(x) I α f (x) = I α fw (x) + I α
Ω fw (x) , fw(x) = w(x) f(x).

Здесь w(x) — произвольный вес, однако в дальнейшем в роли весовой функ-

ции рассматривается степенной вес (10).

Теорема 12. Пусть

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h ≤ l/k,

0 < l ≤ diam (Ω) , k > 1.

Имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

| I α
Ω fw (x)− I α

Ω fw (y) | ≤ c h γ0
∑

z∈{a,x,y}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+γ0−Reα
d t,

0 < c <∞, γ0 = min(1,Re γ).
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На основании этого результата доказывается следующая теорема о действии:

Теорема 13. Пусть выполнено:

0 < Reα < 1, γ0 = min(1,Re γ).

Если характеристика ω(t) такова, что

ω ∈ Φγ0−Reα

(
Ω× Tdiam(Ω)

)
,

∀h ∈ Tdiam(Ω) : sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω <∞,

и выполнено условие непрерывности типа Дини:

c
(1)
ω ω (y, d(x, y)) ≤ ω (x, d(x, y)) ≤ c

(2)
ω ω (y, d(x, y)) ,

x, y ∈ Ω, 0 < c
(1)
ω , c

(2)
ω <∞.

(18)

то следующий интегральный оператор ограничен:

I α
Ω : Hω(·)

0 (Ω, wa) → H
ωα(·)
0 (Ω, wa),

где пространство образов имеет следующую характеристику:

ωα(x, h) := hReα ω(x, h), x ∈ Ω, h ∈ Tdiam(Ω).

Теорема 14. В условиях предыдущей теоремы потенциал Рисса

I α : Hω(·)
0 (Ω, wa) → H

ωα(·)
0 (Ω, wa)

является ограниченным оператором.
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Третья глава посвящена исследованию гиперсингулярного интеграла D α

на метрическом пространстве с мерой. Рассматривается оператор Dα
Ω, свя-

занный с D α следующим выражением:

wa(x)D
αf(x) = D αfw(x) +Dα

Ωfw(x).

Для него доказаны

Теорема 15. Пусть 0 < l ≤ diam (Ω), задана весовая функция вида (10):

w(x) = d γ(x, a), a, x ∈ Ω, 0 < Re γ ≤ 1,

а под M(f, x, h) подразумевается произвольный локальный модуль непре-

рывности, например:

• модуль субметрии ωΩ(f, x, h), если он полуаддитивен по h;

• минимальная мажоранта модуля ωΩ из класса локальных модулей

непрерывности, если ωΩ(f, x, h) не обладает свойством полуаддитив-

ности по h для данной функции f на Ω;

• определенный выше локальный модуль непрерывности (8).

Имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t +

+ hRe γ
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M(fw, z, t)

t 1+Re γ+Reα
d t

 , 0 < c <∞,

где y ∈ B[x, h], 0 < h < l.
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Теорема 16. Пусть 0 < l ≤ diam (Ω), весовая функция имеет вид:

w(x) = d γ(x, a), a, x ∈ Ω, Re γ > 1.

и M(f, x, h) имеет тот же смысл, что и для предыдущей теоремы. Для

всяких

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h, 0 < h ≤ l,

имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

|Dα
Ω fw(x)−Dα

Ω fw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t+

+h
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M (fw, z, t)

t 2+Reα
d t

 , 0 < c <∞.

Наконец, с использованием этих оценок типа Зигмунда, доказана

Теорема 17. Пусть характеристика ω(x, h) такова, что ω ∈ ΦReα
1+Reα и

выполнены условие (18) а также, для всякого h > 0, условие

sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω <∞.

Тогда оператор Dα
Ω ограничен из Hω(·)

0 (Ω, wa) в H ωα(·)
0 (Ω, wa), а гиперсингу-

лярный интеграл D α ограничен из Hω(·)
0 (Ω, wa) в H ω−α(·)

0 (Ω, wa).
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Глава 1. Развитие риссова дробного

интегродифференцирования в

обобщенных пространствах Гёльдера

1.1 Основные сведения спектральной теории

операторов сферической свертки
Как известно, между метрикой (1) многомерного евклидова пространства

пространства Rn и скалярным произведением,

x · y = x1y1 + ...+ xnyn, (1.1)

существует следующее соотношение:

x · y =
(
|x+ y|2 − |x|2 − |y|2

)
/2,

или, в силу тождества параллелограмма,

|x− y| =
√

|x|2 + |y|2 − 2x · y. (1.2)

Отметим, что для точек x, y единичной сферы Sn−1 (см. (2)) выражение (1.2)
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может быть, очевидно, переписано в следующем виде:

|x− y| =
√
2
√
1− x · y, x, y ∈ Sn−1. (1.3)

Далее рассматриваются интегральные операторы из класса операторов

сферической свертки, общий вид которых представим выражением (1.4):

K f (x) =

∫
Sn

k (x · σ) f (σ) d σ, x ∈ Sn−1, (1.4)

где функция k(t), t ∈ R, называется ядром оператора K; отметим, что, таким

образом, ядро оператора сферической свертки предполагается функцией от

скалярного произведения (1.1). Формула Функа—Гекке утверждает, что соб-

ственными функциями всякого оператора вида (1.4) являются сферические

гармоники Ym (x) порядка m [45, с. 42]:

K Ym = km Ym,

Ym (x) := Pm (x/|x| ) = |x|−m Pm (x) , x ∈ Rn,
(1.5)

где через Pm (x) обозначен многочлен степени m, удовлетворяющий уравне-

нию Лапласа: ∆Pm = 0, то есть гармонический многочлен.

Собственные значения km в формуле (1.5) образуют так называемый

мультипликатор Фурье–Лапласа {km}∞m=0 оператора K и могут быть вы-

числены по следующей формуле [44], [45, с. 41]:

km =
2 π

n−1
2

Γ ((n− 1) /2)

1∫
−1

k (t) Pm (t)
(
1− t 2

) (n−3)/2
d t. (1.6)
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Здесь и далее Γ(z) — гамма-функция Эйлера:

Γ (z) =

∞∫
0

t z−1 e−t d t, Re z > 0,

Pm (t) — обобщенные многочлены Лежандра:

Pm (t) =


Tm (t) , n = 2;(
m+ n− 3

m

)−1

C (n−2)/2
m (t) , n ≥ 3,

где использованы Tm (t) – многочлены Чебышёва первого рода,

Tm (t) = cos (m · arccos t) , t ∈ [−1, 1], (1.7)

биномиальный коэффициент, который имеет следующее выражение:(
n

k

)
=

n!

k! (n− k)!
, 0 ≤ k ≤ n, (1.8)

и C λ
m (t), t ∈ [−1, 1], – многочлены Гегенбауэра:

C λ
m (t) =

⌊m/2⌋∑
k=0

am,k t
m−2k, am,k =

(−1) k (λ)m−k 2m−2k

k! (m− 2k) !
. (1.9)

Напомним, что многочлены (1.7) и (1.9) могут быть выражены через много-

члены Якоби P
(ρ, σ)
m (t), которые имеют вид

P
(ρ, σ)
m (t) =

1

2m

m∑
k=0

(
m+ ρ

k

)(
m+ σ

m− k

)
(t+ 1) k (t− k)m−k ,

t ∈ [−1, 1],

(1.10)
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где использован символ Похгаммера:

(λ) k = λ (λ+ 1) · ... · (λ+ k − 1) , (λ) 0 = 1. (1.11)

Именно, справедливы следующие выражения:

Tm (t) =
m!

(1/2 )m
P (−1/2,−1/2)
m (t) , (1.12)

C λ
m (t) =

(2λ)m
(λ+ 1/2)m

P
(λ− 1

2 , λ−
1
2)

m (t) =

=
(2λ)m
m!

Γ

(
λ+

1

2

) (
t2 − 1

4

) 1−2λ
4

P
( 1
2−λ, 1

2−λ)
m+λ− 1

2

(t) .

(1.13)

Выражения (1.12) и (1.13) представляют интерес в связи с вычислением муль-

типликатора Фурье–Лапласа, поскольку позволяют воспользоваться извест-

ными сведениями о многочленах (1.10), включая формулы интегрирования.

Итак, пусть Ymµ (x), x ∈ Sn, есть ортонормированная система сфериче-

ских гармоник, µ = 1, 2, ..., d (m) , где

d (m) =
(n+ 2m− 2) (n+m− 3) !

m! (n− 2) !
, m = 0, 1, 2, ...,

и прообраз f представлен своим разложением по Ymµ:

f (x) =
∑
m,µ

fmµYmµ (x), fmµ =

∫
Sn−1

f (σ) Ymµ (σ) dσ.

Тогда образ K f имеет следующий вид в разложении по сферическим гармо-

никам [44]:

K f (x) =
∑
m,µ

kmfmµYmµ (x).
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Таким образом, всякий оператор сферической свертки (1.4) однзначно опре-

делен своим мультипликатором Фурье–Лапласа {km}∞m=0. Условимся далее

записывать этот факт следующим образом:

M⟨K⟩ = km, m = 0, 1, 2, ...,

где km — общий член последовательности собственных значений, образующих

мультипликатор Фурье–Лапласа. Отметим также, что ядро оператора сфе-

рической свертки может быть восстановлено по заданному мультипликатору

{km}∞m=0 с использованием следующей формулы [44]:

k(t) =
1

π

∞∑
m=0

km Tm(t), n = 2,

k(t) = Γ

(
n− 2

2

)/(
4 π n/2

)
×

×
∞∑

m=0

(2m+ n− 2) kmC
(n−2)/2
m (t) ,

n ≥ 3.

(1.14)

1.2 Спектральный анализ сферических

потенциалов
Содержание данного и следующего параграфов составляет исследование

операторов типа потенциала Рисса со степенно-логарифимическим ядром,

I α,ν
Sn−1f(x) = c(n, α)

∫
Sn−1

f(σ)

|x− σ |n−1−α ln ν r

|x− σ |
dσ,

n ≥ 3, r, Reα > 0, ν ≥ 0,

(1.15)

введенного Определением 1.
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1.2.1 Обращение сферического потенциала

Из (1.3) следует, что I α,ν
Sn−1 есть оператор сферической свертки вида (1.4),

и аппарат мультипликаторов Фурье–Лапласа применим. Так, имеет место

Лемма 1.1. Пусть нормировочная постоянная в (3) такова:

c(n, α) = 2 (n−1−α)/2/a (n, α) ,

a (n, α) = −2
α+n−1

2 π
n−3
2 sin

(π
2
(α− n+ 1)

)
Γ
(α
2

)
Γ

(
α− n+ 3

2

)
.

Тогда имеет место следующее выражение мультипликатора:

M⟨I α,0
Sn−1⟩ =

Γ (m+ (n− 1− α)/2)

Γ (m+ (n− 1 + α)/2)
. (1.16)

Лемма 1.1 доказана в работе [44].

Приведем важнейшие приложения Леммы 1.1, первым из которых рас-

смотрим обращение сферического потенциала в терминах гиперсингулярного

интеграла, введенного Определением 3. Положим

c(n, α) = −2α π (n−3)/2 sin
[π
2
(1− n+ α)

]
Γ
(α
2

)
Γ

(
3− n+ α

2

)
.

Теорема 1.2. Оператор
(
I α,0
Sn−1

)−1

, обратный сферическому потенциалу

I α,0
Sn−1, имеет следующую конструкцию:

(
I α,0
Sn−1

)−1

= c(n, α) I +D α,

где

c(n, α) = Γ

(
n− 1 + α

2

)/
Γ

(
n− 1− α

2

)
, (1.17)
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I — единичный оператор: I f = f .

Доказательство. Доказательство, основанное на анализе мультипликатора

(1.16), приводилось в работе [81, с. 160].

1.2.2 Мультипликатор и обращение потенциала

с логарифмическим ядром

Новый результат, дополняющий Лемму 1.1, имеет вид

Лемма 1.3. Пусть обозначено:

K(m,n) =


m! /(1/2)m, n = 2;(

m

m+ n− 3

)−1
(n− 2)m

((n− 1)/2)m
, n ≥ 3,

где использованы символ Похгаммера (1.11) и биномиальный коэффициент

(1.8). Имеет место следующее выражение для мультипликатора сферичес-

кого потенциала I α,1
Sn−1:

M⟨I α,1
Sn−1⟩ = −2

n−1+α
2 π

n−1
2

1

m!

K(m,n)

Γ [(n− 1)/2]

(
n+ 1− α

2

)
m

·

· B
(
α

2
,
n− 1

2
+m

)
·
{
1 + ln

2

r

[
ψ

(
3− n+ α

2

)
+ ψ

(α
2

)
−

− ψ

(
3− n+ α

2
−m

)
− ψ

(
n− 1 + α

2
+m

)]}
,

где использованы следующие специальные функции:

B(z1, z2) =
Γ(z1) Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
, ψ(z) =

Γ′(z)

Γ(z)
.
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Доказательство. Воспользуемся формулой (1.6): обозначив t = x · σ, запи-

шем мультипликатор Фурье–Лапласа следующим образом:

M⟨I α,1
Sn−1⟩ =

2 π (n−1)/2

Γ ((n− 1) /2)

1∫
−1

(1− t)
α
2−1 (1 + t)

n−3
2 ln

1− t

r
P
(n−3

2 , n−3
2 )

m (t) d t,

где отражено также представление (1.13) многочленов Гегенбауэра через мно-

гочлены Якоби. В результате другой простой замены, а именно τ = −t, и

представления вида

ln
1 + τ

r
= ln

(
1 + τ

2
· 2
r

)
= ln

1 + τ

2
+ ln

2

r
,

имеем следующее представление последнего интеграла:

M⟨I α,1
Sn−1⟩ = (−1)m


1∫

−1

(1 + τ)−1+α
2 (1− τ)

n−3
2 P

(n−3
2 , n−3

2 )
m (τ) d τ+

+ ln
2

r

1∫
−1

(1 + τ)−1+α
2 (1− τ)

n−3
2 ln

1 + τ

2
P
(n−3

2 , n−3
2 )

m (τ) d τ

 .

Чтобы вычислить интегралы, составляющие сумму в правой части, могут

быть использованы формулы 11 (с. 519) и 1 (с. 530) из [38] соответственно:

a∫
−a

(t+ a) γ−1 (a− t) ρ P (ρ, σ)
m

(
t

a

)
d t =

=
(−1)m

m!
(σ − γ + 1)m (2a) γ+ρ B (γ, ρ+m+ 1) ,
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a∫
−a

(t+ a) γ−1 (a− t) ρ ln
t+ a

2 a
P (ρ, σ)
m

(
t

a

)
d t =

=
(−1)m

m!
(σ − γ + 1)m (2 a) γ+ρ×

× [ψ (γ − σ) + ψ (γ)− ψ (γ − σ −m)− ψ (γ + ρ+m+ 1)] ,

причем для обеих предполагается, что a,Re γ > 0 и Re ρ > −1. Осуществив

расчет и выполнив элементарные алгебраические преобразования результата,

приходим к утверждению доказываемой леммы.

Лемму 1.3 применим для описания оператора, обратного I α,1
Sn−1:

Теорема 1.4. Оператор, обратный потенциалу I α,1
Sn−1, представляет собой

композицию гиперсингулярного интеграла D α, введенного Определением 3,

и оператора, обратного некоторому оператору сферической свертки A, т.е.

(
I α,1
Sn−1

)−1

= [c(n, α) I +D α] A−1, 0 < Reα < 1,

где постоянная c(n, α) имеет вид (1.17) и

M⟨A⟩ = 2 (n+α−2)/2 π n/2 (α− 2m− n)

(
m+ n− 3

m

)
(n− 1)m×

× Γ(α/2)

Γ(m+ 1)Γ ((n− α + 2)/2)

{
1 + ln

2

r

[
H(α−n)/2 −H(α−2m−n)/2−

− ψ

(
2m+ n+ α

2

)
+ ψ

(α
2

)]}
,

Hz означает аналитическое продолжение гармонических чисел.
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Доказательство. Утверждение теоремы следует из представления

M⟨I α,1
Sn−1⟩ = M⟨I α,0

Sn−1⟩ ·M⟨A⟩, (1.18)

которое появляется в результате применения известных выражений:

(a)k =
Γ(a+ k)

Γ(a)
, Γ(z + 1) = z Γ(z),

где a ∈ R, k — целое, z — комплексное. Так, имеем:

(
1 + n− α

2

)
m

B

(
α

2
,m+

n− 1

2

)
=

=

Γ

(
m+

n+ 1− α

2

)
Γ
(α
2

)
Γ

(
m+

n− 1

2

)
Γ

(
n+ 1− α

2

)
Γ

(
m+

n− 1 + α

2

) =

= M⟨I α,0
Sn−1⟩

(
m+

n− 1

2
− α

2

) Γ
(α
2

)
Γ

(
m+

n− 1

2

)
Γ

(
1 + n− α

2

) .

Воспользовавшись далее тем фактом, что m! = Γ(m+ 1) в случае неотрица-

тельного целого m, имеем:

Γ
(α
2

)
Γ

(
m+

n− 1

2

)
m! Γ

(
1 + n− α

2

) Γ(m)

Γ(m)
=

Γ
(α
2

)
mB

(
n− 1

2
,m

)
Γ

(
1 + n− α

2

) ,

так что композиция I α,1
Sn−1 = I α,0

Sn−1 A обнаруживает себя при ближайшем рас-

смотрении мультипликатора M⟨I α,1
Sn−1⟩. Мультипликатор же обратного опера-
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тора
(
I α,1
Sn−1

)−1

имеет очевидное выражение:

M⟨
(
I α,1
Sn−1

)−1

⟩ =
(
M⟨I α,0

Sn−1⟩M⟨A⟩
)−1

= M⟨
(
I α,0
Sn−1

)−1

⟩
/
M⟨A⟩.

1.3 Теоремы о действии
Содержание данного параграфа представлено теоремами о действии опе-

ратора (1.15) в обобщенных пространствах Гёльдера H ω
(
Sn−1

)
, введенных в

общем виде Определением 4. Напомним, что последние определяются следу-

ющим условием на модуль непрерывности функции f ∈ C(Sn−1):

sup
x,y∈Sn−1:
|x−y |≤t

| f(x)− f(y) | ≤ c ω(t), t ∈ (0, 2], 0 < c <∞. (1.19)

Общая методика доказательства теорем о действии в H ω (Ω)-

пространствах заключается в построении так называемых оценок типа

Зигмунда — мажорант модуля разности значений образа в двух соседних

точках в виде интегральных конструкций от модуля непрерывности. Усло-

вием теоремы о действии предполагают принадлежность характеристики

пространства классу Бари–Стечкина (см. Определение 6).

Рассматривая характеристику ω(t) пространства H ω
(
Sn−1

)
как порядок

непрерывности, квалифицированной в терминах условия (1.19), будем гово-

рить о гладкости как предмете исследования в том случае, если речь идет о

действии в рамках пространств обобщенной гёльдеровости. Другим вопросом,

рассматриваемым здесь, является исследование ограниченности в H ω
(
Sn−1

)
оператора (1.15) при отображении функции из Lp(Sn−1).
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1.3.1 Гладкость сферических потенциалов

Если объект исследования принадлежит классу операторов сферической

свертки, альтернативой общему методу оценок типа Зигмунда в большом

числе частных случаев выступает анализ мультипликаторов Фурье–Лапласа.

Напомним следующее определение, впервые предложенное в работе [2]:

Определение 1.5. Обозначим через

Wλ,N , λ ∈ R, N = 0, 1, ...,

класс мультипликаторов {km}∞m=0 по сферическим гармоникам, отвечающих

следующим двум требованиям:

∀m = 0, 1, ..., N : | km | <∞,

km =
N∑
j=0

cjm
λ−j +O

(
mλ−N−ε

)
, cj ̸= 0, j = 0, ..., N, ε > 0

Там же доказан следующий фундаментальный результат:

Теорема 1.6. Пусть Aα — оператор сферической свертки вида (1.4). Если

выполнено следующее условие:

M⟨Aα⟩ ∈ W−α, ⌊(n+1)/2⌋, α > 0,

то имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

ω (Aαf, h) ≤ c h

2∫
h

ω(f, t)

t 2−α
d t, 0 < c <∞.
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Если последовательность M⟨Aα⟩ к тому же не содержит нулевых эле-

ментов, то имеет место следующий изоморфизм функциональных про-

странств:

Aα
(
H ω

(
Sn−1

))
= H ωα

(
Sn−1

)
, ω ∈ Φ 0

1−α+⌊α⌋, ωα(t) = tα−⌊α⌋ ω(t).

Напомним определение среднего функции, заданной на сфере, согласно,

например, [45, с. 144]:

Определение 1.7. Пусть n ≥ 3 и обозначено:

t = σ · x, x ∈ Sn−1, −1 < t < 1.

Среднее функции f(σ), σ ∈ Sn−1, есть следующий интеграл:

Mf(x, t) :=
1

|Sn−2 | (1− t 2)
n−2
2

∫
Sn−2
x (x t,

√
1−t 2)

f (σ) dS, x ∈ Sn−1,

где dS — элемент площади сферы Sn−1,

Sn−2
x (c, r) , c ∈ Rn, r > 0,

есть (n− 2)-мерная сфера с центром в точке c и радиуса r, полученная в

сечении сферы Sn−1 гиперплоскостью на высоте | t | от ее центра ортогонально

вектору x.

Имеет место следующая лемма, доказанная в [45, с. 146]:

Лемма 1.8. Пусть n ≥ 3, f непрерывна на Sn−1 и выполнено условие

(
1− t 2

) n−3
2 k(t) ∈ L 1 (−1, 1) . (1.20)
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Справедлива формула

∫
Sn−1

f(σ) k(x · σ) dσ =
∣∣ Sn−2

∣∣ 1∫
−1

Mf(x, t)
(
1− t 2

) n−3
2 f(t) d t.

Отметим, что Определение 1.7 и Лемма 1.8 вводятся также и в случае n = 2,

который не рассматривается в настоящей работе.

Основной результат данного параграфа представим следующим образом:

Теорема 1.9. Пусть 0 < Reα < 1. Если ω ∈ Φ 0
1−Reα, то оператор I α,ν

Sn−1

ограничен из H ω (Sn) в H ωα,ν (Sn), где

ωα,ν(t) = tReα ω(t) ln ν r

t
, r > 2. (1.21)

При n ≥ 3 и ν = 1 имеет место изоморфизм обобщенных пространств

Гёльдера:

I α,1
Sn−1(H

ω (Sn)) = H ωα,1 (Sn) .

Доказательство. Пусть ν = 0. Для α ∈ R доказываемое утверждение следу-

ет из Теоремы 1.6 непосредственно. Действительно, асимптотика отношения

гамма-функций имеет следующий вид [33, с. 20]:

Γ(z + a)

Γ(z + b)
= z a−b

{
N−1∑
j=0

(−1) j
(b− a)j B

(a−b+1)
j (a)

j!
z−j +O

(
z−N

)
,

}

| arg(z + a) | ≤ π − ξ, ξ > 0,

где a и b — ограниченные комплексные числа, а B (a−b+1)
j (a) — обобщенные

многочлены Бернулли, для которых известно следующее замечательное тож-
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дество [55]:

B λ
j (λ− a) = (−1) j B λ

j (a), j ∈ N, λ ∈ C.

Имея в виду выражение (1.16), положим в приведенной формуле соответ-

ствующие значения a и b, а также заметим, что

z λ = O
(
z 1+λ−ε

)
, λ ∈ R, 0 < ε < 1.

Поскольку обобщенные многочлены Бернулли не содержат нулей в рассмат-

риваемом диапазоне, мультипликатор M⟨I α,0
Sn−1⟩ отвечает всем условиям изо-

морфизма, сформулированным в Теореме 1.6. Для комплексных α соответ-

ствующий результат известен из работы [11].

Пусть n ≥ 3 и ν = 1. Изоморфизм пространств при отображении операто-

ром I α,1
Sn−1 следует из предыдущего. Действительно, с использованием форму-

лы 15 из [38, с. 462], а также известных соотношений (см., например, (1.1.5)

в [89, с. 2]) имеем в рассматриваемом случае:

1∫
−1

(1− t2)
n−3
2 C (n−2)/2

m (t) d t =

=
(−1)m (n− 3)m

√
π

m!

Γ [(n− 1)/2]

Γ(n/2)

Γ(n− 1)

Γ(m+ n− 1) Γ(1−m)
.

Итак, применимость Леммы 1.8 устанавливается непосредственным вычисле-

нием; в свою очередь, справедливо следующее представление среднего функ-

ции f (см. [45, с. 145]):

Mf(x, t) =
1

|Sn−2 |

∫
Bn−2(0,1)

fx(z+) + f(z−)√
1− |σ | 2

dσ,
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где fx := f [ωx(σ)] и ωx — вращение, переводящее орт e1 = (1, 0, ..., 0) в вектор

x ∈ Sn−1; z± — следующие точки сферы Sn−1:

z± :=

(
t, σ

√
1− t2,±

√
1− |σ | 2

√
1− t2

)
, σ ∈ Bn−2(0, 1),

Bn−2(0, 1) — (n − 2)-мерный шар единичного радиуса с центром в начале

координат. Данное представление показывает, что оператор A «сохраняет»

обобщенную гёльдеровость функции f , так что утверждаемый изоморфизм

справедлив.

Пусть, наконец, ν ∈ R \ {0, 1}. Этот случай отвечает рассмотренному

в работе [12], где доказательство утверждаемого результата было получено

методом оценок типа Зигмунда.

Результаты о действии оператора I α,ν
Sn−1 на функциях из весового про-

странства, рассматриваемого в смысле Определения 5, приведем в следующей

теореме:

Теорема 1.10. Пусть весовая функция имеет вид

w{aj}(x) =
N∏
j=1

|x− ak | rj , x, aj ∈ Sn−1, j = 1, N. (1.22)

Оператор I α,ν
Sn−1 ограничен, а при ν ∈ {0, 1} — изоморфен при отображении

из H ω
w{aj}

(
Sn−1, w{aj}

)
в H ωα,ν

w{aj}

(
Sn−1, w{aj}

)
, если:

• при 0 < Reα < rj < n, j = 1, N , характеристика ω ∈ Φ 0
min{1, rj}−Reα;

• при n ≤ µj < n−Reα+ 1, j = 1, N , справедливо, что ω ∈ Φ
max{rj}−n+1
1−Reα .

Доказательство. Рассуждения в основе доказательства теоремы аналогичны

приведенным в доказательстве Теоремы 1.9.
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1.3.2 Теорема типа Соболева для сферического потен-

циала со степенно-логарифмическим ядром

Рассмотрим действие сферических потенциалов на функциях из про-

странства L p
(
Sn−1

)
, нормированного классическим образом:

∥f∥L p(Sn−1) :=


∫

Sn−1

| f(σ) | p dσ


1/p

, ∥f∥L∞(Sn−1) = ess sup
x∈Sn−1

{| f(x) |}.

Классический результат представляет теорема Соболева, обобщающая на

многомерный случай теорему Харди–Литтлвуда, а именно [86, с. 365]:

Теорема 1.11. Пусть 1 ≤ p, q ≤ ∞. Риссов потенциал I α, определенный

выражением (4), ограничен из L p (Rn) в L q (Rn) тогда и только тогда, когда

0 < α < n, 1 < p <
n

α
,

1

q
=

1

p
− α

n
.

Для оператора типа потенциала Рисса на сфере результаты о действии

на функциях из L p
(
Sn−1

)
были впервые представлены в работе [36], где они

формулировались в терминах пространства L p,α
(
Sn−1

)
и гиперсингулярного

интеграла на сфере, представленного выше Определением (3). Пространства

L p,α
(
Sn−1

)
определены в [36] как замыкание класса бесконечно дифференци-

руемых функций на Sn−1 по норме

∥f∥L p,α(Sn−1) =

∥∥∥∥∥∑
m,µ

[
1 +m (m+ n− 2)α/2 fm,µ Ym,µ

]∥∥∥∥∥
L p(Sn−1)

,

что имеет в виду применение аппарата Фурье–Лапласа к исследованию рас-

сматриваемых проблем. Важнейшим здесь является следующее соотношение
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функциональных пространств:

L p,α
(
Sn−1

)
= I α,0

Sn−1

(
L p
(
Sn−1

))
,

I α,0
Sn−1

(
L p
(
Sn−1

))
:=
{
f : f = I α,0

Sn−1φ, φ ∈ L p
(
Sn−1

)}
,

справедливое при α ≥ 0 и 1 ≤ p < ∞. Основной результат работы [36]

представим в следующем виде:

Теорема 1.12. Для того чтобы

f ∈ L p,α
(
Sn−1

)
, 1 ≤ p <∞, 0 < α < 2,

необходимо и достаточно, чтобы f ∈ L p
(
Sn−1

)
и чтобы выполнялось нера-

венство

Ap(f) := sup
ε>0

∥D α
ε f∥L p(Sn−1) <∞.

Заметив, что пространство L p
(
Sn−1

)
, 1 ≤ p <∞, является полным по норме

∥f∥L p(Sn−1) + Ap(f),

условие Теоремы 1.12 заменяют условием существования конечного предела

при ε → 0 усеченных гиперсингулярных интегралов D α
ε в терминах нормы

пространства L p
(
Sn−1

)
.

Дополним результаты приведенных теорем условиями ограниченности по-

тенциала I α,ν
Sn−1 в пространстве обобщенной гёльдеровости при отображении

функции из L p
(
Sn−1

)
. Сперва приведем ряд вспомогательных результатов,

первым из которых является классическое неравенство Гёльдера, а именно:
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Лемма 1.13 (Неравенство Гёльдера). Пусть

1 ≤ p ≤ ∞, p′ := p/(p− 1).

причем p′ = ∞, если p = 1, и p′ = 1, если p = ∞. Справедливо неравенство:∫
Ω

| f(σ) g(σ) | dσ ≤ ∥f∥L p(Ω) ∥g∥L p′(Ω) , Ω ⊆ Rn,

где f ∈ L p (Ω), g ∈ L p′ (Ω).

Лемма 1.14. Пусть n ≥ 3, 0 ≤ a < b ≤ 2 и обозначено:

J(x) :=

∫
a<|x−σ |<b

g (|x− σ |) dσ, x ∈ Sn−1.

Справедливы следуюшие утверждения:

J(x) ≤ cn

b∫
a

g(u)un−2 du, 0 < cn <∞,

J(x) = J(y), x, y ∈ Sn−1.

Доказательство. Применив формулу Каталана, имеем:

J(x) = 2 3−n cn

b∫
a

g(u)un−2 (4− u 2) (n−3)/2 du.

Отсюда утверждение леммы следует непосредственно.
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Лемма 1.15. Пусть h, β > 0 и r, ν ∈ R. Имеют место следующие оценки:

h∫
0

uβ−1 ln ν r

u
du ≤ c hβ ln ν r

u
,

2∫
h

u−β−1 ln ν r

u
du ≤ c h−β ln ν r

u
,

0 < c <∞.

Лемма 1.16. Пусть x, y ∈ Sn−1 и |x− σ | ≥ 2 |x− y |. При γ ≥ 0 и ν ∈ R

имеет место оценка:

∣∣∣∣ |x− σ |−γ ln ν r

|x− σ |
− | y − σ |−γ ln ν r

| y − σ |

∣∣∣∣ ≤
≤ c |x− y |

|x− σ | γ+1 ln
ν r0
|x− σ |

, r0 > 2, 0 < c <∞.

Основной результат настоящего отдела имеет следующий вид:

Теорема 1.17. Пусть n ≥ 3 и ν ∈ R и выполнено условие

α >
n− 1

p
, 1 ≤ p ≤ ∞. (1.23)

Тогда найдется число m ≥ r > 2 такое, что оператор I α,ν
Sn−1, выраженный

(1.15), ограничен из L p
(
Sn−1

)
в H ωα,ν

(
Sn−1

)
, где

ωα,ν(h) = hα−(n−1)/p ln ν m

h
.

Доказательство. Зафиксируем точки x, y ∈ Sn−1 таким образом, чтобы вы-

полнялось следующее неравенство:

0 < |x− y | ≤ h

2
< 1. (1.24)
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∣∣ I α,ν
Sn−1f (x)− I α,ν

Sn−1f (y)
∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

Sn−1
< (x,h)

kα,ν(x, σ) f(σ) d σ +

∫
Sn−1
≥ (x,h)

kα,ν(x, σ) f(σ) d σ−

−
∫

Sn−1
< (x,h)

kα,ν(y, σ) f(σ) d σ +

∫
Sn−1
≥ (x,h)

kα,ν(y, σ) f(σ) dσ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ | I1 |+ | I2 |+ | I3 | ,

где введены интегралы

I1 :=

∫
Sn−1
< (x,h)

f(σ)

|x− σ |n−1−α ln ν r

|x− σ |
dσ,

I2 :=

∫
Sn−1
< (x,h)

f(σ)

| y − σ |n−1−α ln ν r

| y − σ |
dσ,

I3 :=

∫
Sn−1
≥ (x,h)

f(σ)

|x− σ |n−1−α ln ν r

|x− σ |
dσ−

−
∫

Sn−1
≥ (x,h)

f(σ)

| y − σ |n−1−α ln ν r

| y − σ |
dσ,

на следующих подмножествах:

Sn−1
< (x, h) :=

{
σ ∈ S n−1 : 0 < |x− σ | < h

}
,

Sn−1
≥ (x, h) :=

{
σ ∈ S n−1 : h ≤ |x− σ | < 2

}
.
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Оценка I1 Воспользуемся неравенством Гёльдера из Леммы 1.13, а так-

же первым утверждением Леммы 1.14, чтобы получить следующую цепочку

неравенств:

| I1 | ≤ ∥f∥L p(Sn−1)

{∫
|x− σ | < h |x− σ | p

′(α−n+1) ln ν p′ r

x− σ
dσ

} 1
p′

≤

≤ c ∥f∥L p(Sn−1)


h∫

0

u p ′ (α−n+1)+n−2

ln ν p′ r

u
du


1
p′

.

С учетом первого неравенства Леммы 1.15 запишем следующую мажоранту

в случае интеграла I1:

| I1 | ≤ c hα−n−1
p ln ν r

h
, 0 < c <∞.

Оценка I2 Заметим следующий факт:

{σ : |x− σ | < h } ⊂ {σ : | y − σ | < 2h } ,

следствием которого является неравенство

| I2 | ≤
∫

Sn−1
< (y,2h)

| kα,ν(y, σ)f(σ) | dσ,

так что данный случай сводится к предыдущему в силу второго утверждения

Леммы 1.15. Таким образом, имеет место следующая оценка:

| I2 | ≤ c hα−n−1
p ln ν r

h
, 0 < c <∞.

Оценка I3 Применив Леммы 1.13 и 1.16, получаем:



67

| I3 | ≤ ∥f∥L p(Sn−1)


∫

|x−σ |≥h

∣∣∣∣|x− σ |α−n+1 ln ν r

|x− σ |
−

− | y − σ |α−n+1 ln ν p′ r

| y − σ |

∣∣∣∣ dσ} 1
p′

,

то есть

| I3 | ≤ c ∥f∥L p(Sn−1) |x− y |


∫

|x−σ |≥h

|x− σ | (n−α) p′ ln ν p′ r0
|x− σ |

dσ


1
p′

,

где r0 > 2. По Лемме 1.14 имеем

| I3 | ≤ c ∥f∥L p(Sn−1) h


2∫

h

u (n−α) p′+n−2 ln νp′ r0
u
du


1
p′

,

откуда, с учетом предположения (1.24):

| I3 | ≤ c ∥f∥L p(Sn−1) h
α−n−1

p ln ν r0
h
.

В завершение достаточно выбрать максимум между r0 и r в качестве m.



68

1.4 Пространственные потенциалы
Настоящий параграф посвящен применению стереографической проекции

для распространения приведенных результатов на случай потенциалов

I α,ν

Ṙn−1, θ
φ(x) = c(n, α)

∫
Ṙn−1

φ(σ)

|x− σ |n−1−α ln ν θ(x, σ)

|x− σ |
d y, x ∈ Rn−1, (1.25)

с характеристикой θ(x, σ) частного вида. Интегрирование в (1.25) осуществ-

ляется по

Ṙn−1 := Rn−1 ∪ {∞},

то есть компактификации евклидова пространства бесконечно удаленной точ-

кой. Ранее подобные задачи рассматривались для I α,0

Ṙn−1,θΠ
сперва в случае

вещественных [17], а затем и комплексных [3] значений α.

Геометрически пространство Ṙn−1 трактуется как (гипер)плоскость про-

странства Rn, и стереографическая проекция устанавливает следующее со-

ответствие между точками на (гипер)сфере Sn−1 и векторами из Ṙn−1, биек-

тивное в силу компактификации [34, с. 36]:

ξk =
2xk

|x | 2 + 1
, k = 1, n− 1; ξn =

|x | 2 − 1

|x | 2 + 1
,

ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Sn−1, x = (x1, ..., xn−1) ∈ Ṙn−1.

(1.26)

При этом имеют место следующие преобразования метрики и элементарной

площади сферы:

dSn−1(ξ, σ) := | ξ − σ | = 2 |x− y |√
|x | 2 + 1

√
| y | 2 + 1

=: dṘn−1(x, y),

dσ = 2n−1
(
| y | 2 + 1

) 1−n

d y.

(1.27)



69

Здесь и далее в рамках этого отдела считается для удобства, что греческие

буквы обозначают точки сферы Sn−1, латинские же атрибутированы элемен-

там пространства Ṙn−1.

Стоит отметить, что формулы (1.26) и (1.27) при n = 2 представляют

стандартный прием замены переменных под интегралом, однако для дробно-

го анализа в пространствах высших размерностей они доставляют дополни-

тельные вопросы, связанные с изменением порядка сингулярности, интегри-

руемостью якобиана преобразования и, как следствие, необходимостью пере-

определения функциональных пространств. Последний вопрос удобно фор-

мализовать введя оператор

Π [f(ξ)] = f∗(x), ξ ∈ Sn−1, x ∈ Ṙn−1, (1.28)

отражающий преобразование координат по формулам (1.26). Имея в виду

(1.27), запишем для модуля непрерывности (7):

Π [ω(f, t)] = Π

[
sup

dSn−1(ξ,σ)≤t

| f(ξ)− f(σ) |

]
=

= sup
dṘn−1(x,y)≤t

| f∗(x)− f∗(y) | = ω(f∗, t),

причем последнее обосновано эквивалентностью метрик на Ṙn−1. Таким об-

разом, оператор Π устанавливает взаимно однозначное соответствие между

функциональными пространствами H ω
(
Sn−1

)
и H ω

(
Ṙn−1

)
, а также про-

странствами H ω
σj

(
Sn−1, w

)
и H ω

Π(σj)

(
Ṙn−1, w∗

)
функций из H ω ( · ), исчеза-

ющих с весом в конечном числе точек. Для пространств L p
(
Sn−1

)
отметим

следующий факт:
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Лемма 1.18. Введем следующее обозначение:

wΠ(x) :=
√

1 + |x | 2, x ∈ Rn−1, (1.29)

Оператор стереографической проекции осуществляет следующее биектив-

ное отображение:

Π
[
L p
(
Sn−1

)]
= L p

(
Ṙn−1, w

)
, w(x) =

[
2

w2
Π(x)

] p (n−1)

, x ∈ Rn−1.

Доказательство. Утверждение леммы проверяется непосредственно: как это

сделано, например, в работе [34, с. 42].

Итак, реализация композиции оператора (1.28) стереографической проек-

ции cо сферическим потенциалом I α,ν
Sn−1 ожидается в виде оператора I α,ν

Ṙn−1, θ
,

выраженного (1.25). Следующая лемма доставляет вид характеристики

θ(x, σ) (а также константы c(n, α)), что представляет основной интерес для

последующего изложения:

Лемма 1.19. Пусть f∗(x) = Π[f(ξ)], ξ ∈ Sn−1, x ∈ Ṙn−1. Имеет место

следующее выражение:

Π I α,ν
Sn−1 f = w n−1−α

Π I α,ν

Ṙn−1, θ

(
w−n−α

Π f∗
)
, (1.30)

где вес wΠ определен выражением (1.29), характеристика потенциала име-

ет вид:

θ(x, σ) =
r

2
wΠ(x)wΠ(σ), x, σ ∈ Rn−1, r > 2, (1.31)

и постоянная c(n, α) = 2α в выражении (1.25).
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Доказательство. Действительно, на основании формул (1.27), получим

Π
[
I α,ν
Sn−1 f(ξ)

]
= 2α

(
|x | 2 + 1

) n−1−α
2 ×

×
∫
Ṙn

f∗(y)

|x− y |n−1−α

(
1 + | y | 2

)−n−1+α
2

ln ν

r
2
·

√
|x | 2 + 1

√
| y | 2 + 1

|x− y |

 d y,

что эквивалентно доказываемому утверждению.

Отметим, что в частных случаях возможно представление оператора

ΠI α,ν
Sn−1 композицией операторов I α,ν

Ṙn
:

Следствие 1.20. Пусть a(x) := ln wΠ(x). Тогда для неотрицательных це-

лых ν проекция оператора I α,ν
Sn−1 может быть записана как

Π I α,ν
Sn−1 f = w

n−α
2

∑
kj≥0:

k1+...+k4=ν

(
ν

k1, . . ., k4

)
ln k1 1/2

2 k2 k3
· a k2 I α,k4

Ṙn

(
a k3 f∗

)
,

где суммирование производится по всем композициям числа ν из четырёх

частей, I α,k4
Ṙn

определены с константой c(n, α) = 2α.

Доказательство. Согласно полиномиальной теореме [29, с. 100], имеем:

(
ln

1

2
+ ln

√
|x | 2 + 1 + ln

√
| y | 2 + 1 + ln

r

|x− y |

) ν

=

=
∑
kj≥0:

k1+...+k4=ν

(
ν

k1, . . ., k4

)
1

2 k2 k3
ln k1

1

2
·

· ln k2
(
|x | 2 + 1

)
ln k3

(
| y | 2 + 1

)
ln k4

1

|x− y |
.

Использовав это в выражении (1.31), получаем искомое представление.



72

Наконец, сформулируем результаты об обобщённой гёльдеровости опера-

тора I α,ν

Ṙn−1, θΠ
с характеристикой (1.31) при обобщенной гёльдеровости или

суммируемости его плотности:

Теорема 1.21. Пусть 0 < Reα < 1, вес wΠ(·) определен выражением (1.29),

а характеристика θ(x, σ) оператора (1.25) имеет вид (1.31).

При ω ∈ Φ 0
1−Reα справедливо вложение

I α,ν

Ṙn−1, θ

(
H ω

(
Ṙn−1, w

−κ(n,α)
Π

))
⊆ H ωα,ν

(
Ṙn−1, w

κ(n,α)
Π

)
, (1.32)

κ(n, α) = n− 1 + α, (1.33)

где характеристика ωα,ν(·) имеет вид (1.21).

Теорема 1.22. Пусть r = (r1, ..., rs), s ∈ N, и rj > 0, j = 1, s, а также

ипользуются выражения (1.29), (1.31) и (1.33). В условиях Теоремы 1.9,

имеет место следующее вложение функциональных пространств:

I α,ν

Ṙn−1, θ

[
H ω

{sj}

(
Ṙn−1, w−κ(n,α)

)]
⊆ H

ωα,ν

{sj}

(
Ṙn−1, wκ(n,α)

)
, (1.34)

где обозначено:

wε(x) := 2 ∥r∥ [wΠ(x)]
ε−∥r∥/2

s∏
j=1

|x− sj | rj

w
rj
Π (sj)

, ∥r∥=
N∑
j=1

rj.

Доказательство. Доказательство Теорем 1.21 и 1.22 осуществляется анало-

гично, предполагая использование результата Леммы 1.19 и того факта, что

оператор стереографической проекции сохраняет обобщённую гёльдеровость.

В отношении доказательства Теоремы 1.22 заметим также, что точки

sj ∈ Ṙn−1 являются, в силу биективности стереографической проекции, обра-
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зами некоторых σj ∈ Sn−1, j = 1, N , так что условия Теоремы 1.10 гарантиру-

ют соответствующие утверждения для сферического прообраза потенциала

I α,ν

Ṙn−1, θΠ
. Преобразовав вес (1.22) по формуле из (1.27), обозначим через wε(x)

композицию результата этого преобразования с wΠ(x), заданного выражени-

ем (1.29). Таким образом, условия теорем индуцированы соответствующими

условиями для I α,ν
Sn−1.

Отметим в качестве отдельного утверждения следующий факт, установлен-

ный применением Теоремы 1.4:

Теорема 1.23. При ν ∈ {0, 1} во вложениях (1.32), (1.34) достигаются

равенства.

Обобщенная гёльдеровость оператора I α,ν

Ṙn−1, θ
представляет особый инте-

рес в случае весов, «привязанных» к нулю и бесконечности. Действительно,

порядок сингулярности потенциала меньше размерности пространства, так

что соответствующий интеграл в расходится на бесконечности, в то время

как гиперсингулярный интеграл имеет нуль особой точкой.

Следствие 1.24. Пусть обозначено:

wε(r, x) = 2 r1+r2 |x | r2 [wΠ(x)]
2 ε−(r1+r2)/2 , r = (r1, r2) ∈ R2.

Утверждение Теоремы 1.22 имеет место также и для следующих функ-

циональных пространств:

H ωα

{0}

(
Ṙn−1, wε

)
, r = (r1, 0); H ωα

{∞}

(
Ṙn−1, wε

)
, r = (0, r2);

H ωα

{0,∞}

(
Ṙn−1, wε

)
, r = (r1, r2).
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Заметим, что Следствие 1.24 было получено в [4] независимо на основании

результатов для гёльдеровских пространств с весом

w(ξ) = | ξ − en | r1 | ξ + en | r2 , en := (0, . . ., 0, 1) ∈ Rn−1.

Наконец, рассмотрим действие оператора I α,ν

Ṙn−1, θΠ
на функциях, суммиру-

емых со степенью p. Под весовым пространством здесь подразумевается

L p (Ω, w) = { f : w f ∈ L p (Ω) } .

Теорема 1.25. усть выполнено условие (1.23), тогда оператор I α,ν

Ṙn−1, θ
,

заданный в терминах (1.29) и (1.31), ограничен из L p
(
Ṙn−1, wp

)
в

H ωα,ν

(
Ṙn−1, w

(n−1+α)/2
Π

)
, где характеристика ωα,ν выражена (1.21), и

wp(x) := 2 p (n−2) [wΠ(x)]
ε , x ∈ Ṙn−1,

ε =
(n− 1) (2 p− 1)− α

2
− p, 1 < p <∞.

Доказательство. Рассуждаения в основе доказательства данной теоремы

аналогичны проведенным при доказательстве Теорем 1.21 и 1.22.

Дополнительно требуется сослаться на Лемму 1.18 о преобразовании сте-

реографической проекцией пространства L p
(
Sn−1

)
в L p

(
Ṙn−1, w

)
со специ-

альным весом. В произведении с функциональным сомножителем, отделен-

ным в выражении (1.30), вес w образует весовую функцию wp, вид которой

дан в утверждении.
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Глава 2. Операторы типа потенциала на

метрических пространствах с мерой в

пространствах обобщенной переменной

гёльдеровости со степенным весом

2.1 Постановка задачи
Пусть (X, d, µ) — метрическое пространство с мерой, для которого име-

ют место предположения (B), (∆1) и (∆2); множество Ω удовлетворяет (O1).

Будем рассматривать пространства обобщенной переменной гёльдеровости в

контексте Определений 11 и 12, которые опираются на понятие локального

модуля непрерывности, введенное Определением 9.

Настоящая глава посвящена исследованию условий ограниченности риссо-

ва потенциала I α, введенного Определением 7, в весовых пространствах обоб-

щенной переменной гёльдеровости, введенных Определением 12. Общая ме-

тодика исследования предполагает использование теорем о действии I α в

безвесовых пространствах, что достигается следующим образом.

Воспользовавшись обозначением

fw(x) := w(x) f(x), x ∈ Ω, (2.1)
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запишем:

w(x) I α f (x) = w(x) I α

(
fw
w

)
(x)± I α fw (x) =

= I α fw (x) +

∫
Ω

w(x) fw(σ)

w(σ) [d(x, σ)]N−α
dσ −

∫
Ω

fw(σ)

[d(x, σ)]N−α
dσ =

= I α fw (x) + I α
Ω fw (x) ,

где введено обозначение для следующего интегрального оператора:

I α
Ω φ (x) :=

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

φ(σ)

[d(x, σ)]N−α
dσ, x ∈ Ω. (2.2)

Действие оператора I α в безвесовых пространствах обобщенной переменной

гёльдеровости описано в предшествующих исследованиях: именно, справед-

лива

Теорема 2.1. Пусть ω ∈ Φ1−Reα. Потенциал Рисса, введенный Определе-

нием 7, ограничен из H ω(·)(Ω) в H ωα(·)(Ω) с характеристикой (ωα).

Доказательство. Теорема представляет собой специализацию более общего

результата относительно потенциалов Рисса переменного порядка на квази-

метрических пространствах, доказанного в [78, 16].

Таким образом, дальнейшие усилия направлены на исследование условий

ограниченности оператора I α
Ω на функциях из H ω(·)

0 (Ω, wa), а также при ото-

бражении элементов весового локального обобщенного пространства Гёльде-

ра H0(Ω, wa). В обоих случаях полагаем, что (w f)(a) = 0, что эквивалентно

требованию Ω0 = {a} в контексте Определения 12.
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2.2 Оценка типа Зигмунда

2.2.1 Предварительные замечания

О пределах интегрирования Заметим, что, согласно Лемме 2, следую-

щее выражение верно для любого k > 1:

∫
B[z, k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[d(z, σ)] γ0+N−Reα
dσ ≤ c

(L1)
M,N

k h∫
0

Mfw (z, t)

t 1+γ0−Reα
d t,

где положим γ0 = min(1, γ), и

∫
Ω\B[z, k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[d(z, σ)] γ0+N−Reα
dσ ≤ c

(L2)
M,N

l∫
k h

Mfw (z, t)

t 1+γ0−Reα
d t, z ∈ {a, x}.

Очевидно, что

±
κ∫

k h

Mfw(z, t)

tλ
d t ≤ ±ck

κ/k∫
h

Mfw(z, t)

tλ
d t,

где

ck = ck(λ) := (1 + k) k 1−λ, 0 < ck <∞,

Следовательно,

∫
Q

Mfw (z, d(z, σ))

[ d(z, σ) ] 1+γ0−Reα
dσ ≤ ±c (0)k

κ∫
h

Mfw(z, t)

t 1+γ0−Reα
d t, c

(0)
k := c (0) ck, (2.3)
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где
κ = 0, c (0) = c

(L1)
M,N , если Q = B[z, h],

κ = l, c (0) = c
(L2)
M,N , если Q = Ω \B[z, h].

О специальном обозначении Будем использовать, из соображений крат-

кости, символ ξ1 | ξ2, чтобы обозначить конкретный выбор между двумя аль-

тернативными значениями, независимо от их происхождения. Условия этого

выбора будут либо представлены, либо очевидны из контекста.

Будем применять этот символ в соответствии со следующим соглашением:

a |x = x | a, (2.4)

ожидая, что это обеспечит достаточную ясность и краткость во время пере-

бора комбинаций.

2.2.2 Основной результат

Теорема 2.2. Пусть 0 < l ≤ diam (Ω), и

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h ≤ l/k, k > 1. (A)

Имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

| I α
Ω fw (x)− I α

Ω fw (y) | ≤ c h γ0
∑

z∈{a,x,y}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+γ0−Reα
d t,

0 < c <∞, γ0 = min(1,Re γ).
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Доказательство. Рассмотрим следующую декомпозицию множества Ω:

Ω ⊆ Ω≤(a) ∪ Ω≤(x) ∪ [Ω≥(a) ∩ Ω≥(x)] , (Ωs)

где подмножества представляют собой шары или их дополнения, а именно

Ω≤(a |x) := {σ ∈ Ω : d(a |x, σ) ≤ min [d(x | a, σ), k h] } ,

Ω≥(a |x) := {σ ∈ Ω : d(a |x, σ) ≥ k h } , k > 1.

Примем во внимание представление

I α
Ω≥(a)∩Ω≥(x)

fw (x)− I α
Ω≥(a)∩Ω≥(x)

fw (y) =

=

∫
Ω≥(a)∩Ω≥(x)

[wa(x)− wa(y)] + [wa(y)− wa(σ)]

wa(σ)

fw(σ)

[d(x, σ)]N−α
dσ−

−
∫

Ω≥(a)∩Ω≥(x)

wa(y)− wa(σ)

wa(σ)

fw(σ)

[d(y, σ)]N−α
dσ =

= IΩ≥(a)∩Ω≥(x) + JΩ≥(a)∩Ω≥(x),

где вводятся следующие операторы:

IQ := [wa(x)− wa(y)]

∫
Q

fw(σ) d σ

wa(σ) [d(x, σ)]
N−α

,

JQ :=

∫
Q

wa(y)− wa(σ)

wa(σ)

{
[d(x, σ)]α−N − [d(y, σ)]α−N

}
fw(σ) dσ.
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В результате имеем следующее неравенство:

| I α
Ω fw (x)− I α

Ω fw (y) | ≤
∑

z∈{x,y}

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (z)
∣∣∣+

+
∣∣ IΩ≥(a)∩Ω≥(x)

∣∣+ ∣∣ JΩ≥(a)∩Ω≥(x)

∣∣ . (2.5)

Первый интеграл. Рассмотрим первый член выражения (2.5), для кото-

рого выполняется

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤ ∫

Ω≤(a)∪Ω≤(x)

|wa(x)− wa(σ) |
wa(σ)

·

· | fw(σ) |
[ d(x, σ) ]N−Reα

dσ, x ∈ Ω.

Будем строить необходимые оценки в следующих диапазонах значений Re γ:

0 < Re γ < min(1, N − Reα) and 1 ≤ Re γ < 1 +N,

продиктованных, в сущности, компонентом
∣∣∣ I α

Ω≤(a)
fw (x)

∣∣∣. Ясно, что основ-

ное влияние будут испытывать числовые неравенства, используемые в этих

случаях; тем не менее, очевидно, весь диапазон возможных значений показа-

теля веса принят в рассмотрение.

Случай 0 < Re γ < min(1, N − Reα). Используем (N:1) вместе с (∆2):

|wa(x)− wa(σ) | ≤ c (N:1)(γ) [ d(x, σ) ] γ , c (N:1)(γ) = | γ | /Re γ,
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откуда проистекает следующее выражение:

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤

≤ c (N:1)(γ)
∫

Ω≤(a)∪Ω≤(x)

| fw(σ) |
[ d(a, σ) ] γ [ d(x, σ) ]N−γ−Reα

dσ ≤

≤ c (N:1)(γ)
∑

z∈{a,x}

∫
Ω≤(z)

Mfw (z, d(z, σ))

[ d(z, σ) ]N−Reα
dσ.

После применения Леммы 2 и (2.3), имеем следующее неравенство:

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤ c

(0)
k c (N:1)(γ)

∑
z∈{a,x}

h∫
0

Mfw (z, t)

t 1−Reα
dσ.

Заметим, что, согласно определению 9,

h∫
0

tReα
Mfw(z, t)

t
d t = hReαMfw(z, h), z ∈ Ω.

Основываясь на свойствах Mfw(z, t), следующее неравенство верно:

hReαMfw(z, h) ≤ c
(1,1)
k h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2−Reα
d t, 0 < c

(1,1)
k <∞. (2.6)

Действительно, в предположении, что 0 < h ≤ l/k, k > 1 имеем

K :=

(
1 +

1

k

)
h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2−Reα
d t ≥ h

k

k h∫
h

Mfw (z, t/k)

t/k

d t

t 1−Reα
,
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где применяется свойство (M.2). Согласно свойству (M.1),

Mfw (z, t/k)

t/k
≥ 1

2

Mfw (z, h)

h
, t ≤ k h.

В результате, используя первую теорему среднего значения для определен-

ного интеграла, мы получаем следующее неравенство:

K ≥ Mfw(z, h)

2 k

k h∫
h

d t

t 1−Reα
≥ k − 1

2 k 2−Reα
hReαMfw(z, h),

Это означает, что (2.6) верно с постоянной

c
(1,1)
k = c

(1,1)
k (α) = 2

k + 1

k − 1
k 1−Reα, k > 1.

Наконец, заметим, что, в силу 0 < Re γ ≤ 1,

h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2−Reα
d t ≤ h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+Re γ−Reα t 1−γ
d t ≤ hRe γ

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+Re γ−Reα
d t,

Таким образом, из (2.6), следует, что

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤ c

(1,2)
k hRe γ

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+Re γ−Reα
d t, (2.7)

где

c
(1,2)
k = c

(1,2)
k (α, γ) := c

(0)
k c

(1,1)
k (α) c (N:1)(γ), 0 < c

(1,2)
k <∞.
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Случай 1 ≤ Re γ < 1+N . Используя (N:3), получаем следующее нера-

венство:

|wa(x)− wa(σ) | ≤ | γ | d(x, σ)
[

max
z∈{x,σ}

d(a, z)

]Re γ−1

. (2.8)

Если d(a, x) ≤ d(a, σ), мы, очевидно, можем использовать (∆1), чтобы

обосновать следующее выражение:

d(x, σ) ≤ d(a, x) + d(a, σ) ≤ 2 d(a, σ),

из которого следует

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤

≤
∫

Ω≤(a)∪Ω≤(x)

d(x, σ)

d(a, σ)

| fw(σ) |
[ d(x, σ) ]N−Reα

dσ ≤

≤ 2
∑

z∈{a,x}

∫
B[z, k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[d(z, σ)]N−Reα
dσ.

Это означает справедливость неравенства, аналогичного (2.6):

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤ (2 c (0)k c

(1,1)
k

)
h
∑

z∈{a,x}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2−Reα
d t. (2.9)

Если d(a, σ) ≤ d(a, x), рассмотрим следующие возможности:

1

r
d(a, x) ≤ d(a, σ) ≤ d(a, x), (2.10)

d(a, σ) ≤ 1

r
d(a, x), r > 1. (2.11)
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Случай (2.10) сводится к предыдущему путем изменения постоянной:

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤

≤ | γ | rRe γ−1

∫
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

(
d(a, x)

r

)Re γ−1
d(x, σ)

[ d(a, σ) ]Re γ
| fw(σ) |

[ d(x, σ) ]N−Reα
dσ ≤

≤ | γ | rRe γ−1

∫
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

d(x, σ)

d(a, σ)

| fw(σ) |
[ d(x, σ) ]N−Reα

dσ.

Говоря конкретно, имеем в силу (∆1):

1

r

d(x, σ)

d(a, σ)
≤ 1

r
+

1/r · d(a, x)
d(a, σ)

≤ 1 +
1

r
, (2.12)

поэтому

∫
Ω≤(a)

d(x, σ)

d(a, σ)

| fw(σ) |
[ d(x, σ) ]N−Reα

dσ ≤ k (r + 1)

∫
B[a,k h]

Mfw (a, d(a, σ))

[ d(a, σ) ]N−Reα
dσ,

в то время как оценка интеграла по Ω≤(x) очевидна. Таким образом,

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤ c

(1,3)
k,r | γ |

∑
z∈{a,x}

∫
B[z, k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[d(z, σ)]N−Reα
dσ,

где

c
(1,3)
k,r = c

(1,3)
k,r (γ) := k rRe γ−1 (1 + r), 0 < c

(1,3)
k,r <∞.

При исследовании случая (2.11) можно заметить, что

d(a, x)

d(x, σ)
≤ d(a, σ) + d(x, σ)

d(x, σ)
≤ 1 +

1

r

d(a, x)

d(x, σ)
,
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из чего следует
d(a, x)

d(x, σ)
≤ r

r − 1
, r > 1. (2.13)

Далее, имеем следующую оценку:

∫
Ω≤(a)

| fw(σ) |
[ d(a, σ) ]Re γ [ d(x, σ) ]N−Re γ−Reα

dσ ≤ c
(1,4)
Ω

∫
B[a,k h]

Mfw (a, d(a, σ))

[ d(a, σ) ]N−Reα
dσ,

где постоянная

c
(1,4)
Ω = c

(1,4)
Ω (γ) := max

(
1, [ diam (Ω) ]Re γ

)
, 0 < c

(1,4)
Ω <∞,

может быть оценена очевидным образом в рамках предположений

1 < Re γ < N − Reα или max (1, N − Reα) < Re γ < 1 +N,

рассмотренных по отдельности. Следовательно, может быть представлена

следующая оценка:

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤

≤
∫

Ω≤(a)∪Ω≤(x)

(
d(a, x)

d(x, σ)

)Re γ−1 (
d(x, σ)

d(a, σ)

)Re γ | fw(σ) |
[ d(x, σ) ]N−Reα

dσ

≤ c
(1,5)
k,r,Ω

∑
z∈{a,x}

∫
B[z,k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[ d(z, σ) ] 1+N−Reα
dσ ≤

≤ c h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2−Reα
d t, c = c

(0)
k c

(1,1)
k c

(1,5)
k,r,Ω,
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где

c
(1,5)
k,r,Ω = c

(1,5)
k,r,Ω(γ) := k

(
r

r − 1

)Re γ−1

c
(1,4)
Ω (γ), 0 < c

(1,4)
k,r,Ω <∞.

Окончательная оценка первого интеграла. На основании (2.7) и

(2.9) следующая оценка типа Зигмунда справедлива для первого слагаемого

рассматриваемого выражения:

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (x)
∣∣∣ ≤ c h γ0

∑
z∈{a,x}

h∫
0

Mfw (z, t)

t 1+γ0−Reα
d t, γ0 = min(1,Re γ),

где константа c является, в сущности, произведением c
(0)
k , | γ | и максимума

между 2 c
(1,1)
k , c (1,3)k,r и c (1,5)k,r,Ω.

Второй интеграл В этом параграфе абсолютное значение интеграла

I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (y) , y ∈ Ω,

оценивается на основе предыдущего результата.

Начнем с того, что в силу (∆1) и предпосылки (A) верно следующее утвер-

ждение:

d(y, σ) ≤ (k + 1)h, ∀σ ∈ B [x, k h] ,

а значит,

B [x, k h] ⊆ B [y, (k + 1)h] , k > 1. (2.14)

Основываясь на том же, имеем:

d(y, σ) ≥ (k − 1)h, ∀σ : d(x, σ) ≥ k h,



87

и, как следствие,

Ω \B [x, k h] ⊆ Ω \B [y, (k − 1)h] . (2.15)

Далее, заметим, что

Ω≤(a |x) = B [a |x,min (k h, d(x | a, σ))] =

= B [a |x, k h] ∩ (B [x | a, k h] ∪ Ω \B [x | a, k h]) .

Имеем:

Ω \B [a, k h] = R|(k+1)h
k h [a] ∪ Ω \B [a, (k + 1)h] ,

где обозначим:

R|λ2

λ1
[z] := {σ ∈ Ω : λ1 ≤ d(z, σ) ≤ λ2 } , (2.16)

так что, очевидно,

R|(k+1)h
k h [a] ⊂ B [a, (k + 1)h] .

Следовательно, в силу (2.14),

B [x,min (k h, d(a, σ))] ⊆ B [y,min ((k + 1)h, d(a, σ))] . (2.17)

Аналогично, учитывая (2.15), имеем

B [a,min (k h, d(x, σ))] ⊆ B [a, (k + 1)h] ∩

∩ (B [y, (k + 1)h] ∪ Ω \B [y, (k − 1)h]) ,
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где

Ω \B [y, (k − 1)h] = R|(k+1)h
(k−1)h [y] ∪ Ω \B [y, (k + 1)h] ,

причем

R|(k+1)h
(k−1)h [y] ⊂ B [y, (k + 1)h] .

Таким образом,

B [a,min (k h, d(x, σ))] ⊆ B [y,min ((k + 1)h, d(x, σ))] . (2.18)

На основании (2.17) и (2.18), множество Ω может быть представлено ана-

логично (Ωs), но с разбиением относительно точки y ∈ Ω. Следовательно,

метод, применяемый к первому интегралу, может быть повторен здесь, что-

бы получить аналогичную оценку:

∣∣∣ I α
Ω≤(a)∪Ω≤(x)

fw (y)
∣∣∣ ≤ ∑

z∈{a,y}

∫
Ω≤(z)

|wa(y)− wa(σ) |
wa(σ)

fw(σ)

[ d(y, σ) ]N−Reα
dσ ≤

≤ c h γ0
∑

z∈{a,y}

l∫
h

Mfw (z, t)

t 1+γ0−Reα
d t, γ0 = min(1,Re γ),

где константа c имеет выражение, аналогичное полученному в окончательной

оценке первого интеграла.

Третий интеграл Рассмотрим третье слагаемое основной суммы:

| I | :=
∣∣ IΩ≥(a)∩Ω≥(x)

∣∣ = |wa(x)− wa(y) | ·

·
∫

Ω≥(a)∩Ω≥(x)

| fw(σ) |
[ d(a, σ) ]Re γ [d(x, σ)]N−Reα

dσ.
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Оценим его, рассмотрев в рамках различных диапазонов значений Re γ, про-

диктованных численными неравенствами (N:1), (N:2) и (N:3). Константы, по-

являющиеся в этих неравенствах, пометим соответствующими верхними ин-

дексами.

Случай 0 < Re γ ≤ 1. Используя (N:1) и (∆1), запишем:

|wa(x)− wa(y) | ≤ c (N:1) [ d(x, y) ]Re γ ≤ c (N:1) hRe γ,

Таким образом, имеем:

| I | ≤ c (N:1) hRe γ

∫
Ω≥(a)∩Ω≥(x)

| fw(σ) |
[ d(a, σ) ]Re γ [ d(x, σ) ]N−Reα

dσ.

Заметим, что в терминах (2.16) имеет место

Ω≥(a) ∩ Ω≥(x) ⊆ R|d(a,σ)k h [x] ∪ R|d(x,σ)k h [a] , (2.19)

что позволяет, после применения Леммы 3, сформулировать следущее утвер-

ждение в терминах соглашения (2.4):

| I | ≤ c (N:1) hRe γ
∑

z∈{a |x, x | a}

∫
R|d(z,σ)k h [z]

| fw(σ) |
[ d(z, σ) ]N+Re γ−Reα

dσ ≤

≤ c (N:1) hRe γ
∑

z∈{a,x}

∫
Ω\B[z,k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[ d(z, σ) ]N+Re γ−Reα
dσ ≤

≤
(
c (N:1) c (0)k

)
hRe γ

∑
z∈{a,x}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+Re γ−Reα
d t.
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Случай 1 < Re γ < 1 +N . С помощью (N:2), а затем (∆1) покажем

|wa(x)− wa(y) | ≤ | γ | h
[

max
z∈{x,y}

d(a, z)

]Re γ−1

.

Чтобы рассмотреть случаи (2.10) и (2.11) в кратком изложении, введем

Λj(ξ1, ξ2) := R|d(ξ1, σ)k h [ξ2] ∩


R|d(a,x)1

r d(a,x)
[a] ∪ (Ω \B [a, d(a, x)]) , j = 1,

B
[
a, 1r d(a, x)

]
, j = 2,

где r > 1, следовательно

Ω≥(a) ∩ Ω≥(x) ⊆
⋃

j∈{1,2}

Λj(a, x) ∪ Λj(x, a).

1. Очевидно, имеет место оценка

d(a, x)

d(a, σ)
≤


1, σ ∈ Ω \B [a, d(a, x)] ,

r, σ ∈ R|d(a,x)1
r d(a,x)

[a] ,

и справедлива основанная на ней, а также на (∆1) оценка

(
d(a, y)

d(a, σ)

)Re γ−1

≤
(
d(a, x) + d(x, y)

d(a, σ)

)Re γ−1

≤ c
(3,1)
k,r , σ ∈ Λa |x(x),

c
(3,1)
k,r = c

(3,1)
k,r (γ) :=

[
k−1 + r

]Re γ−1
, 0 < c

(3,1)
k,r <∞.
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Последнее означает, что для z ∈ {x, y}

∣∣ IΛ1(a,x) |Λ1(x,a)

∣∣ ≤
≤ | γ | h

∫
Λ1(a |x)

(
d(a, z)

d(a, σ)

)Re γ−1 | fw(σ) |
d(a, σ) [ d(x, σ) ]N−Reα

dσ ≤

≤
(
c
(3,1)
k,r | γ |

)
h

∫
Ω\B[x | a, k h]

| fw(σ) |
[ d(x | a, σ) ] 1+N−Reα

dσ.

Приведенная оценка приводит к следующим неравенствам:

∣∣ IΛ1(a,x)∪Λ1(x,a)

∣∣ ≤ (c (3,1)k,r | γ |
)
h
∑

z∈{a,x}

∫
Ω\B[z,k h]

Mfw (z, d(z, σ))

[ d(z, σ) ] 1+N−Reα
dσ.

2. На основе (2.13), следующем из (2.11), имеем

∣∣ IΛ2(a,x)

∣∣ ≤
≤ | γ | h

∫
Λ2(a,x)

(
d(a, z)

d(x, σ)

)Re γ−1 | fw(σ) |
[ d(a, σ) ]Re γ [ d(x, σ) ] 1+N−Re γ−Reα

dσ ≤

≤
(
c
(3,2)
k,r | γ |

)
h

∫
Ω\B[x, k h]

Mfw (x, d(x, σ))

[ d(x, σ) ] 1+N−Reα
dσ, z ∈ {x, y},

где константа рассчитывается тем же образом, что и выше:

c
(3,2)
k,r = c

(3,2)
k,r (γ) :=

(
1

k
+

r

r − 1

)Re γ−1

, 0 < c
(3,2)
k,r <∞.



92

3. Наконец,

∣∣ IΛ2(x,a)

∣∣ ≤
≤ | γ | h

∫
Λ2(x,a)

(
d(a, z)

d(x, σ)

)Re γ−1
d(x, σ) | fw(σ) |

[ d(a, σ) ]Re γ [ d(x, σ) ] 2+N−Re γ−Reα
dσ ≤

≤
(
c
(3,3)
Ω,k,r | γ |

)
h

∫
Ω\B[a, k h]

Mfw (a, d(a, σ))

[ d(a, σ) ] 1+N−Reα
dσ, z ∈ {x, y},

где, говоря конкретно, имеем следующее значение константы:

c
(3,3)
Ω,k,r = c

(3,3)
Ω,k,r(γ) := c

(3,2)
k,r (γ) diam (Ω) , 0 < c

(3,3)
Ω,k,r <∞.

Следовательно, применение Леммы 3 ко всем трем рассмотренным случа-

ям приводит к следующему утверждению:

| I | ≤ c h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2−Reα
d t, 0 < c <∞,

где константа может быть оценена, как показано ранее.

Окончательная оценка третьего интеграла. В результате предо-

ставленных оценок имеет место следующий результат:

∣∣ IΩ≥(a)∩Ω≥(x)

∣∣ ≤ c h γ0
∑

z∈{a,x}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+γ0−Reα
d t, 0 < c <∞,

где c можно оценить через константы, выраженные выше.
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Четвертый интеграл Обозначим λ := N − α для краткости. Имеем

| J | :=
∣∣ JΩ≥(a)∩Ω≥(x)

∣∣ ≤
≤

∫
Ω≥(a)∩Ω≥(x)

|wa(y)− wa(σ) |
wa(σ)

∣∣∣ [ d(x, σ) ]−λ − [ d(y, σ) ]−λ
∣∣∣ | fw(σ) | dσ.

Используем (N:3), (A) и (∆1), чтобы показать

∣∣∣ [ d(x, σ) ]−λ − [ d(y, σ) ]−λ
∣∣∣ ≤

≤ c (N:3)(λ)
d(x, y) [ d(x, σ) + d(y, σ) ]−1+Reλ

[ d(y, σ) d(x, σ) ]Reλ
≤

≤ c (N:3)(λ)h
d(y, σ) [ d(x, σ) ]Reλ

[
1 +

d(x, σ)

d(y, σ)

]−1+Reλ

.

Заметим, что в силу (∆2) и (A),

∀σ ∈ Ω≥(x) : d(y, σ) ≥ d(x, σ)− d(x, y) ≥ (k − 1)h. (2.20)

Следовательно, в виду (∆1) и (A),

d(x, σ)

d(y, σ)
≤ d(x, y) + d(y, σ)

d(y, σ)
≤ 1 +

1

k − 1
, k > 1,

а значит,

∣∣∣ [ d(x, σ) ]−λ − [ d(y, σ) ]−λ
∣∣∣ ≤ c

(4,1)
k,N h

d(y, σ) [ d(x, σ) ]N−Reα
,
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где

c
(4,1)
k,N = c

(4,1)
k,N (α) := c (N:3)(N − α)

(
2 +

1

k − 1

)N−1−Reα

,

0 < c
(4,1)
k,N <∞.

Случай 0 < Re γ ≤ 1. Пусть r > 1, тогда

Ω≥(a) ∩ Ω≥(x) ⊆ Θ1 ∪ Θ2,

где

Θj = Θj(a, x) ∪ Θj(x, a), j = 1, 2,

Θj(ξ1, ξ2) := R|d(ξ1,σ)k h [ξ2] ∩


B [a, r d(a, y)] ∪ R|r d(a,y)d(a,y) [a] , j = 1,

Ω \B [a, r d(a, y)] , j = 2.

1. Используем (N:2) вместе с (∆2), чтобы получить

|wa(y)− wa(σ) | ≤ c
(4,2)
r d(y, σ) [ d(a, σ) ]Re γ−1 , σ ∈ Θ1,

c
(4,2)
r = c

(4,2)
r (γ) := r | γ | , 0 < c

(4,2)
r <∞.

Тогда имеем:

| JΘ1
| ≤

(
c
(4,1)
k,N c (4,2)r

)
h

∫
Θ1

| fw(σ) |
d(a, σ) [ d(x, σ) ]N−Reα

dσ ≤

≤
(
c
(4,1)
k,N c (4,2)r

)
h

∑
z∈{a |x, x | a}

∫
R|d(z,σ)k h [z]

| fw(σ) |
[ d(z, σ) ] 1+N−Reα

dσ ≤

≤
(
c
(0)
k c

(4,1)
k,N c (4,2)r

)
h
∑

z∈{a,x}

∫
Ω\B[z,k h]

Mfw (z, d(a, z))

[ d(z, σ) ] 1+N−Reα
dσ.

(2.21)
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2. Используем (N:1) и (∆1), чтобы получить

|wa(y)− wa(σ) | ≤ c (N:1) [ d(y, σ) ]Re γ−1 , σ ∈ Λ
(3)
2 ,

и, приняв во внимание, что в силу (∆1)

d(a, σ)

d(y, σ)
≤ 1 +

d(a, y)

d(y, σ)
≤ 1 +

1

r

d(a, σ)

d(y, σ)
, σ ∈ Ω \B [a, r d(a, y)] ,

имеем:
d(a, σ)

d(y, σ)
≤ r

r − 1
, σ ∈ Θ2.

Таким образом, на основе

| JΘ2
| ≤

(
c (N:1) c (4,1)k,N

)
h

∫
Θ2

(
d(a, σ)

d(y, σ)

) 1−Re γ | fw(σ) |
d(a, σ) [ d(x, σ) ]N−Reα

dσ

получаем, аналогично (2.21),

| JΘ2
| ≤ c

(4,3)
k,r,N h

∑
z∈{a,x}

∫
Ω\B[z,k h]

Mfw (z, d(a, z))

[ d(z, σ) ] 1+N−Reα
dσ,

где

c
(4,3)
k,r,N = c

(4,3)
k,r,N(α, γ) := c (N:1)(γ) c (4,1)k,N (α)

r

r − 1
, 0 < c

(4,3)
k,r,N <∞.

Прежде чем применить Лемму 3 заметим, что

h

t 2−Reα
≤ hRe γ t 1−Re γ

t 2−Reα
=

hRe γ

t 1+Re γ−Reα
, h ≤ t,



96

а значит,

∣∣ JΩ≥(a)∩Ω≥(x)

∣∣ ≤ c hRe γ
∑

z∈{a,x}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+Re γ−Reα
d t, 0 < c <∞.

Случай 1 < Re γ < N + 1. В этом случае (2.8) имеет место с

d(x, σ)

d(y, σ)
≤ d(x, y) + d(y, σ)

d(y, σ)
≤ 1 +

h

(k − 1)h
=

k

k − 1
,

что связано с (∆1), (A) и (2.20). Таким образом, справедлива следующая

оценка:

| J | ≤ c
(4,4)
k,N h

∫
Ω≥(a)∩Ω≥(x)

[
max

z∈{x,σ}
d(a, z)

]Re γ−1

[ d(a, σ) ]Re γ
| fw(σ) |

[ d(x, σ) ]N−Reα
dσ, (2.22)

где

c
(4,4)
k,N = c

(4,4)
k,N (α, γ) := | γ | k

k − 1
c
(4,1)
k,N (α), 0 < c

(4,4)
k,N <∞.

Если d(a, x) ≤ d(a, σ), то (2.22) может быть продолжено как (2.21), но с

постоянной c (4,4)k,N вместо c (4,1)k,N . Если d(a, σ) ≤ d(a, x), то | J | оценивается так

же, как | I | в случае 1 < Re γ < 1 +N , но с c (4,2)k,N cΩ вместо c (3)Ω .

Окончательная оценка четвертого интеграла. Таким образом, по-

сле применения Леммы 3 получаем следующий результат:

| J | ≤ c h γ0
∑

z∈{a,x}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+γ0−Reα
d t, 0 < c <∞,

где константа c оценивается, как обсуждалось выше.
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2.3 Теоремы о действии
В контексте уравнений с операторами потенциального типа особый ин-

терес может быть адресован концепции локального модуля непрерывности,

которая вводится следующими двумя определениями:

Определение 2.3. Пусть Ω является ограниченным открытым подмноже-

ством X, определенного ранее.

ωf(x, h) := sup
σ∈Ω∩B[x,h]

| f(x)− f(σ) | , x ∈ Ω, (ωf)

называется модулем субметрии функции f на Ω.

Имеет место следующий основной результат:

Теорема 2.4. Пусть 0 < Reα < 1, γ0 = min(1,Re γ),

ω ∈ Φγ0−Reα (Ω× [0, diam (Ω)]) , (2.23)

sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω <∞, (2.24)

и
c
(1)
ω ω (y, d(x, y)) ≤ ω (x, d(x, y)) ≤ c

(2)
ω ω (y, d(x, y)) ,

x, y ∈ Ω, 0 < c
(1)
ω , c

(2)
ω <∞.

(2.25)

Следующий интегральный оператор ограничен:

I α
Ω : Hω(·)

0 (Ω, wa) → H
ωα(·)
0 (Ω, wa),

где

ωα(x, h) := hReα ω(x, h). (ωα)
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Доказательство. Вследствие оценки типа Зигмунда из Теоремы 2.2,

| I α
Ω fw (x)− I α

Ω fw (y) | ≤ c hReα
∑

z∈{a,x,y}

l∫
h

(
h

t

) γ0−Reα
Mfw(z, t)

t
d t

≤ c hReα
∑

z∈{a,x,y}

ω(z, h), 0 < c <∞,

где применяется условие (2.23) Как только (2.24) и (2.25) приняты во внима-

ние, утверждение теоремы следует немедленно:

| I α
Ω fw (x)− I α

Ω fw (y) | ≤ c ωα(x, h), 0 < c <∞,

где константа c определяется констант из оценки типа Зигмунда и констант,

возникающих в условиях теоремы.

Теорема 2.5. В условиях (2.23), (2.24) и (2.25), потенциал Рисса

I α : Hω(·)
0 (Ω, wa) → H

ωα(·)
0 (Ω, wa)

ограничен, где имеет место (ωα).

Доказательство. Чтобы доказать эту теорему, используем

wa(x) I
α f (x) = I α fw (x) + I α

Ω fw (x) .

Имеет место следующее свойство классов Бари–Стечкина:

Φ1−Reα ∩ ΦRe γ−Reα = Φγ0−Reα, γ0 = min(1,Re γ),

так что Iα ограничен по Теореме 2.1; Iα ограничен по Теореме 2.4.
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Глава 3. Гиперсингулярные интегралы

на метрических пространствах с мерой

в пространствах обобщенной

переменной гёльдеровости со степенным

весом

3.1 Один оператор гиперсингулярного инте-

грирования
Очевидно следующее представление, справедливое для произвольной ве-

совой функции w(x):

w(x)

∫
Ω

f(σ)− f(x)

[d(x, σ)]N+α
dσ =

∫
Ω

fw(σ)− fw(x)

[d(x, σ)]N+α
dσ+

+

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)

[d(x, σ)]N+α
dσ,

(3.1)

где — как и ранее — применяется обозначение (2.1). Введем в рассмотрение

интегральный оператор, представляющий интерес в связи с исследованием
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второго слагаемого в правой части (3.1):

Dα
Ωfw(x) :=

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

[d(x, σ)]N+α
dσ.

Содержание этой главы посвящено изучению отображений функции ква-

лифицированной гладкости при наличии степенного веса вида (10). Ясно, что

fw(a) = 0 при w(x) = wa(x), поэтому из общего представления (3.1) имеем

w(x)D αf(x) = D αfw(x) +Dα
Ωfw(x), x ∈ Ω. (3.2)

Для гиперсингулярного интеграла Dα в правой части выражения (3.2) из-

вестна следующая теорема:

Теорема 3.1. Пусть гёльдеровская характеристика

ω ∈ ΦReα
1+Reα, 0 < Reα < 1, (3.3)

а также удовлетворяет условию непрерывности типа Дини:

c1 ω (y, d(x, y)) ≤ ω (x, d(x, y)) ≤ c2 ω (y, d(x, y)) ,

x, y ∈ Ω, 0 < c1, c2 <∞.
(3.4)

Тогда оператор D α ограничен из H ω(·)(Ω) в H ω−α(·)(Ω) с характеристикой

ω−α(x, h) := h−Reα ω(x, h), 0 < h ≤ l <∞. (3.5)

Доказательство. Теорема 3.1 доказана в [78], а также приводилась в [16].

Таким образом, дальнейшая работа имеет целью описание обобщенной

переменной гёльдеровости специального оператора Dα
Ω.
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3.2 Оценки типа Зигмунда для оператора Dα
Ω

Чтобы обеспечить достаточную наглядность, а также подробнее проил-

люстрировать методику, примененную ранее к исследованию потенциала

Рисса, рассмотрим построение оценки типа Зигмунда для оператора Dα
Ω в

двух случаях: условно малого показателя веса, вещественная часть которого

Re γ ∈ (0, 1], и условно большого, отвечаюшего требованию Re γ > 1.

3.2.1 Случай малого показателя веса

Теорема 3.2. Пусть 0 < l <∞, задана весовая функция вида (10):

w(x) = d γ(x, a), a, x ∈ Ω, 0 < Re γ ≤ 1,

а под Mf(x, h) подразумевается локальный модуль непрерывности в смысле

Определения 9. Имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t +

+ hRe γ
∑

z∈{a,x}

l∫
h

Mfw(z, t)

t 1+Re γ+Reα
d t

 , 0 < c <∞,

где y ∈ B[x, h], 0 < h < l.

Доказательство. Отметим, что в условиях теоремы выполнено:

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h < k h, k > 1. (3.6)
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Имеет место следующая декомпозиция множества Ω:

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω3 ∩ Ω4) ,

где введены подмножества

Ω1 | 2 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) < k h } ,

Ω3 | 4 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) ≥ k h } .
(3.7)

Здесь, как и ранее, запись вида «a | b» употребляется для обозначения выбора

из двух вариантов, условия которого очевидны или явно представлены.

В терминах разбиения (3.7) имеет место представление

Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) = Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)−Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)+

+

∫
Ω3∩Ω4

[w(x)− w(y)] + [w(y)− w(σ)]

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

[d(x, σ)]N+α
dσ−

−
∫

Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

[d(y, σ)]N+α
dσ,

из которого следует оценка

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤
∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(x)

∣∣+ ∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)
∣∣+

+ |w(x)− w(y) | · | I |+ | J | ,
(3.8)

где явно выделены следующие интегралы:

I :=

∫
Ω3∩Ω4

fw(σ)− fw(a)

w(σ) [d(x, σ)]N+α
dσ,
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J :=

∫
Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

(
1

[d(x, σ)]N+α
− 1

[d(y, σ)]N+α

)
fw(σ) dσ.

Будем последовательно оценивать слагаемые из правой части (3.8), констру-

ируя мажоранты в виде интегралов M(fw, z, t) как функции вещественной

переменной t.

Оценка первого слагаемого

Множество Ω1 ∪ Ω2 предполагает четыре взаимоисключающих варианта

расположения точек x и a:

Λ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) ≤ d (x | a, σ) < k h } ,

Θ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) < k h ≤ d (x | a, σ) } ,
(3.9)

где принципиально важным является соотношение d(a, σ) и d(x, σ). Исходя

из двух вариантов последнего, а именно:

Λ1(x) ∪Θ1(x) и Λ2(x) ∪Θ2(x),

составим мажоранту как сумму соответствующих интегралов, обозначая для

краткости введенные выражением (3.9) множества через Λj и Θj, j = 1, 2.

Оценка интеграла по Λ1 ∪Θ1. Следующее неравенство очевидно:

| fw(σ)− fw(a) | ≤M (fw, a, d(a, σ)) , σ ∈ Λ1 ∪Θ1.

Имея в виду соотношение расстояний вида d(a, σ) ≤ d(x, σ), характерное для
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Λ1 ∪Θ1, запишем, применив Лемму 2:

∣∣Dα
Λ1∪Θ1

fw(x)
∣∣ ≤ ∫

Λ1∪Θ1

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ)Re γ [d(x, σ)]N−Re γ+Reα

dσ ≤

≤
∫

B(a,k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)]N+Reα
dσ ≤ c0 c1

h∫
0

M (fw, a, τ)

τ 1+Reα
d τ,

(3.10)

где использована замена t = k τ , τ ∈ (0, h), вследствие чего константа c1

выражается исходя из свойства (M.2) как c1 = k 1−Reα в случае натурального

k и, согласно свойству (M.3), как c1 = (k + 1) k−Reα в общем случае.

Оценка интеграла по Λ2 ∪ Θ2. Для интеграла по Λ2(x) ∪ Θ2(x)

рассуждения во многом аналогичны. Выше Mf(z, t) рассматривалась при

z = a, поскольку d(a, σ) полагалось минимальным. Теперь же оценим числи-

тель подынтегрального выражения, ориентируясь на соотношения для fw в

окрестности точки z = x:

| fw(σ)− fw(a) | ≤ | fw(σ)− fw(x) |+ | fw(x)− fw(a) | ≤

≤ 3M (fw, x, d(a, σ)) , d(x, σ) ≤ d(a, σ).

(3.11)

Поясним, что для второго слагаемого в промежуточной части (3.11) требуе-

мая оценка следует из неравенства

d(x, a) ≤ d(x, σ) + d(a, σ) ≤ 2 d(a, σ),

и свойства (M.2) локального модуля непрерывности:

| fw(x)− fw(a) | ≤M (fw, x, d(x, a)) ≤ 2M (fw, x, d(a, σ)) .
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Далее, в силу свойства (M.1) имеет место:

M (fw, x, d(a, σ))

d(a, σ)
≤ 2

M (fw, x, d(x, σ))

d(x, σ)
, d(x, σ) ≤ d(a, σ), (3.12)

а значит, вновь применив Лемму 2, имеем:

∣∣Dα
Λ2 ∪Θ2

fw(x)
∣∣ ≤ 3

∫
Λ2 ∪Θ2

M (fw, x, d(a, σ))

[ d(a, σ) ]Re γ [d(x, σ)]N−Re γ+Reα
dσ ≤

≤ 6

∫
B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

[d(x, σ)]N+Reα
dσ ≤ C1

h∫
0

M (fw, a, t)

t 1+Reα
d t, C1 = 6 c0 c1.

Таким образом, мажоранта первого слагаемого из генерального представ-

ления (3.8) имеет вид:

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣ ≤ C1


h∫

0

Mfw(x, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

Mfw(a, t)

t 1+Reα
d t

 .

Оценка второго слагаемого

В силу (3.6) и (∆1) имеет место:

d(y, σ) ≤ d(x, y) + d(x, σ) ≤ (k + 1)h, ∀σ ∈ Ω1,

что означает следующее вложение:

Ω1 ⊆ {σ ∈ Ω : d(y, σ) ≤ (k + 1)h } =: G,

G ∪ Ω2 =
2⋃

i=1

Λi(y) ∪Θi(y),
(3.13)
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где Λi(y) и Θi(y) заданы выражением (3.9). Повторив рассуждения из преды-

дущего пункта, приходим к искомой оценке:

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)
∣∣ ≤ C


h∫

0

Mfw(y, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

Mfw(a, t)

t 1+Reα
d t

 .

Оценка третьего слагаемого

Прежде всего отметим неравенство

|w(x)− w(y) | =
∣∣ d(x, a)Re γ − d(y, a)Re γ

∣∣ ≤ c (N:1) [ d(x, y) ]Re γ , (3.14)

следующее из (N:1). Применив (3.14), имеем:

|w(x)− w(y) | · | I | ≤

≤
(
c (N:1) kRe γ

)
hRe γ

∫
Ω3∩Ω4

| fw(σ)− fw(a) |
w(σ) [d(x, σ)]N+Reα

dσ.
(3.15)

Множество Ω3 ∩ Ω4 оставляет два равновозможных варианта расположе-

ния точек x и σ относительно точки a:

H1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : k h ≤ d(a |x, σ) ≤ d(x | a, σ) } ,

Ω3 ∩ Ω4 ⊆ H1(x) ∪H2(x).

(3.16)

Представим интеграл в правой части (3.15) суммой интегралов с тем же

подынтегральным выражением, но взятых по Hj = Hj(x, k h), j = 1, 2, соот-

ветственно; обозначим последние через I1 и I2.

Оценка I1. Интеграл I1 оценивается в тех же соображениях, что и слага-

емое Dα
Λ1∪Θ1

fw(x), отсылая к (3.10). Именно, поскольку d(a, σ) минимально
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на H1, запишем, применив Лемму 3:

| I1 | ≤ c

∫
Ω\B(a, k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)]N+Reα+Re γ
dσ ≤ C

l∫
h

Mfw(a, t)

t 1+Reα+Re γ
d t.

Оценка I2. Для оценки интеграла I2 воспользуемся теми же рассужде-

ниями, что лежали в основе оценки Dα
Λ2∪Θ2

fw(x). Обратимся к (3.11) и затем

(3.12):

| I2 | ≤ 3

∫
H2

M (fw, x, d(a, σ))

dRe γ(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα
dσ ≤ 6

∫
Ω\B(x,kh)

M(fw, x, d(x, σ))

[d(x, σ)]N+Re γ+Reα
dσ,

где осталось лишь применить Лемму 3.

Таким образом, имеем для третьего слагаемого:

|w(x)− w(y) | · | I | ≤ C hRe γ


l∫

h

Mfw(x, t)

t 1+Reα+Re γ
d t+

l∫
h

Mfw(a, t)

t 1+Reα+Re γ
d t

 .

Оценка четвертого слагаемого

Для удобства обозначим λ := N +Reα. Имеем следующую мажоранту:

| J | ≤
∫

Ω3∩Ω4

∣∣∣ [ d(a, y) ]Re γ − [ d(a, σ) ]Re γ
∣∣∣

[ d(a, σ) ]Re γ

∣∣∣[ d(x, σ) ]−λ − [ d(y, σ) ]−λ
∣∣∣ ·

· | fw(σ)− fw(a) | dσ.

При оценке отношения в подынтегральном выражении предположим

сперва, что d(a, σ) ≤ d(a, y). В этом случае воспользуемся числовым нера-

венством (N:2), а затем обратным неравенством треугольника (∆2), получая
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выражение ∣∣∣ [ d(a, y) ]Re γ − [ d(a, σ) ]Re γ
∣∣∣

[ d(a, σ) ]Re γ
≤ | γ | d(y, σ)

d(a, σ)
. (3.17)

К оценке второго модуля в правой части мажоранты | J | применим неравен-

ство С. Л. Соболева (N:3):

∣∣∣ [ d(x, σ) ]−λ − [ d(y, σ) ]−λ
∣∣∣ ≤ cλ k h

[ d(x, σ) ]λ d(y, σ)

[
1 +

d(x, σ)

d(y, σ)

]λ−1

.

Ясно, что при N < 1− Reα, то есть λ < 1, последняя скобка мажорируется

единицей. Покажем, что она ограничена и в противоположном случае.

Принимая во внимание конструкцию множества интегрирования (3.7), а

также изначальное условие (3.6), констатируем истинность двойного нера-

венства

d(x, y) < k h ≤ d(x, σ), σ ∈ Ω3 ∩ Ω4,

а значит, и нижней оценки

d(y, σ) ≥ d(x, σ)− d(x, y) > (k − 1)h, σ ∈ Ω3 ∩ Ω4.

Как следствие представленных выше соотношений имеем

d(x, σ)

d(y, σ)
≤ d(x, y) + d(y, σ)

d(y, σ)
< 1 +

k h

d(y, σ)
< 1 +

k

k − 1
, k > 1.

Таким образом, в случае σ ∈ Ω3 ∩ Ω4 справедлива оценка

∣∣ d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)
∣∣ ≤ cλ h

dλ(x, σ) d(y, σ)
, (3.18)

в которой постоянная cλ зависит от параметров α, N , а также значения k > 1.



109

Объединив теперь оценки (3.17) и (3.18), имеем:

| J | ≤ C2 h
2∑

s=1

∫
Hs

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα

dσ = C2 h (J1 + J2),

где C2 = Re γ c0 cλ, а интегралы J1 и J2 имеют подынтегральное выражение

интеграла J , но взяты, соответственно, по множествам H1 и H2, определен-

ным выражением (3.16).

Оценка J1. На множествеH1 выполняется соотношение: d(a, σ) ≤ d(x, σ).

Учитывая это, имеем, применив Лемму 3:

J1 ≤
∫

Ω\B(a,kh)

Mfw(a, d(a, σ))

d [(a, σ)] 1+N+Reα
dσ ≤ c0 c1

l∫
h

Mfw(a, t)

t 2+Reα
d t.

Оценка J2. На H2 воспользуемся (3.11), (3.12) и Леммой 3:

J2 ≤ 6

∫
Ω\B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

[d(x, σ)] 1+N+Reα
dσ ≤ C1

l∫
h

M (fw, x, d(x, σ))

[d(x, σ)] 2+Reα
dσ.

Предположим теперь, что d(a, y) ≤ d(a, σ). Воспользовавшись (N:1), пред-

ставим вместо (3.17) оценку∣∣∣ [ d(a, y) ]Re γ − [ d(a, σ) ]Re γ
∣∣∣

[ d(a, σ) ]Re γ
≤ | γ |

Re γ

[
d(y, σ)

d(a, σ)

]Re γ

. (3.19)

Считая d(a, σ) ≤ d(y, σ), воспользуемся (∆1), чтобы записать:

d(y, σ) ≤ d(a, σ) + d(a, y) ≤ 2 d(a, σ),
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немедленно сводя ситуацию к полученным ранее оценкам J1 и J2. Предполо-

жив же противное, зафиксируем r > 0 и рассмотрим

В заключение отметим, что

h

t 2+Reα
≤ hRe γ t 1−Re γ

t 2+Reα
=

hRe γ

t 1+Reα+Re γ
, h ≤ t, 0 < Re γ ≤ 1.

Таким образом, имеем для последнего слагаемого из представления (3.8):

| J | ≤ C1C2 h
Re γ


l∫

h

Mfw(x, t)

t 1+Re γ+Reα
d t+

l∫
h

Mfw(a, t)

t 1+Re γ+Reα
d t

 .

Завершающие выводы

Объединив полученные выше оценки, получаем утверждение доказываем-

ой теоремы. Интересно отметить, что константа c, с которой оно справедли-

во, представляет собой произведение C1 и C2, значения которых могут быть

определены в контексте конкретной задачи.

Отметим, что под локальным модулем непрерывностиMf(x, h) могут под-

разумеваться:

• модуль субметрии ωΩ(f, x, h), если он полуаддитивен по h;

• минимальная мажоранта модуля ωΩ(f, x, h) из класса локальных модулей

непрерывности, если ωΩ(f, x, h) не обладает свойством полуаддитивности

по h для данной функции f на Ω;

• определенный выше локальный модуль непрерывности (8).

Оригинальное определение пространств обобщенной переменной гёльдеро-

вости из предшествующих работ основывалось на втором варианте.
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3.2.2 Случай большого показателя веса

Аналогично рассмотренному выше случаю, имеет место

Теорема 3.3. Пусть 0 < l ≤ diam (Ω), весовая функция имеет вид:

w(x) = d γ(x, a), a, x ∈ Ω, Re γ > 1.

и Mf(x, h) имеет тот же смысл, что и для Теоремы 3.2. Для всяких

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h, 0 < h ≤ l,

имеет место следующая оценка типа Зигмунда:

|Dα
Ω fw(x)−Dα

Ω fw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t+

+h
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M (fw, z, t)

t 2+Reα
d t

 , 0 < c <∞.

Доказательство. Пусть, как и при доказательстве Теоремы 3.2, имеют ме-

сто декомпозиция (3.7) множества Ω и следующее из нее представление (3.8).

Оценивая последовательно каждое слагаемое в его правой части, рассмот-

рим, в каких моментах проявляются отличия между подходами к получению

мажорант нужного вида.
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Оценка первого слагаемого

Рассмотрим

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣ ≤ ∫

Ω1∪Ω2

|w(x)− w(σ) |
w(σ)

| fw(σ)− fw(a) |
[d(x, σ)]N+Reα

dσ.

Предполагается, что Re γ > 1, поэтому неравенство (N:1) записывается в

виде

|w(x)− w(σ) | =
∣∣ dN(a, x)− dN(a, σ)

∣∣ ≤
≤ | γ | d(x, σ)

{
max

z∈{x,σ}
d(a, z)

}−1+Re γ

, σ ∈ Ω1 ∪ Ω2,

что предполагает необходимость рассматривать два подынтегральных мно-

жества, положив G = Ω1 ∪ Ω2:

Bx(G) := G ∩B [a, d(a, x)] , B∗
x(G) := G \B [a, d(a, x)] . (3.20)

Таким образом, имеем следующую мажоранту:

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣ ≤ ∫

B∗
x(Ω1∪Ω2)

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ+

+

∫
Bx(Ω1∪Ω2)

[d(a, x)]−1+Re γ

dRe γ(a, σ)

| fw(σ)− fw(a) |
[d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ =: I1 + I2.

Учтем также, что по-прежнему актуальна декомпозиция (3.9) множества

Ω1 ∪ Ω2, отражающая соотношения расстояний d(a, σ) и d(x, σ):
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Ω1 ∪ Ω2 ⊆
2⋃

j=1

[Λj(x) ∪Θj(x)] .

Оценка интеграла I1. Представим мажоранту интеграла I1 как сумму

интегралов I1,1 и I1,2 с тем же подынтегральным выражением, но взятых,

соответственно, по множествам

G∗
j := B∗

x (Ω1 ∪ Ω2) ∩ [Λj(x) ∪ Θj(x)] , j = 1, 2.

Чтобы оценить первый из них, воспользуемся следующей импликацией:

σ ∈ Λ1(x) ∪Θ1(x) =⇒ σ ∈ B(a, k h) и d(a, σ) ≤ d(x, σ).

Следовательно, по Лемме 2,

I1,1 :=

∫
G∗

1

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ ≤
∫

B(a,k h)

| fw(σ)− fw(a) |
[d(a, σ)]N+Reα

dσ ≤

≤ c

h∫
0

M (fw, a, t)

t 1+Reα
d t, 0 < c <∞,

причем значение константы c обсуждалось ранее в связи с оценкой (3.10).

В то же время для интеграла I1,2 релевантно следующее наблюдение:

σ ∈ Λ2(x) ∪Θ2(x) =⇒ σ ∈ B(x, k h) и d(x, σ) ≤ d(a, σ).

Далее, σ ∈ B (Ω1 ∪ Ω2) означает, что d(a, x) ≤ d(a, σ) и, как следствие, вы-
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полнено:

| fw(a)− fw(σ) | ≤ | fw(a)− fw(x) |+ | fw(x)− fw(σ) | ≤ 2M (fw, x, d(a, σ)) .

Наконец, примем во внимание (3.12), а именно:

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ)

≤ M (fw, x, d(a, σ))

d(a, σ)
≤ 2

M (fw, x, d(x, σ))

d(x, σ)
, σ ∈ G∗

1.

Как результат, по Лемме 2 имеем:

I1,2 :=

∫
G∗

1

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ ≤ c

h∫
0

M (fw, x, t)

t 1+Reα
d t, 0 < c <∞.

Таким образом, интеграл I1 мажорируется суммой одномерных интегра-

лов необходимого вида.

Оценка интеграла I2. При оценке I2 необходимо рассмотреть отношение

расстояний, которым представлен первый дробный сомножитель в подынте-

гральном выражении. Предложим следующую декомпозицию множества Ω,

отражающую варианты расположения точек x и σ относительно точки a:

M(x) :=

{
σ ∈ Ω :

1

Re γ
d(a, x) ≤ d(a, σ) ≤ d(a, x)

}
,

N(x) :=

{
σ ∈ Ω : d(a, σ) ≤ 1

Re γ
d(a, x)

}
,

Re γ > 1,

согласно которому выполнено вложение:

Bx (Ω1 ∪ Ω2) ⊆ M(x) ∪N(x).

Отметим следующие импликации:
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σ ∈ M(x) =⇒ d(a, x)

d(a, σ)
≤ Re γ, (3.21)

σ ∈ N(x) =⇒
{
d(a, x)

d(x, σ)
≤ d(a, σ) + d(x, σ)

d(x, σ)
≤

≤ 1 +
1

Re γ
· d(a, x)
d(x, σ)

}
=⇒ d(a, x)

d(x, σ)
≤ Re γ

Re γ − 1
.

(3.22)

Представим I2 в виде суммы интегралов I2,1 и I2,2 с тем же подынте-

гральным выражением, но взятых по пересечениям Ω1 ∪ Ω2 с M(x) и N(x)

соответственно. Согласно (3.21), интеграл I2,1 оценивается так же, как и I1:

I2,1 :=

∫
Ω1∪Ω2∩M(x)

[d(a, x)]−1+Re γ

dRe γ(a, σ)

| fw(σ)− fw(a) |
[d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ ≤

≤ Re γ −1+Re γ
2∑

j=1

∫
Λj(x,h)∪Θj(x,h)

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ ≤

≤ c


h∫

0

M (fw, a, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

M (fw, x, t)

t 1+Reα
d t

 ,

где точное значение постоянной зависит от выбора Re γ. Аналогично,

I2,2 :=

∫
Ω1∪Ω2∩N(x)

[
d(a, x)

d(x, σ)

]−1+Re γ | fw(σ)− fw(a) |
dRe γ(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα−Re γ

dσ ≤

≤ c


h∫

0

M (fw, a, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

M (fw, x, t)

t 1+Reα
d t

 .

Как и в предыдущей оценке, точное значение константы c выражается через

величину Re γ.
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В результате приведенных выше оценок имеем следующую мажоранту

первого слагаемого в правой части неравенства (3.8):

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣ ≤ c


h∫

0

M (fw, a, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

M (fw, x, t)

t 1+Reα
d t

 , 0 < c <∞.

Оценка второго слагаемого

Здесь имеют место те же соображения, что и при оценке второго слагае-

мого в рамках доказательства Теоремы 3.2. Именно, пользуемся тем, что

d(x, y) ≤ h по предположению, и σ ∈ Ω1 ∪ Ω2 =⇒ d(x, σ) < k h.

Следовательно, согласно неравенству треугольника (∆1),

d(y, σ) ≤ d(x, y) + d(x, σ) ≤ (k + 1)h, σ ∈ Ω1 ∪ Ω2,

так что вновь имеет место вложение (3.13), и описанный выше подход может

быть повторен, приводя к следующей мажоранте второго слагаемого:

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)
∣∣ ≤ c


h∫

0

M (fw, a, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

M (fw, y, t)

t 1+Reα
d t

 .

Оценка третьего слагаемого

Будем предполагать, что d(a, x) ≥ d(a, y). Согласно неравенству (N:1),

имеем следующую оценку:
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|w(x)− w(y) | = | d γ(a, x)− d γ(a, y) | ≤

≤ | γ | d(x, y) [d(a, x)]−1+Re γ ≤ | γ | h [d(a, x)]−1+Re γ .

Вновь воспользуемся разбиением (3.16), отражающим характерные для

множества Ω3 ∩ Ω4 соотношения расстояний. Имеем следующую мажоранту

второго слагаемого в правой части основной оценки (3.8):

|w(x)− w(y) | · | I | ≤ | γ | h (I1 + I2) ,

Ij :=

∫
Hj(x)

[
d(a, x)

d(a, σ)

]−1+Re γ | fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα

dσ, j = 1, 2.

В то же время необходимо принять во внимание соотношения расстояний,

заданные множествами (3.20), рассмотрев пересечения последних с Hj.

Итак, имеем по Лемме 2:

∫
Hj(x)∩B∗

x(Ω3∩Ω4)

[
d(a, x)

d(a, σ)

]−1+Re γ | fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα

dσ ≤

≤
∫

Hj(x)

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα

dσ ≤

≤ c

l∫
h

M (fw, a |x, t)
t 2+Reα

d t, a |x =

a, j = 1,

x, j = 2,

где c — положительная постоянная.



118

Оценим интегралы по множествам

Gj = Hj(x) ∩ Bx (Ω3 ∩ Ω4) ,

Gj ⊆ [Hj(x) ∩M(x)] ∪ [Hj(x) ∩N(x)] , j = 1, 2,

где M(x) и N(x) введены выше выражением (3.2.2). Используем теперь им-

пликацию (3.21) совместно с тем фактом, что

d(a, σ) ≤ d(x, σ), σ ∈ H1(x),

а также импликацию (3.22), учитывая

d(x, σ) ≤ d(a, σ), σ ∈ H2(x),

чтобы получить следующую оценку:

∫
Gj

[
d(a, x)

d(a, σ)

]−1+Re γ | fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα

dσ ≤

≤ Re γ −1+Re γ

∫
Hj(x)∩M(x)

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(x, σ)]−1+N+Reα

dσ+

+

(
Re γ

Re γ − 1

)−1+Re γ ∫
Hj(x)∩N(x)

| fw(σ)− fw(a) |
dRe γ(a, σ) [d(x, σ)]N+Reα−Re γ

dσ ≤

≤ c Re γ −1+Re γ
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M (fw, z, t)

t 2+Reα
d t, Re γ > 1, 0 < c <∞.

Таким образом, третье слагаемое в правой части основного неравенства
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(3.8) имеет следующую мажоранту:

|w(x)− w(y) | · | I | ≤ c h
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M (fw, z, t)

t 2+Reα
d t, 0 < c <∞.

Оценка четвертого слагаемого

Рассматривается следующий интеграл:

| J | =
∫

Ω3∩Ω4

| d γ(a, y)− d γ(a, σ) |
dRe γ(a, σ)

∣∣∣ [d(x, σ)]−N−α − [d(y, σ)]−N−α
∣∣∣ ·

· | fw(σ)− fw(a) | dσ.

Используя неравенство (N:1), получаем оценку:∣∣ d γ(a, y)− dN(a, σ)
∣∣

dRe γ(a, σ)
≤ | γ | d(y, σ)

d(a, σ)

{
max [d(a, y), d(a, σ)]

d(a, σ)

}−1+Re γ

,

мотивирующую обратиться к декомпозиции на множества By (Ω3 ∩ Ω4) и

B∗
y (Ω3 ∩ Ω4), введенных выше выражением (3.20).

В то же время, использовав (N:2), имеем:∣∣∣∣ 1

dN+α(x, σ)
− 1

dN+α(y, σ)

∣∣∣∣ ≤
≤ h (N +Reα)

[d(x, σ) + d(y, σ)]−1+N+Reα

[d(x, σ) d(y, σ)]N+Reα
=: A.

(3.23)

По изначальному предположению, d(x, y) ≤ h; кроме того, выполнено нера-
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венство: d(x, σ) ≥ k h, если σ ∈ Ω3 ∩ Ω4, поэтому имеет место оценка:

d(y, σ)

d(x, σ)
≤ d(x, σ) + d(x, y)

d(x, σ)
≤ 1 +

h

d(x, σ)
≤ 1 + k

k
, k > 1, (3.24)

Сократив d(x, σ), возможно продолжить неравенство (3.23) следующим об-

разом:

A ≤ c h

d(x, σ) dN+Reα(y, σ)
, c ≥ N +Reα

2 1−N−Reα
.

Итак, в силу (3.24), имеем следующую оценку:

| J | ≤ c h


∫

B∗
y(Ω3∩Ω4)

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(y, σ)]N+Reα

dσ+

+

∫
By(Ω3∩Ω4)

[d(a, y)]−1+Re γ

dRe γ(a, σ)

| fw(σ)− fw(a) |
[d(y, σ)]N+Reα

dσ

 =: c h (J1 + J2) ,

где c ≥ 2N+Reα (N +Reα) . Отметим, что в силу неравенства треугольника

(∆1) выполнено:

∀x ∈ Ω3 : k h ≤ d(x, σ) ≤ h+ d(y, σ), т.е. (k − 1)h ≤ d(y, σ),

поскольку d(x, y) ≤ h по предположению. Следовательно, имеет место вло-

жение множеств вида

Ω3 ∩ Ω4 ⊆ H1 (y) ∪ [H2 (y) ∪Θ2(y)] =: G1 ∪G2.

Отметим, что всюду на объемлющей сумме множеств G1 ∪ G2 характерно

соотношение расстояний d(a, σ) ≤ d(y, σ).

Таким образом, исключив чрезмерные подробности, запишем оценку, ко-
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торая основана на применении Леммы 3 к мажорантам на соответствующих

подмножествах:

J1 ≤
∑

G∈{G1,G2}

∫
G

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(y, σ)]N+Reα

dσ ≤

≤
∫

Ω\B(a,k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)] 1+N+Reα
dσ + 2

∫
Ω\B(y,h)

M (fw, y, d(y, σ))

[d(y, σ)] 1+N+Reα
dσ ≤

≤ c
∑

z∈{a,y}

l∫
h

M (fw, z, t)

t 2+Reα
d t, 0 < c <∞.

Оценка J2 предполагает воспользоваться теми же соображениями, что при

оценке I2,1 выше. Чтобы обосновать соответствующую возможность, заметим

справедливость вложения By(Ω3 ∩ Ω4) ⊆ M(y) ∪ N(y), так что имеют место

импликации типа (3.21) и (3.22). В результате имеем следующую оценку:

J2 ≤ Re γ N−1

∫
By(Ω3∩Ω4)

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) [d(y, σ)]N+Reα

dσ ≤

≤ c Re γ −1+Re γ


l∫

h

Mfw(a, t)

t 2+Reα
d t+

l∫
h

Mfw(y, t)

t 2+Reα
d t.

 ,

Re γ > 1, 0 < c <∞.

Примем во внимание свойство локального модуля непрерывности:

Mfw(z, t)

t

∣∣∣∣
t∈[h,l]

≤ 2
Mfw(z, t)

t

∣∣∣∣
t∈[0,h]

, z ∈ Ω.
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Поскольку, по предположению, h ≤ l, имеем следующее неравенство:

h

l∫
h

Mfw(z, t)

t 2+Reα
d t =

l∫
h

(
h

t

)
Mfw(z, t)

t 1+Reα
d t ≤ 2

h∫
0

Mfw(z, t)

t 1+Reα
d t, z ∈ Ω,

что и приводит к оценке нужного вида:

| J | ≤ c h


h∫

0

Mfw(a, t)

t 1+Reα
d t+

h∫
0

Mfw(y, t)

t 1+Reα
d t

 , 0 < c <∞.

Завершающие выводы

Таким образом, объединив полученные выше оценки для каждого из сла-

гаемых в общем представлении (3.8) мажоранты, имеем утверждаемую тео-

ремой оценку типа Зигмунда.

3.3 Теоремы о действии
Доказанные далее теоремы утверждают условия ограниченности гипер-

сингулярного оператора D α, введенного Определением 8, а также интеграль-

ного оператора Dα
Ω, введенного выражением (3.1), в пространствах обобщен-

ной переменной, а также локальной обобщенной гёльдеровости со степенным

весом (10). Под вторыми имеются в виду пространства, определенные усло-

вием на локальный модуль непрерывности (8); аналогичные формулировки

справедливы, очевидно, и для потенциала Рисса.

Новые результаты существенно опираются на Теорему 3.1 о действии в

безвесовом случае, и ее условия используются также при формулировке но-

вых теорем в этом параграфе.
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3.3.1 Основной результат

Докажем ограниченность гиперсингулярного интеграла D α при отобра-

жении функции из пространства H ω(·)
0 (Ω, wa), введенного Определением 12.

Теорема 3.4. Пусть характеристика ω(x, h) удовлетворяет условиям

(3.3) и (3.4), а также, для всякого h > 0, условию

sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω <∞. (3.25)

Тогда оператор D α ограничен из H ω(·) (Ω, wa) в H ω−α(·) (Ω, wa) с характе-

ристикой (3.5) и степенным весом wa(x), введенным в (10).

Доказательство. По предположению теоремы выполнено:

∀x ∈ Ω : M(wa f, x, h) ≤ C ω(x, h), h ∈ (0, l],

0 < l ≤ diam (Ω) ,

(3.26)

где в качестве отображения M рассматривается модуль субметрии ωΩ или

его минимальная мажоранта из класса локальных модулей непрерывности, а

вес wa(x) имеет вид:

wa(x) = d γ(a, x), Re γ > 0.

Обратимся к аддитивному представлению (3.2). Ограниченность первого

слагаемого в правой его части утверждается Теоремой 3.1. Ограниченность

же оператора Dα
Ω на функции H ω(·)

0 (Ω, wa) следует из оценок типа Зигмунда,

указанных в Теоремах 3.2 и 3.3 в случае Re γ ≤ 1 и Теоремой 3.3 — в случае

Re γ > 1.
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Действительно, на основании (3.26) имеет место неравенство:

hReα

ω(x, h)
|Dα

Ωfw(x)−Dα
Ωfw(y) | ≤

≤ c hReα

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t+ h rγ

∑
z∈{a,x}

l∫
h

M (fw, z, t)

t 1+rγ+Reα
d t

 ≤

≤ c

ω(x, h)

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

(
h

t

)Reα
ω(z, t)

t
d t+

∑
z∈{a,x}

l∫
h

(
h

t

) rγ+Reα
ω(z, t)

t
d t

 ,

rγ = min {1,Re γ} , 0 < c <∞.

Имеют место следующие рассуждения:

• слагаемые с z = a получают мажоранту нужного вида немедленно ввиду

условия (3.25) доказываемой теоремы, которое влечет оценку

c

ω(x, h)
≤ c

ω(a, h)
sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ c cω
ω(a, h)

, h > 0;

• слагаемые, где z = x, оцениваются непосредственно исходя из определе-

ния класса Бари–Стечкина;

• для оценки слагаемых, у которых z = y, учтем требование (3.4), которое

сводит этот случай к предыдущему.



125

3.3.2 О действии в локальном обобщенном пространстве

Гёльдера

Из Теорем 3.2 и 3.3 непосредственно следует ограниченность оператора

Dα
Ω на функциях из пространства H0(Ω, w), а именно:

Теорема 3.5. Пусть выполнены условия Теоремы 3.4. Оператор Dα
Ω ограни-

чен из Hω(·)
0 (Ω, wa) в Hωα(·)

0 (Ω, wa), где используются характеристика (3.5)

и весовая функция (10).

Рассуждения в основе доказательства Теоремы 3.5 повторяют таковые для

Теоремы 3.4, не представляя существенной новизны. Относительно оператора

D α из Определения 8 сформулируем, имея в виду методику получения оценок

типа Зигмунда в безвесовом случае,

Предложение 3.6. В предпосылках Теоремы 3.4 гиперсингулярный инте-

грал D α ограничен из Hω(·)
0 (Ω, wa) в Hωα(·)

0 (Ω, wa).
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Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты:

1. Исследован мультипликатор оператора I α,ν
Sn−1 и построено обращение

потенциала Рисса с логарифмическим ядром (ν = 1) на сфере.

2. Доказаны теоремы о действии оператора типа риссова потенциала

со степенно-логарифмическим ядром на сфере в безвесовых и степенно-

весовых пространствах обобщенной гёльдеровости, включая изоморфизм

для потенциала с логарифмическим ядром.

3. Доказана теорема об ограниченности потенциала I α,ν
Sn−1 в пространстве

обобщенной гёльдеровости при действии из Lp(Sn−1).

4. Исследовано действие пространственного потенциала со степенно-

логарифмической характеристикой специального вида в обобщенных

пространствах Гёльдера со специальными весами.

5. Получены оценки типа Зигмунда для интегрального оператора I α
Ω ,

связанного с изучением потенциала Рисса на метрическом пространстве

с мерой при воздействии степенного веса.

6. Доказана ограниченность потенциала Рисса на метрическом простран-

стве с мерой в степенно-весовых пространствах H ωα(·)
0 (Ω, wa) обобщенной

переменной гёльдеровости.

7. Построена оценка типа Зигмунда для интегрального оператора Dα
Ω

на метрическом пространстве с мерой, связанного с изучением гиперсин-
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гулярного интеграла при воздействии степенного веса.

8. Доказана ограниченность в H
ωα(·)
0 (Ω, wa) гиперсингулярного интеграла

на метрическом пространстве с мерой.

9. Приведены основания для дальнейшего обобщения полученных резуль-

татов на более широкий класс функциональных пространств обобщенной

переменной гёльдеровости.

Действительно, введенный Определением 9 локальный модуль непрерывно-

сти позволяет концептуализировать разнообразные подходы к локализации

квалифицированной гладкости в рамках единых теоретических оснований:

некоторые показательные примеры обсуждаются в диссертации.

Отметим также очевидные перспективы распространения полученных ре-

зультатов на квазиметрические пространства и операторы риcсова дробного

интегродифференцирования переменного порядка. Существенный и принци-

пиально обоснованный интерес представляет при этом постановка задач для

пространств с весами, принадлежащими более общим функциональным клас-

сам, таким как класс Зигмунда–Бари–Стечкина. Подобные обобщения, как

предполагается, будут способствовать развитию дробного анализа как само-

стоятельной математической дисциплины.

Наконец, значительное внимание в современной литературе уделяется и

другим обобщениям классических функциональных пространств, например,

гранд-пространствам Лебега, в области которых автором получены результа-

ты в ряде совместных [52, 28] и индивидуальных [57] публикаций. Дальнейшее

развитие методов в этом направлении, продолжающее исследования, иници-

ированные в настоящей диссертации, представляется важным для решения

актуальных проблем современного функционального анализа.
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