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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы. Уравнение Лапласа встречается в ряде задач ма-

тематической физики, включая теорию потенциала, теплопроводности, упру-

гости [80]. Общее представление решения уравнений Ламе упругого равнове-

сия в форме Папковича−Нейбера сводится к нескольким уравнениям Лапласа 

со связанными граничными условиями [53,54,83]. Контактные задачи теории 

упругости имеют смешанные граничные условия и важны для расчета кон-

тактной прочности сопрягаемых деталей и конструкций. Каждый из нас еже-

дневно касается пальцем экрана смартфона, что служит предметом исследо-

вания контакта [91]. В качестве простейшей модели полуограниченного тела 

обычно выбирают полупространство. Модель клина двугранного угла позво-

ляет учесть геометрию тела в виде угловой линии. Полупространство и чет-

верть пространства являются частными случаями клина. Задачи множествен-

ного дискретного контакта встречаются, например, в пальпационной томо-

графии [92]. Периодические рельефы встречаются у современных текстури-

рованных поверхностей после лазерной обработки, что обуславливает акту-

альность периодических контактных задач [106,127]. 

Предлагаемая работа связана с развитием подходов для изучения про-

странственно периодических смешанных краевых задач для уравнений Лап-

ласа и Ламе упругого равновесия в клиновидной области. В задачах возни-

кают интегральные уравнения, ядра которых усложняются в задачах теории 

упругости в сравнении с задачами поиска гармонической функции, но глав-

ные члены ядер аналогичны. В зависимости от свойств символов ядер перио-

дичность может вызывать расходимость ядра, что требует регуляризации. В 

соответствующих плоских задачах [5] для регуляризации почленно диффе-

ренцируют интегральное уравнение. При этом возникает сходящееся ядро, 

логарифмическая особенность становится сингулярной типа Коши. Однако в 

двумерном интегральном уравнении почленное дифференцирование по од-
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ному из аргументов ведет в проблеме нахождения уже не произвольной по-

стоянной, а произвольной функции. Поэтому в диссертации применяется 

другой подход, связанный с модернизацией краевой задачи заменой одного 

из граничных условий на относительное значение функции. Идея такой мо-

дернизации содержится в работах [51,85]. В задачах для уравнения Лапласа с 

расходимостью ядра вводится дополнительная регуляризующая периодиче-

ская система точечных воздействий с тем же периодом определенной интен-

сивности (вводится отток тепла в случае уравнения теплопроводности, чтобы 

не было бесконечного перегрева). В контактных задачах о штампах, распо-

ложенных вдоль ребра клина, вводится регуляризующая периодическая сис-

тема сосредоточенных сил с тем же периодом, интенсивность которых равна 

силам, приложенных к штампам. Система сил может быть приложена на реб-

ре или вне ребра клина. Соответствующие плоские задачи для клина являют-

ся частными случаями периодических задач. В диссертации рассматриваются 

двумерные задачи для жесткого тонкого включения в клине, а также для слу-

чая внедрения жесткого штампа в грань клина. В последнем случае взят уп-

ругий материал с меняющимся по угловой координате коэффициентом Пуас-

сона, так как аналогичные проблемы для однородного материала были изу-

чены ранее [5,30,70]. 

Проблематика механики контактных взаимодействий видится актуаль-

ной и востребованной не только в развитии фундаментальных вопросов тео-

рии, но и для моделирования и расчета строительных конструкций, механиз-

мов, например зубчатых передач [49]. Задачи о включениях актуальны, на-

пример, для исследования напряженно-деформированного состояния компо-

зиционных материалов, биологических тканей в области имплантов. В ре-

зультате расчетов на прочность возможно повышение надежности механиз-

мов и машин. 

В нашей стране сложился ряд крупных научных центров исследования 

контактных задач. Среди них можно выделить Институт проблем механики 

РАН им. А.Ю. Ишлинского (Москва), Московский государственный универ-
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ситет им. М.В. Ломоносова, Южный федеральный университет, Донской го-

сударственный технический университет, Кубанский государственный уни-

верситет и др. Значительный вклад в развитие механики контактных взаимо-

действий внесли С.М. Айзикович, В.М. Александров, Ю.А. Антипов, И.И. 

Аргатов, В.А. Бабешко, А.А. Баблоян, А.В. Белоконь, О.А. Беляк, В.Н. Бер-

кович, А.А. Бобылев, Н.М. Бородачев, Ф.М. Бородич, А.О. Ватульян, И.И. 

Ворович, Б.А. Галанов, Л.А. Галин, Е.В. Глушков, А.Г. Горшков, И.Г. Горя-

чева, В.В. Калинчук, Е.В. Коваленко, В.И. Колесников, А.С. Кравчук, Е.А. 

Кузнецов, А.А. Ляпин, А.В. Манжиров, Ю.Ю. Маховская, В.И. Моссаков-

ский, С.М. Мхитарян, Д.А. Пожарский, В.Л. Попов, Г.Я. Попов, О.Д. Пряхи-

на, Ю.Н. Работнов, В.Л. Рвачев, Б.И. Сметанин, Б.В. Соболь, И.А. Солдатен-

ков, М.А. Сумбатян, Д.В. Тарлаковский, А.Ф. Улитко, Я.С. Уфлянд, И.Ю. 

Цуканов, М.И. Чебаков, И.Я. Штаерман, J.R. Barber, V.I. Fabrikant, G.M.L. 

Gladwell, K.L. Johnson, J.J. Kalker, L.M. Keer и др. Ряд результатов в данной 

области содержится в коллективной монографии [70] и в публикациях [1-27, 

29-32, 34-37, 42, 44-47, 50, 51, 55, 56, 58-66, 73, 74, 76, 82, 84-95, 98-107, 109-

114, 118, 120, 121, 124-131]. 

Участие в научных проектах по теме диссертации. Работа выполне-

на при поддержке грантов РФФИ 18-01-00017-а «Контактные и смешанные 

задачи теории упругости для неоднородных цилиндрических, клиновидных и 

слоистых тел», РНФ 22-21-00013 «Пространственные периодические кон-

тактные задачи» и РНФ 24-21-00014 «Пространственные задачи множествен-

ного контакта при учете геометрических и структурных особенностей тел», 

стипендии Губернатора Ростовской области аспирантам и премии молодым 

ученым Ростовской области (2024 г.). 

Цель, объект и предмет исследования. Цель диссертационной работы 

заключается в получении новых знаний о решениях периодических смешан-

ных и контактных задач для уравнений Лапласа и Ламе упругого равновесия. 

Объектом исследования является модель тела в форме клина, позволяющая 

учесть геометрические особенности в виде угловой линии. Предметом иссле-
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дования являются периодические задачи со смешанными граничными усло-

виями для уравнений теории упругости, а также смешанные задачи поиска 

гармонической функции в пространственном клине. 

Идея работы заключается в сведении периодических смешанных и 

контактных задач (ось, вдоль которой расположены области смены гранич-

ных условий, параллельна ребру клина) к интегральным уравнениям и раз-

биении ядер на «плоские» и «пространственные» части. В случае, когда 

«плоская» часть дает расходимость ядра, предлагается модификация поста-

новки проблемы посредством добавления периодической регуляризующей 

системы дискретных воздействий определенной интенсивности с тем же пе-

риодом. В результате получается интегральное уравнение со сходящимся 

ядром. 

Методы исследования базируются на фундаментальных законах мате-

матической физики, механики деформируемого твердого тела, теории упру-

гости, теории обобщенных функций, механики контактных взаимодействий, 

вычислительной математики, функционального и математического анализа. 

Применяются метод интегральных преобразований Фурье и Конторовича−

Лебедева, метод суперпозиции, численный метод Галанова нелинейных гра-

ничных интегральных уравнений, использующий метод Ньютона, метод спе-

циальной аппроксимации ядра интегрального уравнения, асимптотические 

методы, метод Винера−Хопфа, метод коллокаций. 

Основные научные положения, защищаемые автором: 

– решена трехмерная периодическая контактная задача с трением Ку-

лона в заранее неизвестной области контакта для упругого клина, одна грань 

которого находится в условиях жесткой заделки; 

– решены трехмерные периодические контактные задачи с заранее не-

известной областью контакта для упругого клина, одна грань которого сво-

бодна от напряжений или находится в условиях скользящей заделки при дей-

ствии периодической цепочки сил вне зоны контакта; 
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– показано, что в плоских контактных задачах для упругого клина учет 

переменности коэффициента Пуассона по угловой координате может изме-

нять свойства ядра интегрального уравнения и приводить к появлению лога-

рифмических членов в регулярном асимптотическом решении; 

– решены периодические задачи о системах жестких включений, а так-

же задачи о паре включений в пространственном упругом клине с использо-

ванием регулярного асимптотического метода в предположении связи между 

двумя безразмерными геометрическими параметрами (относительное рас-

стояние между включениями и их относительная удаленность от ребра кли-

на); 

– решены интегральные уравнения плоских задач о жестких включени-

ях в упругом клине, которые являются предельными случаями уравнений со-

ответствующих периодических задач; для их решения применены регуляр-

ный и сингулярный асимптотические методы, а также метод, основанный на 

специальной аппроксимации ядра. 

Научная новизна работы состоит в следующем: 

– разработана модель тела с угловой линией в виде клина двугранного 

угла при исследовании пространственно периодических физических процес-

сов, описываемых трехмерными уравнениями Лапласа и Ламе упругого рав-

новесия со смешанными граничными условиями; 

– периодические смешанные и контактные задачи для уравнений Лап-

ласа и Ламе в пространственном клине сведены к новым интегральным урав-

нениям, ядра которых разбиты на «плоские» и «пространственные» части; в 

случае расходимости ядра предложен метод его регуляризации; в периодиче-

ской контактной задаче для упругого клина с одной жестко заделанной гра-

нью проведен учет сил трения перпендикулярных ребру клина; 

– в периодических контактных задачах для упругого клина с неизвест-

ной областью контакта показана возможность перколяции (слияния соседних 

зон контакта) при усилении контакта; на линиях возможного слияния кон-

тактных пятен обнаруживаются новые интегрируемые особенности ядер ин-
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тегральных уравнений, требующие регуляризации при численном методе 

решения; 

– в плоских контактных задачах для упругого клина с переменным по 

угловой координате коэффициентом Пуассона получены новые асимптотиче-

ские решения по сравнению со случаем однородного клина; 

– получены новые интегральные уравнения периодических задач о же-

стких включениях, а также о двух включениях в трехмерном упругом клине и 

найдены их регулярные асимптотические решения; 

– впервые получены асимптотические решения плоских задач о жест-

ком включении в упругом клине, а также замкнутое решение при специаль-

ной аппроксимации символа ядра интегрального уравнения. 

Обоснованность и достоверность результатов обеспечивается поста-

новками решаемых задач с учетом регуляризации, применением строгих ма-

тематических численных и асимптотических методов решения, совпадением 

результатов при применении для решения одной и той же задачи разных мето-

дов, совпадением результатов в частных случаях с известными результатами. 

Например, ядра интегральных уравнений периодических задач, разбитые на 

«плоскую» и «пространственную» части сравнивались в частных случаях 

(полупространство, четверть пространства) с ядрами в форме без квадратур. 

Научное и теоретическое значение результатов исследований. Раз-

витый метод регуляризации расходящегося ядра интегрального уравнения 

может быть применен и в других аналогичных задачах со смешанными гра-

ничными условиями. Результаты расчетов могут быть использованы для кон-

троля точности прямых методов типа метода конечных элементов при нали-

чии у тела угловой линии. 

Практическая ценность работы. Рассмотренные периодические зада-

чи для клина в силу симметрии эквивалентны непериодическим смешанным 

задачам для клина усеченного двумя перпендикулярными ребру плоскостя-

ми. В контактных задачах на таких плоскостях следует ставить условия 

скользящей заделки. Модель усеченного клина конечной длины вдоль ребра 
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более соответствует практическим задачам, чем клин с бесконечным ребром. 

Результаты могут также быть востребованы для прочностного анализа тел с 

угловой линией и периодическим рельефом поверхности после лазерной об-

работки. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и 

обсуждались на XVIII и XXI международных конференциях «Современные 

проблемы механики сплошной среды» (Ростов-на-Дону, 2016 и 2023 г.), на 

XIII Всероссийском съезде по теоретической и прикладной механике (Санкт-

Петербург, 2023 г.), на Всероссийской школе «Математическое моделирова-

ние и биомеханика в современном университете» (Дивноморское, 2024 г.), на 

Всероссийской конференции «Актуальные проблемы науки и техники» (Рос-

тов-на-Дону, 2024 г.), на международной конференции «Интеллектуальные 

информационные технологии и математическое моделирование 2024» (Див-

номорское, 2024 г.). 

Публикации. Основные материалы диссертации опубликованы в 11 

работах [132-142], в том числе 4 статьях [132-135], входящих в Перечень 

ВАК, Scopus, Web of Science. 

Личный вклад автора. В работах [132,134-136,142] постановки задач 

и рекомендации по выбору методов решения принадлежат соавторам в рав-

ной степени, аналитические и численные исследования и основные результа-

ты — автору диссертационной работы. В [133] исследование задачи с трени-

ем вдоль ребра клина принадлежит соавторам, а задачи с трением перпенди-

кулярно ребру клина — автору диссертации. В [137,138,140,141] исследова-

ния задач для слоя или полупространства принадлежат соавторам, а задач для 

клина — автору диссертации. 

Объем и структура диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, 3-х глав, заключения, списка литературы и приложения. Общий 

объем работы составляет 131 страницу, включая 31 рисунок, 15 таблиц, спи-

сок литературы, который содержит 142 наименования и разбит на части: рус-
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скоязычные публикации, работы на иностранных языках, публикации соис-

кателя ученой степени. 

В первой главе рассматриваются периодические задачи со смешанны-

ми граничными условиями для трехмерного уравнения Лапласа в простран-

ственном клине двугранного угла. При помощи метода интегральных преоб-

разований Фурье и Конторовича−Лебедева задачи сводятся к интегральным 

уравнениям по области смены граничных условий, периодически повторяю-

щейся вдоль ребра клина. В зависимости от типа граничных условий (Дирих-

ле или Неймана на одной грани клина) ядро интегрального уравнения соот-

ветственно представляется сходящимся или расходящимся рядом. В случае 

задачи теплопроводности расходимость можно интерпретировать как пере-

грев грани клина, на которой есть пространственно периодический приток 

тепла, при нулевом оттоке тепла на другой грани клина. В случае расходимо-

сти предлагается регуляризация краевой задачи путем введения дополни-

тельного периодического точечного воздействия на грани клина, удовлетво-

ряющего определенным условиям (задается отток тепла в случае задачи теп-

лопроводности). При заранее неизвестной области смены граничных условий 

для решения интегральных уравнений предлагается использовать численный 

метод нелинейных уравнений Б.А. Галанова. Развитый подход применим и к 

системам уравнений Лапласа со связанными граничными условиями, кото-

рые возникают в представлении Папковича−Нейбера общего решения урав-

нений Ламе упругого равновесия. В случае периодических задач для упруго-

го клина, как показано в последующих главах, возникают аналогичные инте-

гральные уравнения с более сложными ядрами, но принципиальные части 

ядер такие же, как в уравнениях главы 1. 

Во второй главе в п. 2.1 в пространственно-периодической постановке 

исследуется контактная задача теории упругости для клина (имеет двухгран-

ный угол, частные значения угла соответствуют полупространству и четвер-

ти пространства). Учитываются кулоновские силы трения в неизвестной об-

ласти контакта, которые перпендикулярны ребру клина. Одна из граней кли-
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на жестко фиксирована, а другая контактирует с бесконечной прямолинейной 

цепочкой одинаковых жестких штампов, ось цепочки параллельна ребру 

клина. Получено интегральное уравнение, ряд в его ядре, связанный с ком-

понентами Черрути вклада сил трения, точно просуммирован. Для решения 

задачи применяется численный метод нелинейных интегральных уравнений 

Б.А. Галанова, позволяющий одновременно определить область контакта и 

контактные давления. Проведен расчет механических характеристик, изучен 

переход от дискретной к непрерывной области контакта бесконечной длины. 

В п. 2.2 и 2.3 соответственно исследуются пространственно-периодические 

проблемы нормального контакта для упругого клина с одной свободной от 

напряжений или закрепленной скользящей заделкой гранью. Другая грань 

клина подвержена внедрению бесконечной периодической прямолинейной 

системы жестких штампов, расположенных вдоль ребра клина (двухгранного 

угла). Система штампов вызывает бесконечное нормальное смещение грани 

клина (кроме случая полупространства со скользящей заделкой по полуплос-

кости). Для регуляризации расходящегося ядра интегрального уравнения от-

носительно контактных давлений берется дополнительная периодическая 

система нормальных сил, действующих вне области контакта. Эта система 

параллельна цепочке штампов и имеет тот же период. Силы в регуляризую-

щей цепочке равны по модулю и направлены противоположно силам, прило-

женным к штампам. Метод регуляризации эквивалентен известному подходу, 

связанному с введением относительного смещения. Рассматриваются два 

случая регуляризации: цепочка сил приложена вне ребра клина (первый слу-

чай) или на ребре (второй случай). После регуляризации интегрального урав-

нения применяется численный метод Б.А. Галанова, области контакта и кон-

тактные давления находятся одновременно. Ядра интегральных уравнений 

линейно-периодических задач содержат слагаемые, возникающие в соответ-

ствующих плоских контактных задачах, в задаче Герца и дополнительные 

члены. Рассмотренный в п. 2.1 случай жесткой заделки грани клина двух-

гранного угла не требует регуляризации, поскольку в «плоской» части ядра 
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возникает символ типа th(Au)/u, обеспечивающий сходимость интеграла при 

u→0. Такого же типа символ возникает и в случае полупространства, поло-

вина границы которого закреплена жесткой или скользящей заделкой [44]. В 

отличие от этих случаев для свободной от напряжений или закрепленной 

скользящей заделкой грани клина в «плоской» части ядра интегрального 

уравнения пространственной линейно-периодической контактной задачи 

возникает символ типа cth(Au)/u, вызывающий расходимость интеграла при 

u→0 и бесконечную постоянную в ядре [5]. Чтобы убрать бесконечную по-

стоянную, в плоских контактных задачах для клина дифференцируют по-

членно одномерное интегрального уравнения (тип ядра меняется с логариф-

мического на сингулярный типа Коши), из-за этого не удается определить 

связь между вдавливающей силой и осадкой штампа, контактное давление 

находится через силу, действующую на штамп [5]. Для пространственных 

контактных задач дифференцирование двумерного интегрального уравнения 

по одному из аргументов требует последующего нахождения уже не произ-

вольной постоянной, а произвольной функции. Поэтому здесь используется 

другой подход, связанный с введением относительного смещения в условие 

контакта. В п. 2.4 изучаются задачи контакта для плоского упругого клина, 

когда пуассоновский коэффициент непрерывно меняется по угловой коорди-

нате. В частном случае возникают уравнения для однородного клина, изу-

ченные ранее [5]. Область контакта имеет конечную длину на одной грани 

клина и не достигает его вершины, другая же грань жестко фиксирована либо 

свободна от напряжений. Задачи ведут к интегральным уравнениям, получе-

ны точные формулы для ядер. Получены регулярные асимптотические реше-

ния, которые эффективны для зон контакта относительно удаленных от вер-

шины клина. Выяснено, что для данного типа неоднородности материала в 

асимптотиках могут встречаться логарифмические члены, отсутствующие в 

известных решениях для однородного клина. 

В третьей главе в п. 3.1 рассматриваются задачи о системах тонких 

жестких эллиптических включений (два одинаковых включения, периоди-
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ческая система включений) в трехмерном упругом клине двухгранного угла, 

на внешних гранях клина ставятся условия жесткой или скользящей задел-

ки. Задачи сведены к интегральным уравнениям с симметричными ядрами. 

Для характеристики расположения включений в биссекториальной полу-

плоскости клина предложены два безразмерных геометрических параметра. 

В предположении линейной связи между параметрами для решения приме-

няется регулярный асимптотический метод. Асимптотика для двух включе-

ний сравнивается с соответствующими решениями для единичного включе-

ния в клине и для периодической цепочки включений, ось которой парал-

лельна ребру клина. В п. 3.2 рассматриваются проблемы теории упругости 

для плоского клина, в середине которого имеется тонкое жесткое включе-

ние конечной длины, сдвигаемое в направлении биссектрисы. На обеих гра-

нях клина ставятся условия жесткой или скользящей заделки. С применени-

ем интегрального преобразования Меллина проблемы приводятся к инте-

гральным уравнениям относительно касательных напряжений. Относитель-

ная дистанция включения от угловой точки характеризуется одним безраз-

мерным геометрическим параметром. Для получения решений интеграль-

ных уравнений привлекаются три метода. В первом методе удается постро-

ить замкнутое решение на основе специальной аппроксимации символа яд-

ра. В ходе второго метода решение разлагается по степеням малого пара-

метра, давая регулярные асимптотики, эффект от которых проявляется при 

достаточной удаленности включения от угловой точки. В ходе третьего ме-

тода конструируются сингулярные асимптотики, эффект от них проявляется 

для включений, достаточно близких к угловой точке. На базе этих трех под-

ходов сделан численный анализ при варьировании граничных условий, без-

размерного параметра, угла клина и коэффициента Пуассона. 

Для проведения расчетов составлены программы на Фортране. По-

скольку программа метода Б.А. Галанова опубликована [41], как и програм-

мы решения систем линейных алгебраических уравнений [72], в приложе-
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нии приводится фрагмент программы расчета ядра интегрального уравне-

ния периодической контактной задачи для пространственного клина. 

Контактные явления случаются буквально повсюду, что обуславливает 

интерес к контактным задачам во всем мире. Выявить напряженно-

деформированное состояние тела в окрестности зоны контакта возможно 

только в результате исследования контактных задач. За рубежом для реше-

ния таких задач в основном используется метод конечных элементов [97]. 

Однако в трехмерном случае этот метод может давать существенные по-

грешности при учете трения и геометрических особенностей тела. Числен-

ным методам в механике контакта посвящены монографии [126,129]. В на-

шей стране для решения задач математической физики развиваются сеточные 

методы [71,77,78,123], специфические методы решения обратных коэффици-

ентных задач [28]. После выхода обзорной монографии [70] в области кон-

тактных задач было издано немало монографий и статей, часть из которых 

уже упоминалась выше. Б.А. Галанов разработал нелинейный численный ме-

тод решения пространственных контактных задач с неизвестной зоной кон-

такта [31]. Весьма распространенным является метод интегральных преобра-

зований [82], позволяющий свести контактную задачу к интегральному урав-

нению первого рода, решение которого в общем случае представляет некор-

ректную задачу [79]. В силу особенностей ядер интегральных уравнений кон-

тактных задач для их решения удалось развить асимптотические методы [4-

7,29,70], регулярный и сингулярный, последний метод включает метод Вине-

ра−Хопфа [57]. Динамике контакта посвящены, среди прочих, монографии 

[14,34,45-47]. А.А. Бобылев применил метод сопряженных градиентов к ре-

шению задач дискретного контакта [20], разработал алгоритм решения задач 

дискретного контакта с использованием оператора Пуанкаре−Стеклова [21-

24]. 

Пионерскими в области задач периодического контакта считаются ра-

боты [122,125]. В настоящее время можно выделить метод локализации И.Г. 

Горячевой, применяемый для систем круговых инденторов [35,36,106]. В 
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этом методе влияние соседних штампов учитывается через точное решение 

Л.А. Галина для сосредоточенной силы, приложенной вне круговой области 

контакта. Следует учитывать, что метод локализации не работает в зоне пер-

коляции (слияния соседних областей контакта) при a/L>0.7, где a ― харак-

терный размер единичной области контакта, L ― период системы (предпола-

гается совпадение периодов в направлениях осей) [85]. Явление перколяции 

изучалось в работах [130,131] при использовании быстрого преобразования 

Фурье, что привело к уточнению решения К. Джонсона и соавторов 

[42,111,130] для двоякопериодического контакта. В.М. Александров, по-

видимому, впервые применил теорию обобщенных функций для расщепле-

ния ядра интегрального уравнения двоякопериодической контактной про-

блемы для слоя [8]. Изучалось влияние сил трения, износа, сцепления и адге-

зии при периодическом контакте упругих тел [37,73,74,101-106]. 

В.А. Кондратьев обосновал разрешимость краевых задач для эллипти-

ческих уравнений в областях с угловыми точками [48]. И.И. Ворович и соав-

торы разработали вопросы разрешимости интегральных уравнений некласси-

ческих смешанных задач [29]. Беркович В.Н. развил метод граничных инте-

гральных уравнений и исследовал плоские и антиплоские смешанные задачи 

динамической теории упругости для клиновидных, а также косослоистых об-

ластей с разрывными граничными условиями, проработал вопросы их разре-

шимости и подходы к построению приближенных решений, проанализировал 

характер формирования волнового поля, возбуждаемого источниками коле-

баний на границах, исследовал концентрацию напряжений вблизи угловых 

точек [18], а также получил точное решение одного класса интегральных 

уравнений смешанных задач упругости и математической физики [17]. 

Общее решение уравнения Лапласа в цилиндрических координатах в 

клине получается при помощи интегральных преобразований Фурье и Кон-

торовича−Лебедева [82]. В фундаментальные решения для пространственно-

го клина входит модифицированная функция Бесселя (функция Макдональ-

да) [43,52]. Для пространственного упругого клина в работах А.Ф. Улитко, 
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Е.И. Орлюка, И.А. Лубягина, Д.А. Пожарского и М.И. Чебакова были полу-

чены фундаментальные решения, включающие решения вспомогательных 

уравнений Фредгольма второго рода [62,81]. В частных случаях эти решения 

совпадают с известными решениями задач Буссинеска, Черрути и Миндлина 

[83,119]. Рассматривалась пространственно-периодическая контактная задача 

для клина из несжимаемого материала (без трения) при жесткой фиксации 

одной грани [59]. Решения многих контактных плоских и пространственных 

задач для упругого клина, в том числе неоднородного и составного, приведе-

ны в монографиях [1,5,11,29,62,88]. Исследовались плоские контактные зада-

чи для клина с переменным по углу модулем сдвига и постоянным коэффи-

циентом Пуассона [1]. При этом ядро интегрального уравнения строилось 

численно, отмечалось изменение асимптотики ядра по сравнению с однород-

ным случаем. По-видимому, впервые А.Н. Бородачев [96] построил точное 

фундаментальное решение для слоя с переменным коэффициентом Пуассона 

при помощи представления Фрайбергера [108]. 

Решения задач для тел с включениями могут иметь приложения в ме-

ханике композитов. Большинство публикаций по включениям посвящено 

плоским задачам [3,6,39,40,67,115]. В различных постановках изучались за-

дачи о периодических системах включений в упругой плоскости [3,39]. Рас-

сматривалось напряженно-деформированное состояние упругой полосы с 

жестким [6] или упругим [40] или включением. Анализировались задачи в 

нелинейной постановке, содержащей граничные условия с неравенствами 

[66,115-117]. 
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Глава 1. Периодические смешанные задачи для уравнения Лапласа 

в клине 

 

В пространственном клине двугранного угла в цилиндрических коорди-

натах изучаются периодические задачи со смешанными граничными усло-

виями для трехмерного уравнения Лапласа. При использовании метода инте-

гральных преобразований краевые задачи сводятся к интегральным уравне-

ниям по области смены граничных условий, которая расположена на одной 

грани клина периодическим образом вдоль ребра. В зависимости от гранич-

ных условий на другой грани ядро интегрального уравнения может сходиться 

или расходиться. В последнем случае проводится регуляризация смешанной 

задачи посредством дополнительного периодического воздействия на грань 

клина, на которой располагаются области смены граничных условий. В пред-

положении, что эти области априори неизвестны для решения предлагается 

применять численный метод нелинейных уравнений Б.А. Галанова. Данный 

подход, как будет показано в следующих главах, применим также к периоди-

ческим смешанным задачам для системы уравнений Ламе упругого равнове-

сия в трехмерном клине. 

Уравнение Лапласа является одним из наиболее известных в 

математической физике. В цилиндрических координатах в трехмерном клине 

решение уравнения Лапласа может быть представлено интегралами Фурье и 

Конторовича−Лебедева [62,82]. Пространственно периодические 

текстурированные поверхности могут возникать в результате лазерной 

обработки [104,127]. В аналогичной периодической задаче для упругого 

клина с одной жестко заделанной гранью ядро интегрального уравнения 

сходится [133]. Если же на одной грани упругого клина отсутствуют 

напряжения или она лежит без трения не недеформируемом основании, то 

ряд в ядре не сходится и проблемы нуждаются в регуляризации. В главе 1 

объясняется, что аналогичная картина имеет место в более простых 
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интегральных уравнениях периодических смешанных граничных проблемах 

для уравнения Лапласа в клине. 

 

1.1.   Постановки задач 

Применяя цилиндрические координаты, опишем клин двугранного угла 

α неравенствами {0≤r<∞, 0≤ϕ≤α, |z|<∞}, ребро совпадает с осью z. Частными 

случаями служат полупространство (α=π) и четверть пространства (α=π/2). 

Сформулируем периодические смешанные краевые задачи A1 и A2 в клине 

для уравнения Лапласа ∆u=0 относительно функции u=u(r,ϕ,z): 

;),(  ,0   ;),(  ),,(   : ∗∗ Ω∉=
ϕ∂

∂Ω∈=α=ϕ zr
u

zrzrfu  

                           .0  A2)   ;0  A1)   :0 =
ϕ∂

∂==ϕ u
u                                            (1.1) 

Пусть периодическая по z область ∗Ω  имеет период 2l, объединяя бес-

конечный набор конечных выпуклых областей с гладкой границей, располо-

женных вдоль ребра клина, не касаясь его (рис. 1.1): 

U
∞

−∞=

∗ Ω=Ω
k

k , 

при этом область 0Ω=Ω  симметрична по z и содержит точку (c,0). Ось пе-

риодической системы областей kΩ  параллельна ребру клина. Функция 

f(r,z)― гладкая и периодическая по z с периодом 2l, имеет максимум в точке 

(c,0). Должна существовать подобласть области Ω, где f(r,z)>0. Для опреде-

ленности предположим, что 

                                              .)(),( 22 BzcrAzrf −−−δ=                               (1.2) 

Предположим, что область Ω неизвестна и выполняются условия 

;),(  ,0    ;),(  ,0),(    : Ω∂∈=
ϕ∂

∂Ω∈≥=
ϕ∂

∂α=ϕ ∗ zr
u

zrzrq
u

r

k
 

                                                ,\),(  ),,( Ω∈> Szrzrfu                                  (1.3) 
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где S={|r−c|≤d, |z|≤l} ― прямоугольник, включающий область Ω (d<c), ∗k  ― 

размерный коэффициент (например, коэффициент теплопроводности, в этом 

случае q(r,z) ― плотность теплового потока). 

 
Рис. 1.1 ― Области смены граничных условий 

 

При известной функции f(r,z) (1.2) и значениях α, d, ∗k  и l нужно опре-

делить функцию q(r,z), (r,z)∈Ω и саму область Ω. Гармоническая функция u 

должна убывать при r→0 и r→∞ в соответствие с ее представлением инте-

гралом Фурье−Конторовича−Лебедева [62,82]. Интегральная характеристика 

искомой функции (например, количество тепла, проходящего через Ω в еди-

ницу времени) вычисляется по формуле 

                                                      ∫∫
Ω

= Qdrdzzrq ),( .                                        (1.4) 

Условия типа (1.2), (1.3) и (1.4) можно встретить также в контактных за-

дачах теории упругости [62]. 

В случае стационарного процесса теплопроводности задача A2 некор-

ректна, так как суммарный поток тепла через границу клина должен быть ра-

вен нулю [80]. 

ϕ=α 

ϕ=0 

z 
r=c 

2l 

c 

Ω 
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1.2.   Интегральные уравнения. Регуляризация 

Смешанные задачи (1.1) при помощи интегральных преобразований Фу-

рье по z и Конторовича−Лебедева по r [82] сводятся к интегральному уравне-

нию 

                              ,),(   ,),(2),,,(),( Ω∈π=∫∫
Ω

∗ zrzrfkdxdyzryxKyxq             (1.5) 

∫ ∫ ∑
∞∞ ∞

−∞=
β+−βββπ

π
=

0 0
2 ))2(cos()()()()(sh

4
),,,(

k
iuiu dudlkyzrKxKuWuzryxK , 

).(cth)(   B)   ),(th)(   A) uuWuuW α=α=  

Можно показать, что для задачи A1 ряд в ядре уравнения (1.5) сходится, 

а для задачи A2 ― расходится. Например, для полупространства ( π=α ) на 

основании известных интегралов ([62], формулы (109)) ядро (1.5) преобразу-

ется к виду 

                                   , 
2

arctg
2

1
1

),,,( ∑
∞

−∞=









π
−=

k

k

k xr

R

R
zryxK                     (1.6) 

22 )2()( klyzxrRk +−+−=  

для задачи A1 (ряд сходится) или 

                                                 ∑
∞

−∞=
=

k kR
zryxK

1
),,,(                                       (1.7) 

для задачи A2 (ряд расходится). Сходимость ряда (1.6) базируется на соот-

ношении ([75], формулы 4.4.5 и 4.4.8) 

)0(   
1

 arctg
2

 arctg ≥−π= z
z

z . 

С физической точки зрения, если u ― температура, расходимость в за-

даче A2 связана с перегревом клина из-за отсутствия оттока тепла на нижней 

грани клина (рис. 1.1). 

Преобразуем ядро (1.5) при помощи соотношения [33] 

                     ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
π−βδ−βπ=+−β

k k
klyzlkyz )22())(cos(2))2(cos( ,        (1.8) 
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где δ(x) ― δ-функция Дирака. Для задачи A1, используя известные интегра-

лы и пределы [59,68,69], получим 

              duuu
l

du
x

r
u

u

u

l
zryxK uΣαπ

π
+α= ∫∫

∞∞
)( th)(sh

4
)lncos(

)( th1
),,,(

00

,     (1.9) 

∑
∞

=
−πππ=Σ

1
))(cos()()(

k
iuiuu yz

l

k
r

l

k
Kx

l

k
K . 

Первое слагаемое в правой части формулы (1.9) возникает в соответст-

вующей плоской краевой задаче для клина. Методом работы [59] выделим из 

интегралов (1.9) главные части (C ― постоянная Эйлера): 

+−++







−++= ∑

∞

=
−+ |)/ln(|4

||
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1C1111
),,,(
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llklRRR
zryxK
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
 −+


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


−α+ ∫
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x
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l 0

)exp(lncos]1)(th[
1

 

                                       duuuu
l uΣπ−απ

π
+ ∫

∞
)](cth)(th)[(sh

4

0

,                      (1.10) 

2222 )2()(  ,)()( klyzxrRyzxrR k ±−+−=−+−= ± . 

Логарифмический член плоской задачи в (1.10) несет устранимую осо-

бенность. Главным в (1.10) является член R/1  ядра интегрального уравнения 

пространственной задачи для единичной области смены граничных условий. 

Это ядро для единичной области смены граничных условий возникает из яд-

ра (1.9) в результате предела 

∫
∞

∞→
β−βββ

π
=Σ

0

))(cos()()(
11

lim dyzrKxK
l iuiuu

l
. 

В случае задачи A2 в ядре типа (1.9) первое слагаемое в правой части 

меняется на расходящийся в нуле интеграл (C∞ ― бесконечная постоянная 

[5], формула (6.96)) 

                       
)2/()2/(

0

ln
1

)lncos(
)(cth 1

απαπ

∞

∞








−






−=α
∫

r

x

x

r

l
Cdu

x

r
u

u

u

l
.    (1.11) 
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В плоских смешанных задачах теории упругости для клина для устране-

ния бесконечной постоянной в (1.11) интегральное уравнение почленно диф-

ференцируют [5]. При этом главная логарифмическая часть дает сингулярное 

интегральное уравнение с ядром типа Коши. Для двумерных интегральных 

уравнений дифференцирование по одному из аргументов приводит к пробле-

ме нахождения не произвольной постоянной, а произвольной функции. По-

этому здесь предлагается подход, связанный с регуляризацией самой краевой 

задачи путем замены первого граничного условия (1.1) при ϕ=α на относи-

тельное условие 

                                        ,),(  ),,(   : ∗
∗ Ω∈=−α=ϕ zrzrfuu                        (1.12) 

где ∗u  ― значение функции u при действии на грани клина ϕ=α периодиче-

ской системы сосредоточенных воздействий интенсивности Q с периодом 2l. 

Эти воздействия должны быть таковы, чтобы выполнялось условие коррект-

ности задачи стационарной теплопроводности [80] 

                                                      ∫∫
Σ

=
ϕ∂

∂
,0

1
drdz

u

r
                                        (1.13) 

где Σ ― поверхность клина. Вместо замены первого условия (1.1) на (1.12) 

можно заменить второе условие (1.1) на 

                           ∗
∞

−∞=

∗ Ω∉+δ−δ−=
ϕ∂

∂α=ϕ ∑ ),(  ,)2()(   : zrlkzhrQ
u

r

k

k
,         (1.14) 

где постоянная h>0 такова, что система точечных воздействий (отток тепла) 

лежит вне области ∗Ω . Условие (1.12) выполняется за счет выбора (1.14). 

Чтобы регуляризовать краевую задачу A2 берется условие (1.12) или 

(1.14), метод суперпозиции с учетом того, что разность двух расходящихся 

рядов может сходиться. Регуляризующая система воздействий (1.14) имеет 

тот же период 2l, расположена на прямой r=h параллельной оси r=c системы 

областей смены граничных условий. Интенсивность воздействий равна инте-

гральной характеристике Q (1.4). Система точечных воздействий (1.14) в за-

даче A2 приводит к интегральному уравнению со сходящимся ядром 
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           . ),(   ,),(2)],,0,(),,,()[,( Ω∈π=−∫∫
Ω

∗ zrzrfkdxdyzrhKzryxKyxq     (1.15) 

Используя теорию обобщенных функций, формулы (1.8), (1.11), извест-

ные интегралы и пределы [59,68,69], преобразуем ядро уравнения (1.15) к 

форме 
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=
 

При α=π ядро (1.16) дает регуляризацию расходящегося ядра (1.7). 

 

1.3.   Численный метод 

Для решения интегральных уравнений (1.5) и (1.15) применим числен-

ный метод нелинейных граничных интегральных уравнений Б.А. Галанова 

[31]. Метод дает возможномть одновременно найти функцию q(r,z) и область 

Ω. Заключим область Ω, содержащую точку r=c, z=0, в прямоугольник S={|r−

c|≤d, |z|≤l}. Метод базируется на введении специальных нелинейных операто-

ров, сведении задачи к нелинейному интегральному уравнению типа Гам-

мерштейна, для численного решения которого в прямоугольнике S применя-

ется модифицированный метод Ньютона последовательных приближений. 

Доказательство существования и единственности решения аналогично при-

веденному в [31]. 

Введем безразмерные обозначения (штрихи далее опускаем) 
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Параметр λ характеризует относительную удаленность периодической 

цепочки от ребра клина. В обозначениях (1.17) интегральное уравнение (1.5), 

(1.2) запишем в форме 

                     ,),(   ,),,,(),( 22 Ω∈−−δ=∫∫
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∗ zrBzArdxdyzryxKyxq              (1.18) 

где для задачи A1 на основании (1.10) имеем 

+
λ+λ+

−++







−++= ∑

∞

=
−+∗ |))/()ln((|4

||
lnC

1111
),,,(

1 xr

xr

kSSR
zryxK

k kk

 

+






 −+









λ+
λ+−α+ ∫

∞

u

du
u

x

r
uu

0

)exp(lncos]1)(th[  

                                       duuuu u
∗

∞
Σπ−απ

π
+ ∫ )](cth)(th)[(sh

4

0

,                      (1.19) 

22 )2()( kyzxrSk ±−+−=± , 

∑
∞

=

∗ −πλ+πλ+π=Σ
1

))(cos())(())((
k

iuiuu yzkrkKxkK , 

а для регуляризованной задачи A2 на основании (1.16) 
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На рис. 1.2-1.6 показаны графики зависимостей Q(α), Q(λ) и Q(δ) для задач 

A1 и A2, а также границы областей Ω для задачи A1 и графики Q(h) для 

задачи A2. 

 
Рис. 1.2 ― Графики для задачи A1: Q(α) при δ=A=B=ε=1, λ=2 (сплошная линия) и λ=4 
(пунктир) 
 

 
Рис. 1.3 ― Графики для задачи A1: (а) Q(λ) при δ=A=B=ε=1 и (б) Q(δ) при A=B=ε=1, λ=2; в 
обоих случаях α=π/2 (сплошная линия) и α=3π/2 (пунктир) 
 

Интегральная характеристика Q с ростом угла клина снижается в задаче 

A1 и возрастает в задаче A2 (рис. 1.2 и 1.5а). С ростом λ (при отдалении пе-

риодической цепочки областей от ребра клина) Q ведет себя по-разному: 

убывает в задаче A1 и немного увеличивается в задаче A2 (рис. 1.3а и 1.6а). 

Величина Q с ростом δ растет в обеих задачах (рис. 1.3б и 1.6б). 

            0.5              1  α/(2π) 

    Q 
 

 
  0.3 
 
  0.2 
 
  0.1 

     1       2      3           λ 

а 

    Q 
 

 
  0.3 
 
  0.2 

б 

    Q 
 
     1 
 
 
  0.5 

     1            2          δ 



 

 27 

 

 

Рис. 1.4 ― Границы половинок симметричных по z областей Ω в задаче A1 при A=ε=1, 
B=0.2, λ=2: (а) α=π/2 и (б) α=3π/2; δ=1.5 (сплошные линии) и δ=0.5 (точечные линии) 
 

 
Рис. 1.5 ― Графики для задачи A2: (а) Q(α) при δ=A=B=ε=1, h=10, λ=2 (сплошная линия) и 
λ=4 (пунктир) и (б) Q(h) при δ=A=B=ε=1, λ=2, α=π/2 (сплошная линия) и α=3π/2 (пунктир) 
 

В задаче A1 площадь области Ω при α=π/2 больше, чем при α=3π/2 (рис. 

1.4). В задаче A2 наоборот, площадь области Ω при α=π/2 меньше, чем при 

α=3π/2 (A=ε=1, B=0.2, δ=λ=2, h=10). В обеих задачах с ростом δ начинается 

перколяция (слияние соседних областей смены граничных условий, рис. 1.4). 

Ядра (1.10), (1.16) интегральных уравнений имеют дополнительные 

интегрируемые особенности типа 1/R на сторонах прямоугольника S, где 

возможна перколяция. 
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Рис. 1.6 ― Графики для задачи A2: (а) Q(λ) при δ=A=B=ε=1, h=10 и (б) Q(δ) при A=B=ε=1, 
λ=2, h=10; в обоих случаях α=π/2 (сплошная линия) и α=3π/2 (пунктир) 

 

1.4.   Выводы 

Ядра интегральных уравнений рассмотренных пространственных перио-

дических смешанных задач обобщают ядра интегральных уравнений соот-

ветствующих плоских и пространственных задач для единичной области 

смены граничных условий. 

Описанную в этой главе схему исследования периодической проблемы 

со смешанными граничными условиями для уравнения Лапласа можно пере-

нести и на периодические контактным задачам теории упругости [133]. Тогда 

обозначения можно интерпретировать так: q(r,z) ― давление в единичной 

области контакта Ω; δ ― осадка жестких инденторов (эллиптических парабо-

лоидов); r=c ― точка начального контакта индентора и упругого клина в об-

ласти Ω; Q ― силы, действующие на инденторы. В случае регуляризации 

контактной задачи берется дополнительная система сосредоточенных сил 

интенсивности Q с периодом 2l. Ядра интегральных уравнений контактных 

задач сложнее с ядер (1.9) и (1.14), поскольку включают дополнительные 

члены в соответствие с известными более сложными функциями Грина [62]. 

Возникает аналогия между рассмотренными периодическими 

смешанными задачами для уравнения Лапласа в клине и периодическими 

контактными задачами для упругого клина. Задачи сводятся к интегральным 
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уравнениям, ядра которых могут сходиться или расходиться в зависимости от 

типа символа ядра. В случае расходимости аналогия дает возможность 

осуществлять типовую регуляризацию посредством использования 

дополнительных периодических дискретных воздействий. Расходимость ядра 

в задаче A2 не связана напрямую с невыполнением условия корректности 

задачи стационарной теплопроводности (1.12). Например, для случая краевой 

задачи с единичной областью смены граничных условий и условием Неймана 

на другой грани клина условие корректности (1.12) не выполняется, но ядро 

соответствующего интегрального уравнения сходится. Более того, при α=π 

это интегральное уравнение в точности совпадает с интегральным 

уравнением контактной задачи Герца для уравнений Ламе упругого 

равновесия [29]. 

Рассмотренные периодические задачи для клина эквивалентны 

соответствующим непериодическим задачам для усеченного клина 

плоскостями z=±l перпендикулярными ребру, когда имеется единичная 

область смены граничных условий Ω, а при z=±l поставлены условия 

Неймана (рис. 1.7). 

 

Рис. 1.7 ― Усеченный клин плоскостями z=±l перпендикулярными ребру 

ϕ=α 

ϕ=0 

2l 

z=−l 

z=l 
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Глава 2.  Периодические системы штампов на грани упругого клина 

 

2.1.   Одна грань клина жестко заделана 

Изучается пространственно периодическая контактная задача упругости 

для клиновидной области (двухгранный угол, в частных случаях возникают 

полупространство, четверть пространства). В условиях жесткой фиксации 

одной грани тела его другая грань подвергается внедрению бесконечной 

прямолинейной цепочки одинаковых жестких штампов, выстроенных вдоль 

прямой линии параллельной ребру двухгранного угла. В незаданной зоне 

контакта возникают силы трения Кулона перпендикулярные ребру тела. Вы-

писано интегральное уравнение, в ядре которого удалось просуммировать 

ряд, связанный с вкладом сил трения от решения задачи Черрути. При чис-

ленном решении востребован метод нелинейных граничных интегральных 

уравнений Б.А. Галанова, ведущий к одномоментному нахождению области 

контакта и контактных давлений. Изучены механические характеристики, 

перколяция в зоне контакта, т.е. переход от дискретного к непрерывному 

контакту. 

В отличие от задач для несжимаемого материала [59] учитываются силы 

трения Кулона при произвольном коэффициенте Пуассона. 

 

2.1.1.   Постановка задачи 

Рассмотрим линейно упругое клиновидное тело 0≤r<∞, 0≤ϕ≤α, |z|<∞, 

ребро которого направлено по оси z цилиндрической системы координат. 

Грань тела ϕ=0 жестко защемлена. В квазистатической постановке изучим 

периодическую контактную задачу B1 о линейной цепочке одинаковых 

жестких инденторов (период 2l, ось цепочки параллельна ребру тела и 

находится на расстоянии c от нее), внедренных в грань ϕ=α на величину δ и 

начинающих достаточно медленно сдвигаться без перекоса перпендикулярно 

ребру тела (рис. 2.1). Берем в учет кулоновские силы трения коллинеарные 
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направлению движения и действующие против движения. Предполагается 

симметрия по z. К инденторам приложены нормальные силы P на расстоянии 

H от ребра и касательные силы T=µP (µ — коэффициент кулоновского 

трения). Пусть незаданные пятна контакта априори заключены в известные 

соприкасающиеся прямоугольники со сторонами 2l и 2a (рис. 2.1, a<c). 

Полуось r пересекает прямоугольник S, содержащий пятно контакта Ω, в 

котором основание индентора определяется функцией f(r,z), вне S эта 

функция продолжается периодически по z с периодом 2l. Пусть далее 

                                              
2

2

1

2

22

)(
),(

R

z

R

cr
zrf +−= ,                                    (2.1) 

где 21 RR ≤ . 

 

 

Рис. 2.1 — Схема контакта (грань ϕ=α). Грань ϕ=0 жестко защемлена (задача B1) 
 

Граничные условия задачи B1 выпишем в виде (Ω* — объединенная об-

ласть контакта) 
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При известных модулях упругости G (модуль сдвига), ν (коэффициент 

Пуассона), величинах α, a, c, l, δ, µ и функции f(r,z) требуется определить об-
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ласть контакта Ω и контактное давление σϕ(r,α,z)=−q(r,z), (r,z)∈Ω, затем при 

использовании интегральных условий равновесия инденторов могут быть по-

считаны значения P и H. 

 

2.1.2.   Основные уравнения 

Для пространственного упругого клина с одной жестко фиксированной 

гранью функции Грина включают решения вспомогательных интегральных 

уравнений Фредгольма второго рода [58,62]. Беря суперпозицию этих функ-

ции в условиях (2.2), учитывая периодичность, получим интегральное урав-

нение относительно контактного давления (θ=G/(1−ν), n=0, 1) 
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Здесь Kiu(r) — цилиндрическая функция Макдональда (Бесселя), а функ-

ции ),( xun βΨ  при фиксированном βx подчиняются интегральным уравнени-

ям Фредгольма второго рода (0≤u<∞) 
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Для сходимости ряда в ядре ),,,(0 zryxK  важно, что его символ )(uW  

имеет тип тангенса гиперболического. Интегральное уравнение (2.3) при α=π 

совпадает с полученным ранее для полупространства [44]. При ν=0.5 ядро 

уравнения (2.3) принимает вид 
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В случае µ=0 формулы (2.5) дают известное ядро [59]. 

Для упрощения ядра уравнения (2.3) возьмем сотношение [33] 
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где δ(x) ― δ-функция Дирака. При вычислении интегралов с δ-функцией 

(2.6) требуются значения пределов 
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возникающих в ядре (2.3) при k=0. 

Пределы (2.7) приводят к соответствующей плоской задачей. Удерживая 

в ядре уравнения (2.3) только член при k=0 (единичный штамп) для полосо-

вой области контакта вдоль ребра клина, применяя преобразование Фурье по 

z и совершая предельный переход β→0 при учете формул (2.7), приходим к 

известному ядру интегрального уравнения контактной задачи с трением для 

плоского клина [62] 
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Отделим принципиальные члены ядра (2.3). Для функции ),,,(0 zryxK  

берем интегралы и ряд [62,68,69] (C ― постоянная Эйлера) 
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а для зависящей от µ части ядра применим интеграл и ряд [62,68,69] 
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Ряд (2.9) дает возможность просуммировать слагаемые, порожденные 

решением задачи Черрути для полупространства. 
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В итоге перепишем ядро (2.3) так: 
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В соотношениях (2.10) улучшена сходимость интегралов при учете 

асимптотического поведения функций на бесконечности. Равенства (2.10) со-

держат члены, входящие в ядра известных интегральных уравнений про-

странственных и плоских контактных задач с трением для единичного штам-

па; в пределе при l→∞ получаются известные ядра для одного штампа. Осо-

бенность логарифмического слагаемого в ядре ),,,(0 zryxK  является устра-

нимой при r→x [59]. 

 

2.1.3.   Численный метод 

Для приближенного решения задачи B1 используем метод Б.А. 

Галановым [31], позволяющий провести одновременное определение области 
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контакта и давления. Распространим интегрирование в (2.3), (2.1) 

прямоугольник S, включающий область Ω (рис. 2.1). Вспоминая об 

отсутствии контакта и равенстве нулю давления в S\Ω, запишем систему 

равенств и неравенств 
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)()()( MqMqMqq −+ +==  

позволяют свести систему (2.11) к нелинейному операторному уравнению 

гаммерштейнского типа 

                                dKpppMp −+≡ΘΩ∈=Θ +−      ),(   0 ,                    (2.12) 

где p=p(M), p±=p±(M), d=d(M), 
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S

dNMNKNpKp ),()( .                              (2.13) 

Интегральное неравенство (2.11) удовлетворено автоматически. Можно 

доказать эквивалентность системы (2.11) и уравнения (2.12) [31,62]. 

Процедура численного решения уравнения (2.12) основана на 

модифицированном методе Ньютона с построением последовательных 

приближений 

dpnMppppFpp nnnnnn ===Θ−= −
+ 0

1/
1    ,...,1 ,0   ),(   ,  )( , 

где F ― дифференцируемый оператор, аппроксимирующий оператор Θ по 

равномерной метрике [31,62]. 

Если для единичного штампа [31,62] первое ядро (2.10) в S имеет 

классическую особенность R−1, то здесь возникают дополнительные 

интегрируемые особенности 1
1 )( −±R  в точках lyzxr 2 , ±=−=  на сторонах S 
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(точки на рис. 2.1). В вычислениях ядра в интегралах типа (2.13) особенности 

сглаживались по формуле (k=0;1) 

16
)2()()2()( 212222 hh

klyzxrklyzxr +±−+−→±−+− , 

где h1 и h2 — шаги сетки по осям r и z. 

Привлекаем безразмерные обозначения (далее штрихи опускаем) 
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Параметр λ характеризует относительную удаленность цепочки штам-

пов от ребра клина. В безразмерных обозначениях части ядра (2.10) транс-

формируются так ( ±
kS  см. формулы (1.19)): 
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В табл. 2.1 и 2.2 можно увидеть значения P(δ) (λ=3, ν=0.5, µ=0.2, ε=1) и 

P(λ) (δ=1.5, ν=0.5, µ=±0.2, ε=1) при изменении угла клина α, вычисленные 

для A=1 и B=0.5. Значения силы P снижаются при увеличении угла клина, 

при удалении системы инденторов от ребра и возрастают с ростом осадки. 

Для упругого полупространства соответствующие значения меньше, чем в 

случае четверти пространства, это связано с изменением взаимного располо-

жения заделанной грани и зоны контакта. Для полупространства из несжи-

маемого материала знак µ не оказывает влияения на P (см. уравнения (2.3) и 

(2.5)). Направленность сил трения ощутимо влияет на силу P при ν=0.5 с слу-

чае контакта вблизи ребра остроугольного клина. Для несжимаемой четверти 

пространства при µ<0 (силы трения направлены в положительном направле-

нии полуоси r) значения P меньше, чем при µ>0 (см. табл. 2.2). Противопо-

ложная ситуация наблюдалась для сжимаемого полупространства (α=π, 

ν=0.25) [44]. Отмеченное поведение интегральной характеристики P корре-

лирует со знаком связанной с µ части фундаментального решения плоской 

задачи (2.8), которое является нормальным перемещением (с обратным зна-

ком), вызванным действием касательной силы, приложенной в точке r=x и 

направленной к углу клина [62]. При r<x для полуплоскости указанное нор-

мальное перемещение точек границы 0),( ≤π=αϕ ru  (ν=0.25) [44], тогда как 

для несжимаемой четверти плоскости 0)2/,( ≥π=αϕ ru  (ν=0.5), что может 

оказывать разнонаправленное влияние на контакт. 

 

                                           Таблица 2.1 ― Значения P(δ);задача B1 

δ 0.4 0.8 1.2 
  α=π/2   0.0728  0.189  0.325 
  α=π   0.0588  0.144  0.243 
  α=3π/2   0.0553  0.134  0.223 
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                                         Таблица 2.2 ― Значения P(λ);задача B1 

λ 1.4 2.4 3.4 
α=π/2, µ=0.2    0.656  0.480  0.416 
α=π/2, µ=−0.2    0.567  0.436  0.383 
α=π, ∀µ    0.413  0.340  0.309 
α=3π/2, µ=0.2    0.368  0.310  0.285 
α=3π/2, µ=−0.2    0.358  0.304  0.279 

 

Для инденторов, которые достаточно вытянуты вдоль оси цепочки, с 

возрастанием осадки δ имеет место растягивание пятна контакта с выходом 

на боковые стороны S (показаны точками на рис. 2.1), это означает начало 

перколяции (слияние областей контакта). На рис. 2.2 нанесены графики (а) 

minδ(λ) и (б) minP(λ), при которых начинается слияние областей контакта 

(ν=0.5, A=ε=1, B=µ=0.2; сплошные линии для α=3π/2, пунктир — α=π, точки 

— α=π/2). Значения minP(λ) при α=π и α=π/2 отличаются от соответствую-

щих значений при α=3π/2 не более, чем на 2%, и не показаны на рис. 2.2б. С 

уменьшением угла клина снижается осадка, при которой наступает перколя-

ция. При удалении цепочки инденторов от ребра клина указанная осадка, на-

оборот, возрастает. При этом сила P меняется незначительно. 

 

 

Рис. 2.2 ― Значения (а) minδ(λ) и (б) minP(λ) для начала перколяции; задача B1 
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На рис. 2.3 внутри S показаны границы половинок симметричных по z 

областей контакта Ω (ν=0.5, A=ε=1, B=µ=0.2). При развитии перколяции с 

ростом осадки δ наблюдается увеличение зоны слияния соседних областей 

при z=1 и площади Ω, область Ω смещается в сторону ребра клина относи-

тельно точки начального касания (рис. 3а, α=π/2, δ=1, λ=2). Область контакта 

возрастает, когда угол клина становится меньше (рис. 3б, δ=0.5, λ=1.5, 

сплошная линия для α=π, пунктир — α=π/2). 

 

 

Рис. 2.3 ― Границы половинок симметричных по z областей контакта Ω; задача B1 
 

2.1.4.   Выводы 

При жесткой фиксации одной грани клина получаются корректные 

интегральные уравнения пространственной задачи линейно-периодического 

контакта с кулоновским трением (символ ядра типа тангенса 

гиперболического дает сходимость). Ядро интегрального уравнения 

представлено в форме, включающей известные члены ядер интегральных 

уравнений соответствующих плоских и пространственных контактных задач 

с трением для одного штампа. Дополнительные интегрируемые особенности 

ядра порядка R−1 возникают на линиях возможного слияния контактных 

пятен. Для случаев полупространства и остроугольного клина контактные 

характеристики могут существенно отличаться. 

  а r=1 r=−1 
 

б r=−1 r=1 

Ω 

S S 

Ω z=0 z=0 

z=1 z=1 
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2.2.   Свободная от напряжений одна грань клина 

В пространственной формулировке исследуется контактная задача B2 

для упругого клина, когда одна грань свободна от напряжений. На другой 

грани клина осуществляется взаимодействие с пространственно периодиче-

ской прямолинейной системой жестких штампов, которые расположены 

вдоль ребра клина с двухгранным углом. Суперпозиция фундаментальных 

решений Буссинеска бесконечное нормальное упругое смещение грани клина 

(в частном случае, полупространства). С целью регуляризации расходящего-

ся ядра интегрального уравнения контактной задачи дополнительно вводится 

периодическая (с тем же периодом) система нормальных сил, действующих 

вне области контакта. Важно, что ось данной система параллельна оси це-

почки штампов. Силы в новой цепочке противонаправлены силам, прило-

женным к штампам, а по абсолютной величине такие же. Эта регуляризация 

эквивалентна известному приему введения относительного смещения в гра-

ничное условие контакта. Предлагаются два варианта регуляризации: цепоч-

ка сил может действовать вне ребра клина (первый вариант) или на ребре 

(второй вариант). Для численного решения регуляризованного интегрального 

уравнения снова привлекается метод Б.А. Галанова, при этом область кон-

такта и давления в ней находятся одновременно. 

С привлечением теории обобщенных функций удается выделить в ядре 

интегрального уравнения части, встречающиеся в соответствующей плоской 

и пространственной контактной задаче, также есть дополнительные члены. 

Изученный в п. 2.1 случай жесткой заделки грани клина обходится без регу-

ляризации, так как в «плоской» части ядра имеется символ типа th(Au)/u, 

дающий сходимость интеграла при u→0. Аналогичный типа символ возника-

ет также для упругого полупространства, часть границы которого закреплена 

жесткой или скользящей заделкой [44]. В отличие от этих случаев для сво-

бодной от напряжений грани клина в «плоской» компоненте ядра интеграль-

ного уравнения пространственной линейно-периодической контактной зада-
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чи возникает символ типа cth(Au)/u, приводящий к расходимости интеграла 

при u→0 и к бесконечной постоянной в ядре [5]. Для исключения бесконеч-

ной постоянной в плоских контактных задачах (клин, полуплоскость) приме-

няют почленное дифференцирование одномерного интегрального уравнения 

(при этом главная логарифмическая часть ядра переходит в сингулярность 

типа Коши), в результате не получается найти соотношение между вдавли-

вающей силой и осадкой штампа, контактное давление определяется через 

силу, приложенную к штампу [5]. В пространственном случае дифференци-

рование двумерного интегрального уравнения по одному из аргументов под-

разумевает последующее определение не произвольной постоянной, а произ-

вольной функции. В связи с этим здесь развивается подход, основанный на 

введении относительного смещения в условие контакта [51,85]. 

 

2.2.1.   Действие периодической системы сил 

Возьмем клин 0≤r<∞, 0≤ϕ≤α, |z|<∞ с параметрами упругости G (модуль 

сдвига) и ν (коэффициент Пуассона). Ребро двухгранного угла совпадает с 

осью z цилиндрической системы координат. Грань клина ϕ=0 свободна от 

напряжений. К грани ϕ=α в точках r=h, z=2kl (k=0,±1,±2,…) приложена 

бесконечная периодическая система нормальных сил P с периодом 2l, линия 

действия которых параллельна ребру клина (рис. 2.4). Суперпозиция 

фундаментальных решений [62] дает для нормального упругого перемещения 

грани ϕ=α выражение 
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Здесь Kiu(r) — цилиндрическая функция Бесселя, а функции ),( hu βΨ±  

при фиксированном значении βh удовлетворяют фредгольмовским инте-

гральным уравнениям второго рода (0≤u<∞) 
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Рис. 2.4 ― Периодическая система сил P на клине в точках r=h, ϕ=α, z=2kl (k=0,±1,±2,…) 
 

Функция-символ )(uW  (2.18) совпадает с символом соответствующей 

плоской задачи для клина [5] и по поведению в нуле и бесконечности являет-

ся функцией типа cth(Au), 
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Расходимость ряда-интеграла (2.15) становится очевидной для 

полупространства, когда 0),( ),(cth)( , =βΨπ=π=α ± huuuW , и на основании 

интеграла [69] 
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приходим к расходящемуся ряду 
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В общем случае из «плоской» части ряда-интеграла (2.15) можно выде-

лить бесконечную постоянную C∞, если воспользоваться формулами [5,33,75] 
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Здесь δ(β) ― δ-функция Дирака, Iµ(r) — цилиндрическая функция Бес-

селя. «Плоская» часть выражения (2.15) связана со слагаемым при k=0 в пра-

вой части формулы (2.22). 

Переходя в формулах (2.14)−(2.19) к пределу h→0 при учете равенства 

Kiu(0)=πδ(u), предела (2.20) и интегралов [33,69], для случая действия систе-

мы сил на ребре клина получим перемещение (2.14), где h=0 и 
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Функции )(u∗
±Ψ  находятся из фредгольмовских интегральных уравне-

ний второго рода (0≤u<∞; для численного решения применим метод колло-

каций с квадратурной формулой Гаусса) 
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Чем меньше угол клина, тем больше первое слагаемое в правой части 

формулы (2.25). Как следует из (2.20), )( 3α= OA  при α→0. При α=π имеем 

A=π и формула (2.25) совпадает с формулой (2.21), если в ней положить h=0. 

 

 

2.2.2.   Регуляризация интегрального уравнения контакта 

Изучим периодическую контактную задачу B2 о линейной цепочке 

одинаковых жестких инденторов (период 2l, ось цепочки параллельна ребру 

клина и удалена от нее на расстояние c, рис. 2.5) внедренных в грань ϕ=α на 

величину δ без перекоса. Предполагается симметрия z. К инденторам 

приложены нормальные силы P на расстоянии H от угловой линии. В силу 

периодичности достаточно рассматривать единичную область контакта Ω 

симметричную относительно полуоси r (z=0). Пусть форма основания 

штампа в Ω (система эллиптических параболоидов) 

                                                
2

2

1

2

22

)(
),(

R

z

R

cr
zrf +−= .                                (2.27) 

Граничные условия контактной задачи B2 имеют вид (Ω* — объединен-

ная область контакта) 

 ∗
ϕ

∗
ϕ Ω∉=σΩ∈−δ−=α=ϕ ),(  ,0  ;),(  )),,((   : zrzrzrfu ; ;0 =τ=τ ϕϕ zr   (2.28) 

0    :0 =τ=τ=σ=ϕ ϕϕϕ zr . 
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Рис. 2.5 ― Периодическая система штампов и система сил на ребре клина (h=0) 

 

Первое граничное условие (2.28) (условие контакта) служит для получе-

ния интегрального уравнения контактной задачи относительно контактного 

давления q(r,z). При выводе интегрального уравнения в формуле (2.14) надо 

заменить P на q(x,y), h на x, z на z−y и проинтегрировать по области Ω по пе-

ременным x, y. Однако ряд (2) в ядре будет расходиться. Для регуляризации 

ядра обратимся к идее относительного смещения [51,85]. Заменим первое 

граничное условие (2.28) на следующее: 

                                   ,),(  )),,((   : ∗∗
ϕϕ Ω∈−δ−=−α=ϕ zrzrfuu               (2.29) 

где ∗
ϕu  ― упругое перемещение грани клина ϕ=α под действием бесконечной 

периодической системы нормальных сил P, приложенных на грани ϕ=α вне 

области контакта на оси r=h параллельной ребру клина. Период системы сил 

также равен 2l. Эти силы по модулю равны силам, которые действуют на 

штампы. При h=0 силы приложены на ребре клина (рис. 2.5). Перемещение 

∗
ϕu  определяется формулами (2.14), (2.15) или (2.25). 

ϕ=α 

ϕ=0 

z 

P 

2l 
r=c 

P 

2l 

H 
Ω 

f(r,z) 
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При заданных величинах G, ν, α, c, l, δ, h и функции f(r,z) (2.27) нужно 

найти область контакта Ω и давление σϕ(r,α,z)=−q(r,z), (r,z)∈Ω, При учете ин-

тегральных условий равновесия инденторов после этого могут быть найдены 

величины P и H. В частности, 

                                                    ∫∫
Ω

= Pdxdyyxq ),( .                                      (2.30) 

При h≠0 регуляризованное на основании условия (2.29) интегральное 

уравнение контактной задачи будет (первый вариант регуляризации) 

                         Ω∈−δπθ=∫∫
Ω
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Во втором варианте регуляризации, когда h=0, ядро интегрального урав-

нения (2.31) принимает вид  
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Здесь C ― постоянная Эйлера, возникающая из формул [69] 
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При выводе формул (2..32), (2.33) использованы соотношения 

(2.14)−(2.26), (2.29), (2.30), а также интеграл [5] 

∫
∞

−=−−
0

||ln
)exp()cos(

tdu
u

uut
. 

В ядрах (2.32) и (2.33) все ряды и интегралы сходятся с учетом асимпто-

тического поведения функции Бесселя и символа W(u). Логарифмический 

член ядра (2.33) обладает устранимой особенностью при r→x. Отметим, что 

ядра (2.32), (2.33) включают как ядро интегрального уравнения пространст-

венной контактной задачи Герца R−1 для полупространства, так и регуляризо-

ванное ядро интегрального уравнения контактной задачи для плоского клина, 

на одной грани которого отсутствуют напряжения [5]. 

Для случая полупространства, когда α=π, оба варианта регуляризации 

эквивалентны и дают один результат, если в ядре (2.32) положить h=0. Тогда 
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2.2.3.   Численный метод 

Для решения интегрального уравнения (2.31) применим численный ме-

тод Б.А. Галанова, ведущий к одномоментному нахождению контактных дав-
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лений и зоны контакта [31]. Заключим область Ω, содержащую точку началь-

ного касания r=c, z=0, в прямоугольник S={|r−c|≤d, |z|≤l}. Распространим в 

(2.31) интегрирование на S, учитывая, что q(r,z)=0 в дополнительной области 

S\Ω. К интегральному уравнению добавим интегральное неравенство отсут-

ствия контакта в S\Ω и условие неотрицательности q(r,z) в Ω. Путем введения 

специальных нелинейных операторов систему интегрального уравнения и 

неравенства можно свести в одному нелинейному интегральному уравнению 

гаммерштейновского типа, для его решения предлагается модифицирован-

ный метод Ньютона. При этом интегральное неравенство удовлетворяется 

автоматически. Граница области Ω определяется точками, в которых искомая 

функция обращается в нуль. 

Введем безразмерные обозначения (штрихи далее опускаем) 
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Параметр λ характеризует относительную удаленность цепочки штам-

пов от ребра клина. В обозначениях (2.34) ядро (2.32) будет 
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Фрагмент программы расчета ядра (2.35) приведен в приложении. 

 

В обозначениях (2.34) ядро (2.33) будет 
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На рис. 2.6а для случая полупространства показана зависимость P(λ) при 

δ=A0=B0=ε=1, h=0 (сплошная линия). Пунктир соответствует точному реше-

нию задачи Герца для единичного штампа (ядро вида 1/R) [29] 

                    .300.0)3/(22   ,221)/22(),( 222 ≈π=−−π= Pzrzrq       (2.37) 

Для случая рис. 2.6а при λ>2.2 легче вдавить цепочку штампов с при-

грузкой, чем единичный штамп, а при λ<2.2 ― наоборот. 

На рис. 2.6б при α=π, A0=B0=ε=1, h=0 приведены графики P(δ) при λ=2 

(сплошная линия) и λ=4 (пунктир). 
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Рис. 2.6 ― Графики (а) P(λ) при α=π, δ=A0=B0=ε=1, h=0 (сплошная линия) и точное реше-
ние задачи Герца (пунктир) и (б) P(δ) при α=π, A0=B0=ε=1, h=0, λ=2 (сплошная линия) и 
λ=4 (пунктир); задача B2 
 

На рис. 2.7 и 2.8 показаны границы половинок симметричных по z об-

ластей контакта Ω при α=π/2, A0=ε=1, B0=0.2, ν=0.5; для рис. 2.7 h=12 (при-

грузка вне ребра клина), λ=2, δ=1.5 (сплошная линия) и δ=1 (точки); для рис. 

2.8 h=0 (пригрузка на ребре), λ=4, δ=0.5 (сплошная линия) и δ=0.2 (точки). 

Перколяция возникает на линии z=1. Области контакта смещаются в сторону 

действия пригрузки. 

 

  

Рис. 2.7 ― Границы половинок симметричных по z областей Ω при α=π/2, 
              A0=ε=1, B0=0.2, h=12, λ=2, ν=0.5, δ=1.5 (сплошная линия) и δ=1 (точки); задача B2 
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Рис. 2.8 ― Границы половинок симметричных по z областей Ω при α=π/2, 
              A0=ε=1, B0=0.2, h=0, λ=4, ν=0.5, δ=0.5 (сплошная линия) и δ=0.2 (точки); задача B2 

 

В табл. 2.3 внесены значения силы P(h) при δ=A0=B0=ε=1, λ=2, ν=0.5 и 

разных углах клина α. Видно, что при отдалении регуляризующей системы 

сил от линии, вдоль которой выстроены инденторы, интегральная характери-

стика давлений P снижается. При этом величина P возрастает с ростом угла 

клина. 

 

                    Таблица 2.3 ― Значения P(h) при δ=A0=B0=ε=1, λ=2, ν=0.5; задача B2 

h 4 6 8 10 12 

α=π/2 0.220 0.154 0.130 0.116 0.106 

α=π 0.318 0.236 0.209 0.194 0.183 

α=3π/2 0.335 0.252 0.225 0.210 0.199 
 

На рис. 2.9 показаны зависимости P(α) при δ=A0=B0=ε=1, λ=2, ν=0.5 и 

разных значениях h. Видно, что зависимости P(α) монотонные, сила растет 

при увеличении угла пространственного клина и при приближении регуляри-

зующей системы сил к цепочке штампов. 
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Рис. 2.9 ― Зависимости P(α) при δ=A0=B0=ε=1, λ=2, ν=0.5 и h=4 (сплошная линия), h=8 
(пунктир) и h=12 (точки); задача B2 
 

 

2.2.4. Выводы 

Показана возможность регуляризации расходящегося ядра 

интегрального уравнения трехмерной периодической контактной задачи о 

бесконечной прямолинейной цепочке штампов на грани упругого клина, 

другая грань которого свободна от напряжений. Для этого использована 

дополнительная система нормальных сосредоточенных сил с тем же 

периодом и той же величины по модулю, что и силы, приложенные к 

штампам. Регуляризующая система может быть приложена как вне ребра 

клина, так и на ребре. В последнем случае следует иметь ввиду 

существенный рост абсолютных значений дополнительных перемещений в 

ядре для острых углов клина. 
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2.3.   Скользящая заделка одной грани клина 

Изучается пространственно периодическая контактная задача B3 для уп-

ругого клина, которая отличается от рассмотренной в п. 2.2 лишь тем, что 

одна грань клина подчинена условиям скользящей заделки. Система штампов 

приводит к бесконечно большому нормальному смещению другой грани 

клина, так как функция-символ ядра интегрального уравнения относительно 

контактных давлений типа cth(Au)/u (кроме частного случая полупространст-

ва с заделкой по полуплоскости, когда функция-символ типа th(Au)/u [44]). 

Чтобы провести регуляризацию расходящегося ядра, краевая задача модифи-

цируется дополнительной периодической системой сил, приложенных вне 

области контакта. 

 

2.3.1.   Действие периодической системы сил 

Берем клин 0≤r<∞, 0≤ϕ≤α, |z|<∞ с упругими параметрами G (модуль 

сдвига) и ν (коэффициент Пуассона). Ребро двухгранного угла направлено по 

оси z цилиндрической системы координат. Грань ϕ=0 подчинена условиям 

скользящей заделки. К грани ϕ=α в точках r=h, z=2kl (k=0,±1,±2,…) 

приложена бесконечная периодическая система нормальных сил P с 

периодом 2l, линия действия которых параллельна ребру клина. 

Суперпозиция фундаментальных решений [62] дает для нормального 

упругого перемещения грани ϕ=α выражение (2.14), (2.15), где 
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Функция ),( hu βΨ  при фиксированном значении βh удовлетворяет инте-

гральному уравнению Фредгольма второго рода (0≤u<∞) 
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 βπτ+βτΨτν−=βΨ dhKhuLhu i        (2.39) 
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Функция-символ )(uW  (2.38) совпадает с символом соответствующей 

плоской задачи для клина [5] и по поведению в нуле и бесконечности являет-

ся функцией типа cth(Au) (кроме случая α=π [44], когда символ типа th дает 

сходящуюся суперпозицию), 

                                           .
)2sin(2

)2cos(1
)(lim

1
0 α+α

α−==
→

uuW
A u

                           (2.40) 

Расходимость ряда-интеграла (2.15), (2.38), (2.39) становится очевидной 

для четверти пространства, когда 0),( ),2/(cth)( ,2/ =βΨπ=π=α huuuW , и на 

основании интеграла [69] 
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приходим к расходящемуся ряду 
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Из «плоской» части ряда-интеграла (2.15), (2.38), (2.39)  можно выделить 

бесконечную постоянную C∞ при помощи формулам (2.22)−(2.24). 

Переходя в формулах (2.14), (2.15), (2.38), (2.39) к пределу h→0, для 

системы сил на ребре клина получим перемещение (2.14), где h=0 и 

+
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Функция )(u∗Ψ  удовлетворяет фредгольмовскому интегральному урав-

нению второго рода (0≤u<∞) 

                           , )()21()(),()21()(
0
∫
∞

∗∗∗ ν−=ττΨτν−−Ψ uLduLu               (2.44) 
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Чем меньше угол клина, тем меньше первое слагаемое в правой части 

формулы (2.43). В отличие от случая свободной грани, где )( 3α= OA  при 

α→0 здесь на основании (2.40) имеем )( 1−α= OA . При α=π/2 имеем A=π/2 и 

формула (2.43) совпадает с формулой (2.44), если в ней положить h=0. В 

табл. 2.4 даны значения 1/A для скользящей заделки (формула (2.40)) и 

свободной от напряжений грани клина (формула (2.20)). 

 

     Таблица 2.4 ― Значения 1/A для скользящей заделки и свободной грани клина 

α π/8 π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 

(2.38) 0.20 0.39 0.64 0.27 0 0.11 0.21 0.10 

(2.20) 96 11 1.1 0.37 0.32 0.30 0.22 0.17 
 

Как следует из формул (2.14), (2.25), (2.43) и (2.44) при действии еди-

ничной силы на ребре клина перемещение ),,( zru αϕ  зависит линейным обра-

зом от величины 1/A. 

 

2.3.2.   Регуляризация интегрального уравнения контакта 

Рассмотрим периодическую контактную задачу B3 о линейной цепочке 

одинаковых жестких штампов, которая отличается от задачи в п. 2.2.2 тем, 

что одна грань клина лежит без трения на недеформируемом основании 

(скользящая заделка). Граничные условия имеют вид (сравните с (2.28)) 

 ∗
ϕ

∗
ϕ Ω∉=σΩ∈−δ−=α=ϕ ),(  ,0  ;),(  )),,((   : zrzrzrfu ; ;0 =τ=τ ϕϕ zr   (2.45) 
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0    :0 =τ=τ==ϕ ϕϕϕ zru . 

Аналогично п. 2.2.2 для регуляризации расходящегося ядра интеграль-

ного уравнения контактной задачи обратимся к идее относительного смеще-

ния [51,85]. Заменим первое граничное условие (2.45) на условие (2.29), где 

∗
ϕu  ― упругое перемещение грани ϕ=α при воздействии бесконечной перио-

дической (с периодом 2l) системы нормальных сил P, приложенных на этой 

грани вне области контакта на оси r=h параллельной ребру упругого тела. 

Перемещение ∗
ϕu  определяется формулами (2.14), (2.15), (2.38), (2.39) или 

(2.43) при действии сил на ребре. 

При задании величин G, ν, α, c, l, δ, h и функции f(r,z) (2.27) нажно 

найти область контакта Ω и давление σϕ(r,α,z)=−q(r,z), (r,z)∈Ω, 

Впоследствии, привлекая интегральные условия равновесия инденторов, 

могут быть рассчитаны величины P и H. 

При h≠0 регуляризованное при помощи условия (2.29) интегральное 

уравнение контактной задачи будет (первый вариант регуляризации, 

обозначения см. формулы (2.32)) 
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∞

=
. 

Здесь ( )xu kπΨ ,  удовлетворяет фредгольмовскому интегральному урав-

нению второго рода (2.39). 
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Во втором варианте регуляризации, когда h=0, ядро интегрального урав-

нения (2.46) принимает вид (обозначения см. формулы (2.33)) 
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Здесь функция ( )u∗Ψ  удовлетворяет интегральному уравнению Фред-

гольма второго рода (2.44). 

В ядрах (2.47) и (2.48) все ряды и интегралы сходятся с учетом асимпто-

тического поведения функции Бесселя и символа W(u). Логарифмический 

член ядра (2.48) обладает устранимой особенностью при r→x. Ядра (2.47), 

(2.48) включают как ядро интегрального уравнения пространственной кон-

тактной задачи Герца R−1 для полупространства, так и регуляризованное ядро 

интегрального уравнения плоской контактной задачи для клина с одной гра-

нью в условиях скользящей заделки [5]. 

Для случая четверти пространства, когда α=π/2, ядра в обоих вариантах 

регуляризации могут быть представлены в эквивалентных формах без квад-

ратур при помощи интеграла (2.41). Именно, вместо (2.47) при α=π/2 можно 

получить (используем обозначения (2.32)) 
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Вместо (2.48) при α=π/2 можно получить ( 22
0 zrR += ) 
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Проведена численная проверка совпадения ядер (2.49) и (2.50) соответ-

ственно с ядрами (2.47) и (2.48) при α=π/2, которая подтверждает правиль-

ность формул (2.47) и (2.48). Проверка проводилась при ν=0.5, l=1, z=y=0, 

r=x≠0. В этом случае при h≠0 надо проверить равенство 
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При h=0 проверка сводится к установлению равенства 
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Здесь использовано значение интеграла [60] 
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2.3.3.   Численное решение 

Для решения интегрального уравнения (2.46) снова применим числен-

ный метод Б.А. Галанова [31]. Заключим область Ω, содержащую точку на-

чального касания r=c, z=0, в прямоугольник S={|r−c|≤d, |z|≤l}. 

Введем безразмерные обозначения (2.34) (штрихи далее опускаем). 

Тогда ядро (2.47) примет вид (см. обозначения в формулах (2.32), (2.35)) 
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В обозначениях (2.34) ядро (2.48) будет (см. обозначения в формулах 

(2.32), (2.33), (2.35), (2.36)) 
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В обозначениях (2.34) ядро (2.50) будет 
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Расчеты проведем для важного частного случая α=π/2 с регуляризацией 

на ребре клина (h=0), когда ядро имеет вид (2.53). В силу симметрии условий 

скользящей заделки этот случай эквивалентен внедрению в полупространст-
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во двух симметричных периодических цепочек штампов при действии регу-

ляризующей системы сил между цепочками (рис. 2.10). 

 

 

 
Рис. 2.10 ― Две симметричные периодические системы штампов на полупространстве 

 

 

На рис. 2.11а показана зависимость P(λ) при δ=A0=B0=ε=1 (сплошная ли-

ния). Пунктир соответствует точному решению (2.37) задачи Герца для еди-

ничного штампа (ядро вида 1/R). Для случая рис. 2.11а при λ≈4.3 сила для 

двух параллельных цепочек штампов с пригрузкой соответствует силе по 

точному решению (2.37) для единичного штампа. 

На рис. 2.11б при α=π/2, A0=B0=ε=1, h=0 приведены графики P(δ) при 

λ=2 (сплошная линия) и λ=4 (пунктир). 

На рис. 2.12 показаны границы половинок областей контакта для ядра 

(2.50) при δ=0.5, A0=B0=ε=1, h=0, λ=2 (сплошная линия) и λ=8 (пунктир). 

Площадь области Ω возрастает при уменьшении λ с асимметрией возраста-

ния влево от вертикали r=0. 
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Рис. 2.11 ― Графики (а) P(λ) при α=π/2, δ=A0=B0=ε=1, h=0 (сплошная линия) и точное ре-
шение задачи Герца (пунктир) и (б) P(δ) при α=π/2, A0=B0=ε=1, h=0, λ=2 (сплошная линия) 
и λ=4 (пунктир); задача B3 
 

  

Рис. 2.12 ― Границы половинок симметричных по z областей Ω (ядро (2.53)); 
            δ=0.5, A0=B0=ε=1, h=0, λ=2 (сплошная линия) и λ=8 (пунктир); задача B3 

 

На рис. 2.13 показаны границы половинок областей контакта для ядра 

(2.50) при h=0, λ=4, A0=B0=ε=1, δ=0.7 (сплошная линия) и δ=1 (точки). Об-

ласть Ω возрастает при росте осадки δ с асимметрией возрастания влево от 

вертикали r=0. 

 

 

r=−1 
 

r=1 

S 

Ω 

z=0 

     2      4       6           λ 

а 

     P 

 
 
  0.9 
 
  0.6 
 

  0.3 

б 

     P 
 
     3 
 
 
  1.5 

     1            2          δ 

z=1 



 

 63 

 

  

Рис. 2.13 ― Границы половинок симметричных по z областей Ω (ядро (2.53)); 
           h=0, λ=4, A0=B0=ε=1, δ=0.7 (сплошная линия) и δ=1 (точки); задача B3 

 

Рассмотрим еще случай, когда область контакта симметрична не только 

относительно z, но и относительно r (рис. 2.14). Здесь, как и на рис. 2.10, ус-

ловия скользящей заделки выполняются на полуплоскости, перпендикуляр-

ной границе полупространства и проходящей через ось r=0. 

В этом случае размерное ядро имеет вид 

∑
∞

=
+−+

−




−−++−−=

1 )0,(

5.0

),(

1

),(

15.05.01
),,,(

k kkkhh hRyxRyxRRRR
zryxT  

                                     




−
−

−
−− −+− )0,(

5.0

)0,(

5.0

)0,(

5.0

hRhRhR kkk

 ,                        (2.54) 

.)(   ,)2()(),( 2222 zhrRklyzxryxR hk +=±−+−= ±
±

m  

Соответствующее безразмерное ядро при обозначениях (2.34) будет 
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На рис. 2.15а для ядра (2.55) начерчена зависимость P(h) при 

δ=A0=B0=ε=1 (сплошная линия); пунктир для точного решения (2.37) задачи 

Герца (случай единичного штампа с ядром 1/R). Для случая рис. 2.15а при 

h≈2.2 сила для цепочки штампов с симметричной пригрузкой совпадает с си-

лой по решению Герца для единичного штампа. На рис. 2.15б для ядра (2.55) 

при A0=B0=ε=1 начерчены графики P(δ) для h=2 (сплошная линия) и h=4 

(пунктир). На основе графиков 2.15 в силу симметрии можно понять поведе-

ние половинной силы P/2 для четверти пространства со скользящей заделкой, 

когда α=π/2, λ=0 (штампы на ребре клина). 

 
Рис. 2.14 ― Симметричная по r периодическая система штампов на полупространстве 

 

 
Рис. 2.15 ― Графики для ядра (2.55): (а) P(h) при δ=A0=B0=ε=1 (сплошная линия) и точное 
решение задачи Герца (пунктир) и (б) P(δ) при A0=B0=ε=1, h=2 (сплошная линия) и h=4 
(пунктир); задача B3 
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На рис. 2.16 и 2.17 показаны границы четвертей областей контакта для 

ядра (2.55) при A0=B0=ε=1; рис. 2.16 для случая δ=0.5, h=2 (сплошная линия) 

и h=8 (пунктир); рис. 2.17 для случая  h=4, δ=0.7 (сплошная линия) и δ=1 

(точки). Площадь области Ω возрастает при уменьшении h и увеличении δ. 

 

 

Рис. 2.16 ― Границы четвертей симметричных по r, z областей Ω (ядро (2.55)); 
          δ=0.5, A0=B0=ε=1, h=2 (сплошная линия) и h=8 (пунктир); задача B3 

 

 

Рис. 2.17 ― Границы четвертей симметричных по r, z областей Ω (ядро (2.55)); 
          h=4, A0=B0=ε=1, δ=0.7 (сплошная линия) и δ=1 (точки); задача B3 
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Рис. 2.18 иллюстрирует развитие процесса перколяции (слияния сосед-

них областей контакта на линии z=1; штампы вытянуты вдоль оси z) при воз-

растании осадки δ. 

 

 

Рис. 2.18 ― Границы четвертей симметричных по r, z областей Ω (ядро (2.55)); 
          h=4, A0=ε=1, B0=0.2, δ=0.5 (пунктир) и δ=1 (сплошная линия, перколяция); задача B3 

 

Ниже представим результаты расчетов при разных углах клина α и ν=0.5 

(при ν=0.3 результаты получаются очень близкими к приведенным ниже). В 

табл. 2.5 даны значения интегральной характеристики P для случая A0=B0=ε=1 

(случай α=2π соответствует пространству с разрезом по полуплоскости, один 

берег разреза в условиях скользящей заделки). 

     Таблица 2.5 ― Значения P для скользящей заделки при A0=B0=ε=1 

α π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π 

δ=1.5 

λ=2, h=4.5 0.534 0.421 0.536 0.677 0.611 0.563 0.616 0.672 

λ=2, h=10 0.346 0.252 0.342 0.466 0.404 0.365 0.408 0.457 

λ=3 h=4.5 0.835 0.721 0.856 0.988 0.928 0.882 0.934 0.986 

λ=3, h=10 0.359 0.279 0.353 0.437 0.398 0.370 0.401 0.433 

δ=2 

λ=2, h=10 0.504 0.361 0.498 0.700 0.598 0.535 0.604 0.685 
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Как видно из табл. 2.5, maxP(α) достигается при α=π (точка смены типа 

символа ядра интегрального уравнения), а minP(α) ― при α=π/2 (зависимость 

силы от угла немонотонная). Сила и номинальная область контакта растет с 

ростом δ и λ, но уменьшается с ростом h. 

Отметим, что в ядро (2.51) для клина входит коэффициент Пуассона (ввиду 

решений вспомогательных фредгольмовских интегральных уравнений второго 

рода). Однако с ростом λ и h (при удалении области контакта и линии пригруз-

ки от ребра клина) зависимость ядра и безразмерного решения от коэффициен-

та Пуассона снижается (ядро 1/R для полупространства в задаче Герца вообще 

не зависит от коэффициента Пуассона). Расчеты показывают (табл. 2.5), что при 

δ=1.5, α≥π/4, λ≥2, h≥λ+2.5 решение интегрального уравнения практически не 

зависит от коэффициента Пуассона. 

Для вытянутых вдоль ребра клина штампов при усилении контакта (с рос-

том δ) начинается перколяция (слияние соседних областей контакта). В табл. 

2.6 даны минимальные значения осадки, требуемые для начала перколяции, и 

соответствующие значения силы. 

 

     Таблица 2.6 ― Значения min δ и P в начале перколяции (A0=ε=1, B0=0.2, λ=2, h=10) 

α π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 3π/2 7π/4 2π 

min δ 0.69 0.90 0.71 0.57 0.63 0.67 0.62 0.58 

P 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 0.16 

 

Как видно из табл. 2.6, легче всего начать перколяцию при α=π, а туднее 

всего ― при α=π/2, при этом сила почти не меняется. 

Для сравнения укажем, что при α=π, λ=4, h=10 имеем minδ=0.60, P=0.16, а 

при α=π, λ=2, h=4 имеем minδ=0.45, P=0.16 (значения остальных параметров 

такие же, как в табл. 2.6). При α=π ростом λ и h осадка, требуемая для начала 

перколяции, возрастает. 
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2.3.4. Выводы 

Показана возможность регуляризации расходящегося ядра 

интегрального уравнения трехмерной периодической контактной задачи о 

бесконечной прямолинейной цепочке штампов на грани упругого клина, 

другая грань которого подчинена условиям скользящей заделки (кроме 

случая полупространства). Для этого использована дополнительная система 

нормальных сосредоточенных сил с тем же периодом и той же величины по 

модулю, что и силы, приложенные к штампам. Регуляризующая система 

может быть приложена как вне ребра клина, так и на ребре. В частном случае 

четверти пространства регуляризованные ядра получены в эквивалентной 

форме без квадратур и проверено совпадение двух форм ядер, что 

подтверждает достоверность результатов регуляризации. 

Изученные в п. 2.1-2.3 периодические контактные задачи для клина 

эквивалентны соответствующим непериодическим задачам для усеченного 

клина плоскостями z=±l (в размерных обозначениях) перпендикулярными 

ребру, когда имеется единичная область контакта Ω, а при z=±l поставлены 

условия скользящей заделки (рис. 1.7). 
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2.4.   Плоские контактные задачи для клина 

Плоские задачи являются предельным случаем пространственных пе-

риодических задач. Поскольку такие задачи ранее изучались для однородно-

го клина [5], здесь берется случай, когда в материале клина коэффициент Пу-

ассона меняется по угловой координате достаточно гладким образом, при 

этом модуль сдвига постоянный. Соответствующим образом будет меняться 

и модуль упругости Юнга. Одна грань клина в контакте с индентором по от-

резку конечной длины, который не достигает вершины клина, а другая грань 

жестко зафиксирована (задача B4) либо на ней нет напряжений (задача B5). 

Для того, чтобы вывести интегральные уравнения относительно контактного 

давления используем общее представление фрайбергерского типа решения 

уравнений упругого равновесия в полярных координатах с переменным по 

углу коэффициентом Пуассона. Вспомогательные краевых проблемы реша-

ются точно при применении интегрального преобразования Меллина. Чтобы 

решить интегральные уравнения выбирается регулярный асимптотический 

метод В.М. Александрова, эффективность которого возрастает с удалением 

отрезка контакта от вершины клина. Во взятом случае закона неоднородно-

сти в асимптотиках возникают логарифмические члены, которые отсутству-

ют в подобных асимптотиках для однородного материала. Проделан числен-

ный анализ для законов, в которых коэффициент Пуассона, а также модуль 

упругости возрастает или уменьшается по угловой координате. 

 

2.4.1.   Переменный по углу коэффициент Пуассона 

Беря полярные координаты r, ϕ, изучим плоские задачи линейной упру-

гости о контактном взаимодействии клина угла α с жестким индентором по 

отрезку ϕ=0, 0<a≤r≤b. Вне отрезка контакта грань ϕ=0 не нагружена, трением 

пренебрегаем. Грань клина ϕ=α жестко зафиксирована (задача B4) или на ней 

нет напряжений (задача B5). Материал тела неоднородный: коэффициент Пу-

ассона ν=ν(ϕ), модуль сдвига G=const. Без ограничения общности будем по-
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лагать, что подошва индентора плоская и он внедряется без перекоса на ве-

личину δ под воздействием силы P. В задаче B4 при известных параметрах a, 

b, α, δ, G и закона ν(ϕ) надо отыскать контактное давление σϕ(r,0)=−q(r) на 

отрезке контакта. Затем можно вычислить силу P и точку, где она приложена. 

В задаче B5 нет возможности найти связь между приложенной силой P и 

осадкой δ [5,60], поэтому вместо δ считаем, что задана величина P. Этот па-

радокс известен и связан с плоской постановкой задачи для клина или полу-

плоскости (клин развернутого угла) и устраняется при переходе к простран-

ственной контактной задаче (герцевского типа) для тела в форме клина с од-

ной свободной гранью и полупространства. 

Для вывода интегральных уравнений задач B4 и B5 относительно q(r) 

рассматриваются вспомогательные задачи о действии известной нагрузки на 

грани клина со взятым законом неоднородности при сохранении краевых ус-

ловиях на другой грани (жесткая фиксация или отсутствие напряжений). 

Вспомогательные краевые проблемы решаются точно на основе общего 

представления фрайбергерского типа [108] решения уравнений Ламе в по-

лярных координатах при переменном по углу коэффициенте Пуассона 

[60,62]. Представление предполагает решение векторного уравнения Лапласа 

и скалярного уравнения Пуассона, у которого правая часть зависит от закона 

ν(ϕ). К этим уравнениям применяется интегральное преобразование Меллина 

[82]. Нормальное перемещение грани упругого тела под приложенной на-

грузкой можно представить в форме меллиновского интеграла. Условие кон-

такта заключается в равенстве этого упругого перемещения и осадки инден-

тора, что дает интегральное уравнение 

                             ∫∫
∞+

∞−
≤≤δ=







ρρρ
π

ic

ic

s

m

b

a

brads
r

sVdq
iG

,    ,)()(
4

1
               (2.56) 

где для задач B4 (m=1) и B5 (m=2) 
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В случае ν(ϕ)=const интегральные уравнения (2.56), (2.57) переходят в 

известные для однородного материала [5]. Допустим, что функция ω(ϕ) име-

ет следующий вид 
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В задаче B5 в отличие от задачи B4 символ ядра интегрального уравне-

ния )(2 sV  обладает двукратным полюсом при s=0. Эта ситуация и не будет 

давать возможность выявить связь между P и δ в задаче B5. Переходим в яд-

ре (2.56) к интегралу по действительной оси, используем теорию вычетов для 

случая B5. Тогда, вводя безразмерные обозначения 
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придем к интегральному уравнению (m=1 для задачи B4 и m=2 для задачи 

B5) 
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Безразмерный параметр λ вида (2.59) характеризует относительную от-

даленность отрезка контакта от угловой точки. Чтобы решить интегральное 

уравнение (2.60), берем регулярный асимптотический метод [4,5,29], эффек-

тивный при больших λ (вдали от угловой точки). Известно [4], что структура 

асимптотики зависит от поведения символа ядра )(uLm  на бесконечности. 

Для однородного клина (ν1=0) символ 1)( −uLm  экспоненциально убывает 

при u→∞ [5]. В нашем случае 
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Асимптотика (2.61) ведет к образованию в асимптотическом решении 

логарифмических членов, которых нет для однородного материала [5]. 

Именно, на базе (2.61) можно показать, что для ядра уравнения (2.60) справе-

деливо степенно-логарифмическое разложение по малому параметру 0→t  

[4,38] 
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Для случая B5 ядро (2.62) включает бесконечную постоянную 30a  из-за 

расходимости интеграла в нуле. Построение регулярного асимптотического 

решения для двух задач предполагает почленное дифференцирование урав-

нения (2.60) по x, в результате которого бесконечная постоянная в ядре для 

случая B5 исчезает, а интеграл в ядре начинает сходиться. Принципиальный 

логарифмический член в (2.62) для двух задач дает сингулярное ядро Коши. 

Будем искать асимптотическое решение в виде степенно-логарифмического 

разложения по малому параметру 1/λ. Чтобы найти коэффициенты этого раз-

ложения, группируем и приравниваем слагаемые при одинаковых степенях 

lk λλ /)(ln . На каждом шаге построения асимптотики встречается сингулярное 

интегральное уравнение с ядром Коши, в правую часть которого входят чле-

ны, найденные на предыдущих шагах. Для первого члена асимптотики воз-

никает однородное сингулярное интегральное уравнение, его нетривиальное 

решение зависит от произвольной постоянной [4]. Эту произвольную посто-

янную находим из интегрального условия равновесия индентора 
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В результате искомое давление будет выражено через приложенную к 

индентору безразмерную силу ∗P . В случае B4 для нахождения связи между 

силой и осадкой построенное решение надо внести в исходное уравнение 

(2.60). В случае B5 этого сделать не удается ввиду расходимости интеграла 

(2.62). 

Приближенное асимптотическое решение обеих задач запишем в виде 
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В случае B4 интегральная характеристика контактного давления (2.63) 

(безразмерная вдавливающая сила) находится в виде 

+λ−++λ+π= −−
∗

22
203111

1
2030 )03287.0(8106.0[ aaaaafP  

                                    142
11 ))]2ln(()1)(2ln( −−− λλ+λ−λ+ Oa .                        (2.65) 

Погрешность решения (2.64), (2.65) при λ≥5 и не слишком малых углах 

α не превосходит 5%. Это решение можно рекомендовать, когда отрезок кон-

такта (индентор) относительно удален от угла тела. 

Для задачи B4 в табл. 2.7 приведены значения постоянных a30 и a31 (2.62) 

и отнесенной к осадке силы (2.65), рассчитанные при ν0=0.3 и разных α, ν1 и 

n (в (2.65) взято λ=5). 

Таблица 2.7 ― Значения величин (2.62) и (2.65) в задаче B4 

  ν1 0.1 

  n 1 3 

  α π/2 3π/4 π 5π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 
  a30 0.401   0.975 1.156 1.306 0.327 0.917 1.092 1.262 

  a31 0.113 0.00500 −0.00853 −0.0140 −0.102  −0.207 −0.220 −0.226 

fP /∗  1.153   0.953 0.904 0.866 1.173 0.963 0.914 0.871 

  ν1 −0.1 
  n 1 3 

  α π/2 3π/4 π 5π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 
  a30 0.650    1.265    1.489    1.635 0.735 1.327 1.555    1.683 

  a31 0.173 0.0660 0.0494 0.0433 0.391 0.283 0.265    0.260 

fP /∗  1.068    0.884    0.832    0.801 1.048 0.876 0.824    0.797 

 

На основе решения (2.64) для давления при x=0 получим 
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Для задачи B5 в табл. 2.8 приведены значения постоянной a31 (2.62) и 

отнесенного к силе давления (2.66), рассчитанные при ν0=0.3 и разных α, ν1 и 

n (в (2.66) взято λ=5). 

 

Таблица 2.8 ― Значения величин (2.62) и (2.66) в задаче B5 

ν1 0.1 

 n 1 3 

 α π/2 3π/4 π 5π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 
 a31 −0.431 −0.0831 −0.0649 −0.0608 −0.717 −0.311 −0.288 −0.281 

 ϕ0 0.310    0.315 0.315 0.315 0.302   0.307 0.307    0.308 

 ν1 −0.1 
 n 1 3 

 α π/2 3π/4 π 5π/4 π/2 3π/4 π 5π/4 
 a31 −0.462 −0.0488 −0.0261 −0.0186 −0.167   0.185 0.203   0.208 

 ϕ0  0.315    0.320    0.320    0.320   0.323   0.328   0.328 0.328 

 

 

2.4.2.   Выводы 

При выбранном законе неоднородности материала изменяется характер 

поведения на бесконечности символов ядер интегральных уравнений кон-

тактных задач для клина, в связи с чем в регулярном асимптотическом реше-

нии (2.64), (2.65) возникают логарифмические члены. Подобных членов нет в 

решениях для однородного клина [5]. Подобная метаморфоза в поведении 

символа ранее отмечалась в контактных задачах для неоднородной по глуби-

не полосы (вместо экспоненциального характера убывания на бесконечности 

возникает степенной) [1]. 

При выбранном законе (2.58) ν(ϕ) растет при ν1>0 и уменьшается при 

ν1<0 от значения 3.00 =ν  (от грани контакта ϕ=0). В случае B4 при возрас-

тающем коэффициенте Пуассона по угловой координате (при этом модуль 
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продольной упругости также возрастает) контактные давления и сила, отне-

сенные к осадке штампа f, больше, чем при убывающем (см. табл. 2.7). С уве-

личением λ давления и сила уменьшаются в связи с удалением контактного 

отрезка от жестко защемленной грани. При возрастании n (частота осцилля-

ций изменения коэффициента Пуассона) в случае B4 сила возрастает при за-

фиксированном ν1>0 и убывает при ν1<0. 

Для определения точки приложения силы P после нахождения контакт-

ных давлений следует воспользоваться интегральным условием равновесия 

штампа для момента силы [5]. 
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Глава 3.  Жесткие включения в упругом клине 

 

3.1.   Пространственные задачи 

Исследуются контактные задачи теории упругости о системах тонких 

жестких эллиптических включений (два одинаковых включения, периодиче-

ская система включений, ось включений параллельна угловой линии) в сере-

динной полуплоскости пространственного клина двухгранного угла. Обе 

грани клина подчинены условиям жесткой или скользящей заделки. Для за-

дач получены интегральные уравнения, ядра которых симметричные. В зада-

чах есть два безразмерных геометрических параметра, которые описывают 

локацию включений внутри клина. Предполагается, что эти параметры свя-

заны и для решения используется регулярный асимптотический метод В.М. 

Александрова. Полученное асимптотическое решение для двух включений 

сопоставляется с асимптотиками для единичного включения в клине и для 

периодической системы включений. 

 

3.1.1.   Пара включений в клине 

Возьмем упругий клин {0≤r<∞, −α≤ϕ≤α, |z|<∞}, ребро которого идет по 

оси z цилиндрической системы координат. Клиновый материал обладает 

модулем сдвига G и коэффициентом Пуассона ν. В срединной полуплоскости 

клина расположены два тонких жестких включения, занимающих 

симметричные эллиптические области Ω±={( r−a)2/c2+(z±l)2/b2≤1}, a>c, b≥c 

(рис. 3.1). Между включениями и упругим материалом в зоне контакта 

имеется полное сцепление. На наружных гранях клина поставлены условия 

жесткой или скользящей заделки (задачи C1 и C2 соответственно). На 

включения воздействуют силы 2T, приложенные в центральной грани ϕ=0 

перпендикулярно ребру клина. Включения сдвигаются на величину δ в 

направлении действия сил. Из-за симметричности по ϕ можно рассматривать 

лишь область ϕ∈[0,α]. В первом приближении в области контакта 
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пренебрегаем напряжением τϕz по сравнению с τrϕ. Для единичного 

включения показано, что τϕz=O(τrϕ/λ2) при λ→∞, λ=a/b [9]. Граничные 

условия задач имеют вид 

0   ;),(  0  ;),(  ,   :0 =τ=Ω∉=τΩ∈δ==ϕ ϕϕϕ zrr uzrzru ; 

                                                                                                                          (3.1) 
                      :α=ϕ C1)  0===ϕ zr uuu ;   C2)  0=τ=τ= ϕϕϕ zru . 

 

 
Рис. 3.1 ― Эллиптические включения в клине 

 

При известных величинах α, G, ν, δ и заданных областях Ω± требуется 

найти касательные контактные напряжения ),,(),0,( zrzrr τ−=τ ϕ  (r,z)∈Ω±. 

Затем можно найти величину T, беря условие равновесия включений 

                                                      ∫∫
±Ω

=τ Tdrdzzr ),( .                                       (3.2) 

Для получения интегральных уравнений краевых задач (3.1) берем 

известные фундаментальные решения и ядра интегральных уравнений 

аналогичных задач для единичного включения, полученные в форме скрытой 

симметрии по радиальной координате [9]. Переходя к форме явной 

симметрии ядер в соответствие с теоремой Бетти взаимности работ путем 

сдвига контура интегрирования ([62], п. 2.9.3), учитывая симметрию задач по 

z и вводя новые обозначения 

2T 2l 

ϕ=−α ϕ=α ϕ=0 

z 

a 

b 

2T 
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ν−=κν−=κκκ=θ≤+−=Ω+=+= 44 ,43 ,/ },1//){( , ' ,' 11
2222 bzcarlzzlyy  

и т.д., получим (штрихи далее опускаем) 
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Здесь Kiu(r) — цилиндрическая функция Бесселя [68,69]. Для задачи C1 
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а для задачи C2 
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Для единичных эллиптических включений (задачи C3 и C4 соответст-

венно для жесткой и скользящей заделки граней клина) в ядре (3.3) следует 

положить 

                                               ))(cos(),( zyzyC −β=ββ .                                  (3.4) 

Форма ядер с явной симметрией по x, r гарантирует их корректность при 

всех углах клина. Пусть в уравнении (3.3), (3.4) область Ω ― полоса {a≤r≤b, 

|z|<∞}, τ(r,z)=τ(r). Тогда, совершая предельный переход при β→0, используя 

теорию обобщенных функций [33], придем к интегральным уравнениям со-

ответствующих плоских задач 
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Уравнения (3.5) можно вывести также при помощи интегрального пре-

образования Меллина. Устремляя α→0, αu=t, видим, что функция L(u) для 

скользящей заделки переходит в известный ядерный символ задачи о вклю-

чении в упругой полосе ([6], формула (3.11)). Функции L(u) служат символа-

ми ядер интегральных уравнений (3.3) и (3.5). Важно, что эти функции по 

своему асимптотическому поведению в нуле и бесконечности являются 

функциями типа тангенса гиперболического. Исключением служит значение 

α=π в задаче C2, когда L(u)=cth(πu) и ядро уравнения (3.3) при условии (3.4) 

соответствует случаю единичного эллиптического включения в упругом про-

странстве ([6], формулы (1.16)), а ядро (3.5) ― случаю включения в виде от-

резка в упругой плоскости. В последнем случае интегральное уравнение (3.5) 

приводится к уравнению плоской контактной задачи о вдавливании жесткого 

штампа в упругую полуплоскость. 

Ядро интегрального уравнения (3.3), (3.4) для задачи C2 при α=π/2, ис-

пользуя известные интегралы ([62], формулы (109)), можно представить в 

виде 
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что соответствует случаю двух симметричных включений в упругом про-

странстве, сдвигаемых в противоположных направлениях оси, проходящей 

через их центры [6]. 

Для пары симметричных включений в упругом пространстве, смещае-

мых в одном направлении перпендикулярно прямой, соединяющей их цен-

тры (задача C2 при α=π), ядро уравнения (3.3) принимает форму [6] 
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22 )2()( lyzxrR +++−=∗ . 

Для решения интегрального уравнения (3.3) применим регулярный 

асимптотический метод [6]. Введем безразмерные величины 
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и т.д. (штрихи далее опускаем). Локация пары эллиптических включений в 

клине характеризуется параметрами λ (относительная удаленность от ребра 

клина) и µ (относительное расстояние между включениями). Предположим, 

что эти параметрами связаны соотношением 

                                                       l/a=γγλ=µ    ,                                          (3.8) 

и будем искать решение в виде разложения по степеням малого параметра 

1/λ. 

Запишем уравнение (3.3) в безразмерных обозначениях, выделяя в ядре 

главную часть (3.6), соответствующую включению в упругом пространстве: 
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Разложим функцию ),,,( zryxK∗  в ряд по степеням 1/λ при помощи зна-

чения интеграла [69] 
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где F(a,b,c;x) — гипергеометрическая функция Гаусса, и биномиальных ря-

дов. Можно показать, что такое разложение сходится при достаточно боль-

ших λ и определенных ограничениях на параметр γ. В частности, для пары 

круговых включений для сходимости достаточно наложить условия 
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Для единичного кругового включения (случай (3.4)) оценки (3.10) меня-

ются на неравенство 

( )21,2max −α+>λ . 

Ограничиваясь первым членом разложения, получим (λ→∞) 
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Для пары включений 
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где (a)n — символ Похгаммера [68]. 

Для единичного включения (задачи C3 и C4) в формулах (3.11) следует 

положить a0=a2=0. 

Для эллиптической области Ω регулярное асимптотическое решение ин-

тегрального уравнения (3.9), (3.11) получим в виде )( ∞→λ  
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где K=K(e) и E=E(e) ― полные эллиптические интегралы. 

На основе формул (3.12) найдем интегральную характеристику (3.2) 
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Асимптотики (3.12) и (3.13) эффективны как для пары включений, так и 

для единичного включения для относительно удаленных от ребра клина об-

ластей контакта. 

 

3.1.2.   Периодические системы включений 

Пусть срединная полуплоскость клина ϕ=0 контактирует с периодиче-

ской системой тонких жестких эллиптических включений (с полуосями b и c, 

b≥c), ориентированных вдоль ребра (рис. 3.1). Ось системы находится на рас-

стояние a>c от ребра, период 2l (l>b). По-прежнему наружные грани тела 

крепятся жесткой или скользящей заделкой (соответственно задачи C5 и C6). 

В размерных обозначениях периодические задачи сводятся к интегральному 

уравнению (3.3), в котором следует взять 

                                       ∑
∞

−∞=
+−β=ββ

k
klyzzyC ))2(cos(),( .                         (3.14) 

Сходимость ряда в ядре уравнения (3.3), (3.14) обеспечивается поведе-

нием функций-символов L(u) типа тангенса гиперболического, которые в за-

дачах C5 и C6 такие же, как соответственно в задачах C1, C3 и C2, C4. Ис-

ключим из рассмотрения значение α=π в задаче F, когда L(u)=cth(πu) (перио-

дическая система включений в упругом пространстве, ряд в ядре расходится). 

Значение α=π/2 в задаче C6 (L(u)=th(πu/2)) соответствует самоуравновешен-

ной системе двух параллельных периодических цепочек включений в упру-
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гом пространстве (рис. 3.2, условия скользящей заделки возникают на пунк-

тирной линии). В этом случае ядро представляется сходящимся рядом 
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Рис. 3.2 ― Самоуравновешенная система двух параллельных 
периодических цепочек включений в упругом пространстве 

 

Для выделения главных членов ядра уравнения (3.3), (3.14) применим 

известную методику, основанную на замене тригонометрического ряда (3.14) 

рядом обобщенных функций [8,33,44,133] и вычислении пределов и интегра-

лов [68,69]. В результате представим ядро в форме (C ― постоянная Эйлера) 

+
κ

−θ+−θ+
κ
−−=

ll

C

xrl

xr

lR

yz

R
zryxK

1
3

1

2 1
|)/ln(|4

||
ln

)(1
),,,(  

+







−+θ+







 −+







−θ+ ∑∫
∞

=
−+

∞

10

111
)exp(lncos]1)([

k kk klRRu

du
u

x

r
uuL

l
 

                     ∑∫∑ ∗

∞∞

=
−+ π

π
θ+








+

κ
−+ duuuWu

lRR

xr

k kk

)()()sh(
4

)(

1

)(

1)(

01
33

1

2

,      (3.16) 

22 )2()( klyzxrRk ±−+−=± , 

rx
xruS

r
r

x
xuSuSuW

∂∂
∂κ−









∂
∂+

∂
∂κ−= −∗−∗

∗

2

3
2

2
1

1 )()()()( , 

2T 

2T 



 

 85 

∑∑
∞

=







 −π







 π







 π=
1

)(cos)(
k

iuiu yz
l

k
r

l

k
Kx

l

k
Ku . 

В (3.16) повышена сходимость интегралов с использованием поведения 

символов на бесконечности. Заметим, что ядро (3.16) содержит слагаемые, 

участвующие в ядрах интегральных уравнений трехмерных и плоских задач о 

единичном включении в клине; переходя в пределе l→∞ к известному ядру 

для единичного включения. Логарифмическая особенность двумерной задачи 

в (3.16) при r=x является устранимой (x>0): 
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Проверку эквивалентности форм (3.15) и (3.16) для задачи C6 при α=π/2 

проведем, отбрасывая главные члены, в частном случае 1  , ,0 ==≠= lyzxr . 

При учете предела (3.17) и соотношений [69] 
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можно численно убедиться в справедливости равенства 
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Для решения интегрального уравнения (3.3) с ядром (3.16) снова приме-

ним регулярный асимптотический метод [6,140], вводя безразмерные обозна-

чения (3.7), (3.8). Придем к уравнению (3.9) с ядром (3.11), в котором следует 

положить 
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В результате получим асимптотики вида (3.12) и (3.13), справедливые 

при достаточно больших значениях λ. 

 

3.1.3.   Численный анализ 

В табл. 3.1 для разных углов клина 2α приведены значения величины A в 

асимптотиках (3.12), (3.13) для шести задач, рассчитанные при ν=0.25 (для 

задач C1, C2 и C5, C6 брали γ=0.5). В табл. 3.2 даны значения приведенной 

интегральной характеристики T0 (3.13), рассчитанные для круговых включе-

ний при ν=0.25, c=1, λ=4 и разных γ. Значение T0=1 при λ→∞ соответствует 

единичному включению в упругом пространстве (задача C4 при α=π). При 

сближении включений в задачах C1, C2 и C5, C6 (уменьшении γ) значение 

сдвигающей силы уменьшается. При жесткой заделке граней клина (задачи 

C1, C3 и C5) включения сдвинуть труднее, чем в соответствующих случаях 

при скользящей заделке (задачи C2, C4 и C6). Как видно из табл. 3.2, перио-

дическую систему включений (задачи C5 и C6) сдвинуть легче, чем пару 

включений (задачи C1 и C2), которую, в свою очередь, легче сместить, чем 

единичное включение (задачи C3 и C4). Как показывают расчеты, эллиптиче-

ские включения (c<1) сдвинуть легче, чем круговые (c=1). 

В табл. 3.3 для четырех задач приведены значения T0 при различных 

коэффициентах Пуассона ν (α=π/2, c=1, λ=4). Требуемая для сдвига вклю-

чений сила возрастает с ростом ν. Как видно из табл. 3.3, для несжимаемого 

материала периодическую систему включений сдвинуть труднее, чем пару 

включений, хотя для сжимаемого материала ситуация противоположная. В 

первом приближении концентрация напряжений на границе сопряжения 

клина с включением, описываемая коэффициентом при корневой особенно-

сти в асимптотическом разложении (3.12), снижается с увеличением числа 
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или плотности включений и повышается при росте коэффициента Пуассона, 

а также при уменьшении угла клина. 

 

                   Таблица 3.1 ― Значения величины A в асимптотиках (3.12), (3.13) при ν=0.25 

Задача C1 C2 C3 C4 C5 C6 

  α=π/4  −0.805  −0.615  −0.895  −0.736  −0.693  −0.564 
  α=π/2  −0.376  −0.251  −0.583  −0.500  −0.0638    0.103 
  α=3π/4  −0.0757    0.196  −0.398  −0.249    0.478    1.790 
  α=π    0.0667    0.667  −0.318    0    1.027       ― 

 

                      Таблица 3.2 ― Значения величины T0 (3.13) при ν=0.25, c=1, λ=4 

Задача C1 C2 C3 C4 C5 C6 

γ=0.5 
  α=π/4    1.153    1.117    1.171    1.141    1.132    1.108 
  α=π/2    1.072    1.048    1.111    1.095    1.012    0.980 
  α=3π/4    1.014    0.963    1.076    1.048    0.909    0.658 
  α=π    0.987    0.873    1.061    1.000    0.804      ― 

γ=0.4 
  α=π/4    1.137    1.096    1.171    1.141    1.094    1.063 
  α=π/2    1.047    1.021    1.111    1.095    0.944    0.904 
  α=3π/4    0.986    0.932    1.076    1.048    0.815    0.502 
  α=π    0.958    0.841    1.061    1.000    0.684      ― 

 

                      Таблица 3.3 ― Значения величины T0 при α=π/2, c=1, λ=4 и разных ν 

ν 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Задача C1    1.043    1.052    1.064    1.082    1.111    1.165 
Задача C2    1.032    1.037    1.044    1.053    1.066    1.085 
Задача C5    0.949    0.968    0.995    1.033    1.092    1.195 
Задача C6    0.933    0.949    0.968    0.995    1.032    1.090 

 

3.1.4.   Выводы 

Показана связь интегральных уравнений пространственных и плоских 

задач о включениях в упругом клине. В пространственном случае важно 

привести ядра интегральных уравнений к симметричной форме по 

радиальной координате. Закрепление наружной поверхности трехмерного 

упругого клина жесткой или скользящей заделкой дает возможность 

выписать корректные интегральные уравнения задач о периодических 

цепочках жестких включений, контактирующих с упругим материалом в 
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срединной полуплоскости клина. Структура ядер интегральных уравнений 

пространственных линейно-периодических задач о системах включений в 

клине аналогична структуре ядра интегрального уравнения контактной 

задачи о вдавливании периодической системы штампов в грань клина, другая 

грань которого жестко заделана [133]. 

Изученные выше периодические задачи о включениях в клине 

эквивалентны соответствующим непериодическим задачам для усеченного 

клина плоскостями z=±l перпендикулярными ребру, когда имеется единичное 

включение, а при z=±l поставлены условия скользящей заделки. 
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3.2.   Плоские задачи 

Плоские задачи о включениях являются предельными случаями перио-

дических задач из п. 3.1 и, как показывает анализ литературы, не были изуче-

ны ранее. В двумерной постановке решаются задачи теории упругости об аб-

солютно тонком жестком конечном включении в середине клина. Между уп-

ругим материалом клина и включением предполагается полное сцепление. 

Наружные грани клина подчиняются условиям жесткой или скользящей за-

делки. Задачи симметричны по угловой координате. На включение действует 

тангенциальная сила, смещая его на известную величину в направлении бис-

сектрисы клина. Интегральное преобразование Меллина позволяет свести 

смешанные граничные задачи о включении к интегральным уравнениям, из 

которых требуется найти тангенциальные контактные напряжения. В пре-

дельном случае интегральное уравнение дает известное для включения в по-

лосе. Выделяется безразмерный параметр, описывающий расположение 

включения относительно угловой точки. Для решения интегрального уравне-

ния берутся три метода. Сперва находится решение в замкнутой форме, бази-

рующееся на специальной аппроксимации символа ядра. Во вторых строится 

регулярное асимптотическое разложение по степеням малого параметра, ра-

ботающее для относительно далеких от угла зон контакта. Третий подход по-

священ построению сингулярного асимптотического решения, предпола-

гающего решение интегральных уравнений Винера−Хопфа, суперпозицию 

пограничных слоев по краям вырожденного решения. Данный подход хоро-

шо зарекомендовал себя для зон контакта, которые подходят  достаточно 

близко к вершине клина. На основе трех вариантов решений проведен анализ 

механических характеристик при варьировании краевых условий, угла тела, 

пуассоновского коэффициента и безразмерного геометрического параметра. 
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3.2.1. Специальная аппроксимация символа ядра 

Плоский упругий клин опишем неравенствами 0≤r<∞, −α≤ϕ≤α (r, ϕ ― 

полярные координаты). При ϕ=0 в области r∈[a,b] клина имеется тонкое же-

сткое включение, которое полностью с упругим материалом в зоне контакта. 

На включение действует тангенциальная сила 2T, направление которой сов-

падает с полуосью r (рис. 3.3). При воздействии силы включение смещается 

на величину δ. Наружные грани упругого тела находятся в условиях жесткой 

или скользящей заделки (соответственно задачи C7 и C8). Упругий материал 

характеризуется параметрами: модулем сдвига G и пуассоновским коэффи-

циентом ν. 

 

 
Рис. 3.3 ― Включение в плоском клине 

 

Предполагая симметрию по ϕ, сфокусируемся на отрезке 0≤ϕ≤α, на гра-

нице которого выпишем следующие смешанные условия: 

;))  ,(0  0   ;)(     ;0   :0 ∞<<<<=τ≤≤δ===ϕ ϕϕ rbarbrauu rr  

   :α=ϕ С7)     ;0== ϕuur  С8)  0=τ= ϕϕ ru . 

Метод интегрального преобразования Меллина позволяет вывести сле-

дующее интегральное уравнение для тангенциального напряжения τrϕ=−τ(r), 

a≤r≤b, ϕ=0 ( 1)1(4 −κν−=θ G , ν−=κ 43 ): 
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После нахождения контактного напряжения можно найти соотношение 

между силой T и смещением δ на основе условия равновесия включения 

( ) .Td
b

a

=ρρτ∫  

Другой способ вывода уравнений (3.18) основан на специальном пре-

дельном переходе из уравнений пространственных задач, рассмотренных в п. 

3.1. Устремляя α→0, αy=t, получим совпадение символа ядра L(y) (3.18) в за-

даче С8 с известным символом в аналогичной задаче о включении в упругой 

полосе ([6], формула (3.11)). 

При решении уравнения (3.18) необходимо учитывать следующую асим-

птотику символов ядра: 

),(  ))2exp((1)(   ),0(  )()( 3 ∞→α−+=→+= yyyOyLyyOAyyL n  

                                  С7)  ,2   ,
)2sin(2

sin22
2

222

=
ακ−ακ
α−ακ= nA                               (3.19) 

С8)  .   ,1   ,
))2cos(1(
)2sin(2 π≠α=

α−κ
α−κα= nA  

При α=180°, L(y)=cth(πy), случай С8 соответствует случаю включения во 

всей плоскости. Тогда интегральное уравнение (3.18) преобразуется к урав-

нению контактной задачи о внедрении жесткого индентора в упругую полу-

плоскость, у которого имеется точное решение ([5], формула (6.96)). 

Далее используем безразмерные величины 

( ) ( ) ( ) 1
0

1    ,]/[ln2   ,/ln1   ,/ln1 −− λδ=δ=λρλ=+ξλ=+ aabaarx , 

                                                                                                                        (3.20) 

( ) ( )( ) ( ) 1
0

1    , −− θ=θρρτ=ξϕ aTTa . 
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Расположение включения относительно угловой точки характеризуется 

параметром λ. В обозначениях (3.20) уравнение (3.18) перепишем так: 

                                         ( ) ( )1    0

1

1

≤πδ=ξ








λ
−ξξϕ∫

−
xd

x
k .                          (3.21) 

Приближенное решение уравнения (3.21) получим, учитывая поведение 

(3.19), при использовании аппроксимации [5] 

                                            ).(   )th()( ∞<<−∞≈ yAyyL                             (3.22) 

Беря интеграл [32] 

( ) ( )
A

s
dyys

y

Ay

4
thlncos

th

0

π−=∫
∞

 

в ядре уравнения (3.21), вводя новые переменные [2], придем к интегрально-

му уравнению Штаермана о внедрении двух одинаковых инденторов в полу-

плоскость, которое имеет точное решение [86]. Окончательно найдем 

)])(ch())(ch([2)))((exp(2

))2(exp(
)(

111

1
0

−−−

−

λπ−λπλπ−λ
λππδ=ϕ

AxAAKA

A
x , 

                                                                                                                        (3.23) 

)))((exp(

)))(2exp(1(
)(

1
1

1
0

1

1
0 −

−

− λπ−λ
λπ−−δ

=ϕ
λ

= ∫
AK

AK
dxxT , 

где K(k) — полный эллиптический интеграл. Относительная погрешность 

решения (3.23) не превышает относительной погрешности ε аппроксимации 

(3.22) [5]. Решение (3.23) будет точным в задаче С7 при α=180°, L(y)=th(πy) 

(включение во всей плоскости с жесткой заделкой по лучу), а также в задаче 

С8 при α=90°, L(y)=th(πy/2) (два симметричных включения во всей плоско-

сти). Величина погрешности ε существенно зависит от коэффициента Пуас-

сона (рис. 3.4). 

Для задачи С7 при всех углах α≤180° значения ε<6% при ν=1/4 и ε<4% 

при ν=1/2. Для случая С8 при α→180° величина ε значительно увеличивается 

независимо от ν. Делаем вывод: аппроксимация (3.22) дает приемлемую по-

грешность не для всех α и ν, значит, требуются другие подходы. 
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Рис. 3.4 ― Погрешность ε(%) в зависимости от α(°), задачи С7 (а) и С8 (б), сплошные кри-
вые для ν=0.25 и пунктирные для ν=0.45 
 

 

3.2.2.   Регулярные асимптотики 

Пусть включение расположено относительно далеко от угла клина (λ 

достаточно велико). Будем искать решение в форме ряда по степеням малого 

параметра λ−1, используя лемму [4,5,29]: 

Лемма. При 0≤s<∞ из ядра k(s) (3.18) можно выделить главную часть 

               ),(ln)( sFssk +−=    ∫
∞ −+−=
0

,
)exp()cos(]1)([

)( dy
y

yysyL
sF      (3.24) 

а гладкая функция F(s) при |s|<2α разложима в абсолютно сходящийся ряд 

,)(
0

2∑
∞

=
=

n

n
nsbsF  

                                             ∫
∞ −+−=
0

0 ,
)exp(1)(

dy
y

yyL
b                              (3.25) 

. )... ,2,1(      ]1)([
)!2(
)1(

0

12 =−−= ∫
∞

− ndyyyL
n

b n
n

n  

Для доказательства леммы следует разложить cos(ys) в ядре (3.18) в ряд 

Тейлора, принять во внимание значение интеграла ([38], формула 3.951.8) 
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s
y

ysy
dy ln

0

)cos()exp( =∫
∞ −−

 

и принять во внимание формулы (3.19). На основании леммы можно заклю-

чить: асимптотический метод «больших λ» можно применять при λ>1/α. Ко-

эффициенты b0, b1 и b2 занесены в табл. 3.4. 

 

Таблица 3.4 ― Коэффициенты (3.25) в зависимости от α и ν 

α 45° 90° 135° 45° 90° 135° 

Задача С7,   ν=0.3 С8,   ν=0.3 
b0×103   73.4   539   958   138   693   1977 
b1×103   405   122   49.1   361   83.3 −1.03 

−b2×103   175   11.3   1.68   121   4.86 −0.416 
Задача С7,   ν=0.4 С8,   ν=0.4 

b0×103 −55.9   438   910 −21.1   693   2030 
b1×103   556   147   53.8   440   83.3 −3.97 

−b2×103   283   15.5   1.99   154   4.86   0.552 

 

Если искать решение уравнения (3.21), (3.24) в форме ряда по степеням 

1/λ, приравнять коэффициенты при одинаковых степенях 1/λ, будем иметь 

цепь интегральных уравнений с логарифмическими ядрами, имеющих точное 

решение. Ограничиваясь асимптотической точностью O(1/λ6) при λ→∞, вы-

ведем к регулярную асимптотику 
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                                                                                                                        (3.26) 


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На основании расчетов можно сделать вывод, что погрешность асимпто-

тики (3.26) при λ≥2/α не более 5% (аналогичный вывод был сделан ранее для 

задачи о внедрении индентора в грань клина [5]). В табл. 3.5 решение (3.26) 

для интегральной характеристики 

                                                     001 / δλ= TT                                                 (3.27) 
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сопоставляется с точным решением (3.23) для случая С8 при α=90° и произ-

вольном ν. Для этого угла α решение (3.23) задачи C8 точное, а погрешность 

асимптотики при λ≥4/π не превышает 1%. 

 

                       Таблица 3.5 ― Характеристика (3.27), задача С8, α=90° 

λ 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0 

Решение (3.26)  3.11  1.94  1.57  1.38  1.26 
Точная формула (3.23)  3.00  1.94  1.57  1.38  1.26 

 

 

3.2.3.   Сингулярные асимптотики 

Пусть теперь включение расположено относительно близко к угла клина 

(λ достаточно мало). Построим сингулярные асимптотики по методу «малых 

λ» [4,5,29]. Устремляя в (3.21) 0→λ  и интегрируя по всей действительной 

оси, найдем так называемое вырожденное решение 

                                                          ( ) ( ) 1
0

−λδ=ϕ Ax ,                                   (3.28) 

описывающее поведение искомого напряжения на удалении от концов кон-

тактого отрезка 1±=x . Асимптотику для малых λ можно также строить пу-

тем суперпозиции пограничных слоев, имеющих корневые особенности в 

точках 1±=x . Они находятся из уравнений Винера−Хопфа [57]. Для удобст-

ва при решениях уравнений Винера−Хопфа привлекается легко факторизуе-

мая аппроксимация символа на вещественной оси 

                                 ( ) A
FC

DE
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EtDtt
tL =

++
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2222

2222

   ,
))((

)(
.                     (3.29) 

Проделав это, запишем асимптотику при малых λ  в форме 
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где erf(x) ― интеграл вероятности.  

Используя (3.30), получим интегральную характеристику 
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Главный член характеристики (3.31) при 0→λ  будет 

12
00 )(2 −λδ≈ AT , 

он же получается из вырожденного решения (3.28). 

В табл. 3.6 табулированы константы C, D, E и относительная погреш-

ность аппроксимации (3.29) (F можно вычислить по второй формуле (3.29)). 

                            Таблица 3.6 ― Константы аппроксимации (3.29), ее погрешность ε0 (%) 

α 45° 90° 135° 45° 90° 135° 

Задача С7,   ν=0.3 С8,   ν=0.3 
C  3.39  0.990  0.760  0.920  1.00  0.330 
D  4.24  1.60  1.34  3.16  3.30  0.726 
E  2.20  1.10  1.60  1.20  2.00  0.800 
ε0  0.2  0.2  0.2  0.4  0.1  0.5 

Задача С7,   ν=0.4 С8,   ν=0.4 
C  1.24  0.690  0.800  0.850  1.00  3.30 
D  4.63  1.74  1.80  3.27  3.30  0.730 
E  1.80  0.700  1.50  1.00  2.00  0.900 
ε0  0.5  0.5  0.3  0.6  0.1  0.5 

 

В табл. 3.7 табулированы значения характеристики 10T1 (3.27), вычис-

ленные тремя методами. 

                                Таблица 3.7 ― Значения 10T1 (3.27), задача С7, при α=45°, ν=1/2 

λ 1/2 1 2 3 

Формула (3.23)  106.5  57.7  33.2  25.1 
Формула (3.26) — —  34.0  24.8 
Формула (3.31)  101.9  53.0 — — 

 

Зависимость характеристики (3.27) от α проиллюстрирована на рис. 3.5. 

Наименьшее отличие между случаями жесткой и скользящей заделкой граней 
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клина отмечается вблизи угла 2α=135°. Расхождение решений задач С7 и С8 

увеличивается при α→0, а также при α→π (при α=180° в задаче С8 тип сим-

вола ядра изменяется на котангенс гиперболический). 

 

Рис. 3.5 ― Зависимости 10T1(α), ν=1/4, λ=3 (а) и λ=0.5 (б), сплошные кривые для задачи С7, 
пунктирные для задачи С8 

 
 
На рис. 3.6 начерчены зависимости величины 

                                          1
0

1
12 )()1(4 −− δλ=κν−= GaTTT                           (3.32) 

от коэффициента Пуассона ν (в (3.32) T — размерная сила). Наименьшее от-

личие между случаями жесткой и скользящей заделкой граней отмечается 

вблизи значения ν=0.4. 

 

 

Рис. 3.6 ― Зависимости T2(ν), α=π/4, λ=3 (а) и λ=0.5 (б), сплошные кривые для задачи С7, 
пунктирные для задачи С8 
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3.2.4.   Выводы 

В рассмотренных задачах применимость метода специальной аппрокси-

мации символа ядра зависит от α и ν, а область эффективности двух асим-

птотических методов определяется значениями λ и α. Когда включение при-

ближается к углу клина (λ уменьшается), контактные напряжения и сме-

щающая сила увеличиваются (смещение считается заданным). Для случая 

жестко зафиксированных граней тела (С7) напряжения в контакте и сила 

больше, чем для варианта скользящей заделки (С8). Для некоторых углов и 

коэффициентов Пуассона расхождение интегральных характеристик реше-

ний задач С7 может иметь минимум. Для несжимаемого упругого материала 

(ν=1/2) сдвинуть включение труднее, чем для сжимаемого материала. С 

уменьшением угла клина интегральная характеристика увеличивается в слу-

чае С7, а в случае С8 имеет максимум при некотором остром угле α. 
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Заключение 

 

В диссертационной работе решены новые периодические задачи со сме-

шанными граничными условиями для уравнения Лапласа и уравнений Ламе 

теории упругости в области трехмерного клина двухгранного угла. В силу 

периодичности полученные решения применимы для клина с ребром конеч-

ной длины (на плоскостях усечения ребра ставятся условия Неймана для 

уравнения Лапласа; условия скользящей заделки для контактных задач). Для 

задач выведены интегральные уравнения, в которых ядра расщеплены на 

«плоские» и «пространственные» компоненты. В предельных и частных слу-

чаях эти ядра совпадают с известными для соответствующих плоских и про-

странственных задач с единичной областью смены граничных условий. 

Обнаружена возможность расходимости «плоской» части ядра, наступ-

ление которой зависит от поведения функции-символа. Предложена регуля-

ризация ядра, основанная на модификации постановки задачи при помощи 

добавления периодической системы дискретных воздействий определенной 

интенсивности. 

Получено численное решение трехмерной периодической контактной 

задачи теории упругости с кулоновским трением в неизвестной области кон-

такта для клина, одна грань которого жестко зафиксирована. 

На основе регуляризации построены численные решения пространст-

венных периодических контактных задач теории упругости без трения с не-

известной областью контакта для клина, когда на одной грани клина отсутст-

вуют напряжения или она лежит без трения на недеформируемом основании. 

Установлено, что в плоских контактных задачах для упругого клина 

учет переменности коэффициента Пуассона по угловой координате может 

изменять свойства ядра интегрального уравнения. Модифицировано регуляр-

ное асимптотическое решение по сравнению со случаем однородного мате-

риала. 
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В периодических задачах о системах жестких включений, а также о паре 

включений в пространственном упругом клине получены регулярные асим-

птотические решения в предположении связи между двумя безразмерными 

геометрическими параметрами (относительным расстоянием между включе-

ниями и их относительной удаленности от ребра клина). 

Показано, что интегральные уравнения плоских задач о жестких вклю-

чениях в упругом клине являются предельными случаями уравнений соот-

ветствующих периодических задач. Для плоских задач о включениях по-

строены регулярные и сингулярные асимптотические решения, а также ре-

шение, основанное на специальной аппроксимации ядра. 

Научная и теоретическая ценность результатов состоит в том, что разви-

тый метод регуляризации расходящегося ядра интегрального уравнения мо-

жет быть применен и в других аналогичных задачах со смешанными гранич-

ными условиями. Результаты расчетов можно использовать для контроля 

точности метода конечных элементов для тел с угловой линией. 

Результаты могут быть востребованы в машиностроении, при 

проведении расчетов контактной прочности деталей, конструкций с 

угловыми линиями в условиях периодического контакта, для тел с 

периодическим текстурированным рельефом поверхности после лазерной 

обработки. Решения могут иметь практическое значение при расчетах 

упругого контакта зубьев зубчатой передачи Новикова при учете конечной 

длины кромки зубьев. 

Развитие исследований в данной области возможно в направлении учета 

сил трения в периодических контактных задачах для трехмерного упругого 

клина при отсутствии напряжений на одной грани либо для случая, когда 

одна грань лежит без трения на абсолютно жестком основании. 
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Приложение. Фрагмент программы для ЭВМ 

 

Для проведения расчетов составлены программы на языке Фортран. Ос-

новная программа метода Б.А. Галанова опубликована [41], как и подпрограм-

ма решения систем линейных алгебраических уравнений [72]. Поэтому ниже 

приводится фрагмент программы расчета безразмерного ядра (2.35) интеграль-

ного уравнения пространственно-периодической контактной задачи для клина, 

одна грань которого свободна от напряжений, с учетом регуляризации перио-

дической системой сил, действующих при r=h. 

 

c   Ядро интегрального уравнения для клина KK1(ξ,η,x,y) без члена 1/R 

       REAL*4 FUNCTION KK1(xi,eta,xx,yy) 

       REAL*4 xi,eta,xx,yy,la,delz,h,al,nu 

с   la=λ, delz – параметр регуляризации особенности ядра (связан с шагами 

c   сетки), h=h, al=α, nu=ν (определяются в основной программе, α≥π/4) 

       REAL*8 x,y,r,z,Rh,Rp,Rm,Rhp,Rmp,lam,hh,alf 

       REAL*8 a0,pi,nu1,b,tet,A,Az,a1,a2,a3,a4,pk,rk,rk1,rk2,kk 

       INTEGER*2 nn,n1 

       REAL*8 u,t,vv,L1,L2,WW,Wp,Wm,s1,s2 

       REAL*8 c1(32,33),z1(32),c2(32,33),z2(32) 

       REAL*8 d0(32),q(32),Psi1(32,4),Psi2(32,4),Psi3(32,4),Psi4(32,4) 

       EXTERNAL L1,L2,WW,Wp,Wm 

       COMMON/q0/la,delz,h 

       COMMON/q2/al,nu 

c   d0(32), q(32) - узлы и веса квадратурной формулы Гаусса, n=32 [75] 

       COMMON/q7/d0,q 

       nu1=DBLE(nu) 

       x=DBLE(xi) 

       y=DBLE(eta) 

       r=DBLE(xx) 
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       z=DBLE(yy) 

       pi=3.14159265358979D0 

       lam=DBLE(la) 

       hh=DBLE(h) 

       alf=DBLE(al) 

       A=2.D0*(alf*alf-DSIN(alf)**2.D0)/(2.D0*alf+DSIN(2.D0*alf)) 

       Az=1.D0-pi/A 

       nn=32 

       n1=nn+1 

       b=25.D0 

       tet=1.D0-2.D0*nu1 

       Rh=DSQRT((r+lam-hh)**2.D0+z**2.D0) 

       Rp=DSQRT((r-x)**2.D0+(z-y+2.D0)**2.D0+delz) 

       Rm=DSQRT((r-x)**2.D0+(z-y-2.D0)**2.D0+delz) 

       Rhp=DSQRT((r+lam-hh)**2.D0+(z+2.D0)**2.D0) 

       Rhm=DSQRT((r+lam-hh)**2.D0+(z-2.D0)**2.D0) 

       a1=-1.D0/Rh+1.D0/Rp+1.D0/Rm-1.D0/Rhp-1.D0/Rhm+ 

     !    Az/2.D0*DLOG((x+lam)/hh) 

       DO 5 i=2,2000 

       kk=DBLE(i) 

       Rp=DSQRT((r-x)**2.D0+(z-y+2.D0*kk)**2.D0) 

       Rm=DSQRT((r-x)**2.D0+(z-y-2.D0*kk)**2.D0) 

       Rhp=DSQRT((r+lam-hh)**2.D0+(z+2.D0*kk)**2.D0) 

       Rhm=DSQRT((r+lam-hh)**2.D0+(z-2.D0*kk)**2.D0) 

       a1=a1+1.D0/Rp+1.D0/Rm-1.D0/Rhp-1.D0/Rhm 

  5    CONTINUE 

       a2=0.0D0 

       rk=DLOG((x+lam)/(r+lam)) 

       rk1=DLOG(hh/(r+lam)) 

       DO 10 i=1,nn 
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       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       a2=a2+b*0.5D0*q(i)*(WW(u)-1.D0/DTANH(pi*u))* 

     !    (DCOS(u*rk)-DCOS(u*rk1))/u 

  10   CONTINUE 

       a3=0.0D0 

       DO 11 j=1,4 

       pk=pi*DBLE(j) 

       DO 11 i=1,nn 

       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

c   Вызов функции Макдональда 

       CALL FMACDO(u,pk*(r+lam),rk) 

       CALL FMACDO(u,pk*(x+lam),rk1) 

       CALL FMACDO(u,pk*hh,rk2) 

       a3=a3+b*2.D0*q(i)/pi*(DSINH(pi*u)*WW(u)-DCOSH(pi*u))* 

     !    rk*(rk1*DCOS(pk*(z-y))-rk2*DCOS(pk*z)) 

  11   CONTINUE 

       IF (nu1.EQ.0.5D0) a4=0.0D0 

       IF (nu1.EQ.0.5D0) GO TO 20 

       DO 12 jj=1,4 

       pk=pi*DBLE(jj) 

       DO 1 i=1,nn 

       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       DO 1 j=1,nn 

       t=(d0(j)+1.D0)*0.5D0*b 

       vv=0.0D0 

       IF (i.EQ.j) vv=1.D0 

       c1(i,j)=vv-tet*L1(u,t)*b*0.5D0*q(j) 

  1    c2(i,j)=c1(i,j) 

       DO 2 i=1,nn 

       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 
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       s1=0.0D0 

       s2=0.0D0 

       DO 3 j=1,nn 

       t=(d0(j)+1.D0)*0.5D0*b 

       CALL FMACDO(t,pk*(x+lam),rk1) 

       CALL FMACDO(t,pk*hh,rk2) 

       s1=s1+b*0.5D0*q(j)*tet*L1(u,t)*DCOSH(pi*t/2.D0)*rk1 

  3    s2=s2+b*0.5D0*q(j)*tet*L1(u,t)*DCOSH(pi*t/2.D0)*rk2 

       c1(i,n1)=s1 

       c2(i,n1)=s2 

  2    CONTINUE 

c   GAUSS – подпрограмма решения системы линейных алгебраических  

c   уравнений методом Гаусса [72]. Применяется для решения  

c   вспомогательных интегральных уравнений Фредгольма второго 

c   рода методом коллокаций. 

       CALL GAUSS(nn,n1,c1,z1) 

       CALL GAUSS(nn,n1,c2,z2) 

       DO 4 i=1,nn 

       Psi1(i,jj)=z1(i) 

  4    Psi2(i,jj)=z2(i) 

  12   CONTINUE 

       DO 32 jj=1,4 

       pk=pi*DBLE(jj) 

       DO 21 i=1,nn 

       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       DO 21 j=1,nn 

       t=(d0(j)+1.D0)*0.5D0*b 

       vv=0.0D0 

       IF (i.EQ.j) vv=1.D0 

       c1(i,j)=vv-tet*L2(u,t)*b*0.5D0*q(j) 
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  21   c2(i,j)=c1(i,j) 

       DO 22 i=1,nn 

       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       s1=0.0D0 

       s2=0.0D0 

       DO 23 j=1,nn 

       t=(d0(j)+1.D0)*0.5D0*b 

       CALL FMACDO(t,pk*(x+lam),rk1) 

       CALL FMACDO(t,pk*hh,rk2) 

       s1=s1+b*0.5D0*q(j)*tet*L2(u,t)*DCOSH(pi*t/2.D0)*rk1 

  23   s2=s2+b*0.5D0*q(j)*tet*L2(u,t)*DCOSH(pi*t/2.D0)*rk2 

       c1(i,n1)=s1 

       c2(i,n1)=s2 

  22   CONTINUE 

       CALL GAUSS(nn,n1,c1,z1) 

       CALL GAUSS(nn,n1,c2,z2) 

       DO 24 i=1,nn 

       Psi3(i,jj)=z1(i) 

  24   Psi4(i,jj)=z2(i) 

  32   CONTINUE 

       a4=0.0D0 

       DO 13 j=1,4 

       pk=pi*DBLE(j) 

       DO 13 i=1,nn 

       u=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       CALL FMACDO(u,pk*(r+lam),rk) 

       a4=a4+b*2.D0*q(i)/pi*DSINH(pi*u/2)*rk* 

     !    (Wp(u)*(Psi1(i,j)*DCOS(pk*(z-y))-Psi2(i,j)*DCOS(pk*z))- 

     !    Wm(u)*(Psi3(i,j)*DCOS(pk*(z-y))-Psi4(i,j)*DCOS(pk*z))) 

  13   CONTINUE 
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  20   CONTINUE 

       KK1=REAL(a1+a2+a3+a4) 

       RETURN 

       END 

 

c   Символ ядра интегрального уравнения контактной задачи 

       REAL*8 FUNCTION WW(u) 

       REAL*4 al,nu 

       REAL*8 u,alf 

       COMMON/q2/al,nu 

       alf=DBLE(al) 

       WW=(DSINH(2.D0*alf*u)+u*DSIN(2.D0*alf))/ 

     !    (DCOSH(2.D0*alf*u)-1.D0-2.D0*u*u*DSIN(alf)**2.D0) 

       RETURN 

       END 

 

c   Первая часть символа ядра интегрального уравнения контактной задачи 

       REAL*8 FUNCTION Wp(u) 

       REAL*4 al,nu 

       REAL*8 u,alf 

       COMMON/q2/al,nu 

       alf=DBLE(al) 

       Wp=(DCOSH(alf*u)-DCOS(alf))/(DSINH(alf*u)+u*DSIN(alf)) 

       RETURN 

       END 

 

c   Вторая часть символа ядра интегрального уравнения контактной задачи 

       REAL*8 FUNCTION Wm(u) 

       REAL*4 al,nu 

       REAL*8 u,alf 
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       COMMON/q2/al,nu 

       alf=DBLE(al) 

       Wm=-(DCOSH(alf*u)+DCOS(alf))/(DSINH(alf*u)-u*DSIN(alf)) 

       RETURN 

       END 

 

c   Ядро первого вспомогательного интегрального уравнения Фредгольма 

c   второго рода 

       REAL*8 FUNCTION L1(u,t) 

       REAL*4 al 

       REAL*8 u,t,pi,alf,b,s,g1,Wp,si,co,y,ch,ss 

       REAL*8 d0(32),q(32) 

       EXTERNAL Wp 

       COMMON/q2/al 

       COMMON/q7/d0,q 

       pi=3.14159265358979D0 

       alf=DBLE(al) 

       b=20.D0 

       s=0.0D0 

       si=DSIN(alf) 

       co=DCOS(2.D0*alf) 

       DO 1 i=1,32 

       y=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       g1=1.D0/DTANH(0.5D0*alf*y)/(DCOSH(alf*y)-co) 

       ch=DCOSH(pi*y) 

       ss=DSINH(pi*y)/(ch+DCOSH(pi*u))/(ch+DCOSH(pi*t)) 

  1    s=s+b*0.5D0*q(i)*g1*ss 

       L1=2.D0*DCOSH(pi*u/2.D0)*DSINH(pi*t/2.D0)*Wp(t)*s*si*si 

       RETURN 

       END 
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c   Ядро второго вспомогательного интегрального уравнения Фредгольма 

c   второго рода 

       REAL*8 FUNCTION L2(u,t) 

       REAL*4 al 

       REAL*8 u,t,pi,alf,b,s,g1,Wm,si,co,y,ch,ss 

       REAL*8 d0(32),q(32) 

       EXTERNAL Wm 

       COMMON/q2/al 

       COMMON/q7/d0,q 

       pi=3.14159265358979D0 

       alf=DBLE(al) 

       b=20.D0 

       s=0.0D0 

       si=DSIN(alf) 

       co=DCOS(2.D0*alf) 

       DO 1 i=1,32 

       y=(d0(i)+1.D0)*0.5D0*b 

       g1=DTANH(0.5D0*alf*y)/(DCOSH(alf*y)+co) 

       ch=DCOSH(pi*y) 

       ss=DSINH(pi*y)/(ch+DCOSH(pi*u))/(ch+DCOSH(pi*t)) 

  1    s=s+b*0.5D0*q(i)*g1*ss 

       L2=2.D0*DCOSH(pi*u/2.D0)*DSINH(pi*t/2.D0)*Wm(t)*s*si*si 

       RETURN 

       END 

 

c   Вычисление функции Макдональда Kiτ(x) [43]. 

       SUBROUTINE FMACDO(tau,x,rk) 

       REAL*8 tau,x,rk,pi,s,c,a,b,xx,s1,rmk,rnk,aa,p 

       REAL*8 s2,a1,aa1,b1,rf,sl,t,q,tt,grd,gid 
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       REAL*8 a0(24),h(24) 

       EXTERNAL sl 

       COMMON/r/ t,q 

       COMMON/q5/a0,h 

       pi=3.14159265358979D00 

       t=tau 

       tt=t*t 

       q=x 

       ta=REAL(tau) 

       x1=REAL(x) 

       IF (x1 .GE. 40.0) GO TO 99 

       IF (x1 .GE. 2.5 .AND. x1 .LT. 3.5 .AND. ta .LT. 0.6) GO TO 9 

       IF (x1 .GE. 3.5 .AND. x1 .LT. 4.5 .AND. ta .LT. 1.5) GO TO 9 

       IF (x1 .GE. 4.5 .AND. x1 .LT. 5.5 .AND. ta.LT. 2.0) GO TO 9 

       IF (x1 .GE. 5.5 .AND. x1 .LT. 7.0 .AND. ta .LT. 3.25) GO TO 9 

       IF (x1 .GE. 7.0 .AND. ta .LT. 4.2) GO TO 9 

       IF (x1 .GE. 10.0 .AND. ta .GE. 15.0) GO TO 99 

       IF (x1 .GE. 15.0) GO TO 98 

       s=DSIN(t*DLOG(q*0.5D0)) 

       c=DCOS(t*DLOG(q*0.5D0)) 

       xx=x*x*0.25D0 

       CALL GAMMAZ(1.,ta,gr,gi,ierr) 

       grd=DBLE(gr) 

       gid=DBLE(gi) 

       b=(s*grd-c*gid)/(grd*grd+gid*gid) 

       a=(c*grd+s*gid)/(grd*grd+gid*gid) 

       s1=b 

       n=55 

       IF (x1 .LT. 0.06) n=10 

       IF (x1 .LT. 0.01) n=5 



 

 122 

       DO 11 k=1,n 

       p=DBLE(k) 

       rmk=xx/(p*p+tt) 

       rnk=-xx*t/(p*p+tt)/p 

       aa=a 

       a=aa*rmk-b*rnk 

       b=aa*rnk+b*rmk 

       s1=s1+b 

 11    CONTINUE 

       CALL GAMMAZ(1.,-ta,gr,gi,ierr) 

       grd=DBLE(gr) 

       gid=DBLE(gi) 

       b1=(-s*grd-c*gid)/(grd*grd+gid*gid) 

       a1=(c*grd-s*gid)/(grd*grd+gid*gid) 

       s2=b1 

       DO 12 k=1,n 

       p=DBLE(k) 

       rmk=xx/(p*p+tt) 

       rnk=xx*t/(p*p+tt)/p 

       aa1=a1 

       a1=aa1*rmk-b1*rnk 

       b1=aa1*rnk+b1*rmk 

       s2=s2+b1 

 12    CONTINUE 

       rk=pi/DSINH(pi*t)*(s2-s1)*0.5D0 

       RETURN 

  9    b=3.D00 

       CALL INTGA2(sl,b,rf) 

       rk=rf*DEXP(-x) 

       RETURN 
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 99    rk=0.0D00 

       RETURN 

 98    s=1.D00 

       a=1.D00 

       DO 97 k=1,10 

       p=DBLE(k) 

       a=-a*(tt+((2.D0*p-1.D0)**2.D0)*0.25D0)/p/(2.D0*x) 

       s=s+a 

 97    CONTINUE 

       rk=s*DSQRT(pi*0.5D0/x)*DEXP(-x) 

       RETURN 

       END 

 

       REAL*8 FUNCTION sl(y) 

       REAL*8 y,t,q 

       COMMON/r/ t,q 

       sl=DEXP((1.D0-DCOSH(y))*q)*DCOS(y*t) 

       RETURN 

       END 

 

c   Вычисление интеграла от функции f(x) ,0<x<b. 

c   Квадратурная формула Гаусса, n=24 [75]. 

       SUBROUTINE INTGA2(f,b,if) 

       REAL*8 a0(24),h(24),f,b,if,r1,bb 

       EXTERNAL f 

       COMMON/q5/a0,h 

       r1=0.0D00 

       bb=b*0.5D0 

       DO 1 i=1,24 

       r1=r1+f((a0(i)+1.D00)*bb)*h(i) 



 

 124 

  1    CONTINUE 

       if=r1*bb 

       RETURN 

       END 

 

c   Вычисление гамма-функции. 

      SUBROUTINE GAMMAZ(ZR,ZI,GR,GI,IERR) 

      COMPLEX Z,ZLOG,ALPHA,GAMLN,ZSQDNM,SUM,FACT,GAM 

      DIMENSION A(5),ALPHA(5) 

      DATA (A(I),I=1,5)/ 8.3333333333333E-02,2.7777777777777E-03,7.9365 

     1079365079E-04,5.9523214166666E-04,8.4175084175084E-04/,TPILG/ 

     20.91893853320467/,ZASY/225.0/ 

      IERR= 1 

      ERR = 1.0E-07 

      ZRABS = ABS(ZR) 

c     TEST IF ABS(Z) .GE. 15.0 FOR ASYMPTOTIC APPROXIMATION. 

      IF (ZR .LT. -(160.0+ERR)) GO TO 84 

      IF (ABS(ZI) .GT. ERR) GO TO 5 

      IF (ZR .GT. ERR) GO TO 5 

      DR = AINT(ZRABS+0.5) - ZRABS 

      IF (DR**2 + ZI**2 .LE. ERR**2) GO TO 80 

      IF (ZI .EQ. 0.0) GO TO 8 

    5 ZSIZE = ZR*ZR + ZI*ZI 

      IF (ZSIZE - ZASY) 6,60,60 

    6 IF (ZI) 20,8,40 

c     CHECK TO SEE IF ARGUMENT IS NEAR ZERO OR A  

c     NEGATIVE INTEGER 

    8 IF (ZR .EQ. 1.0) GO TO 55 

      IF (ZR .GT. 0.0) GO TO 50 

   16 N = 1.0 - ZR 
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      FN = N 

      ZS = FN + ZR 

      CALL GAMZ(ZS,ZI,GR,GI) 

   17 J = 0 

   18 FJ = J 

      ZS = ZR + FJ 

      W =  ZS*ZS + ZI*ZI 

      RE = (ZS*GR + ZI*GI)/W 

      GI = (ZS*GI - ZI*GR)/W 

      GR = RE 

      J = J+1 

      IF (N-J) 52,52,18 

   20 ZT = -ZI 

      IF (ZR) 30,25,25 

   25 CALL GAMZ(ZR,ZT,GR,GI) 

      GI = -GI 

      RETURN 

   30 N = 1.0 - ZR 

      FN = N 

      ZS = FN + ZR 

      ZT = -ZI 

      CALL GAMZ(ZS,ZT,GR,GI) 

      GI = -GI 

      GO TO 17 

   40 IF (ZR) 16,50,50 

   50 CALL GAMZ(ZR,ZI,GR,GI) 

   52 RETURN 

   55 GR = 1.0 

      GI = 0.0 

      RETURN 
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c     ASYMPTOTIC APPROXIMATION. 

   60 ZIABS = ABS(ZI) 

      IF (ZR + 160.0) 84,84,63 

   63 IF (ZR) 64,64,65 

   64 BOUNDL = 0.006*ZR*ZR + 3.55*ZR + 410.0 

      IF (ZIABS - BOUNDL) 75,75,84 

   65 IF (ZR - 175.0) 66,66,67 

   66 BOUNDL = 4.52*ZR + 410.0 

      IF (ZIABS - BOUNDL) 75,75,84 

   67 BOUNDL = 5.0*ZR + 360.0 

      IF (ZR - 220.0) 68,68,69 

   68 BOUNDR = -0.108*ZR*ZR + 48.36*ZR - 5050.0 

      GO TO 70 

   69 IF (ZR-320.0) 72,72,73 

   72 BOUNDR = 5.625*ZR - 810.0 

      GO TO 70 

   73 BOUNDR = 5.867*ZR - 880.0 

   70 IF (ZIABS - BOUNDL) 71,75,84 

   71 IF (ZIABS - BOUNDR) 86,75,75 

   75 Z = CMPLX(ZR,ZI) 

      ZLOG = CLOG(Z) 

      ZSQDNM = 1./(Z*Z) 

      GAMLN = (Z-0.5)*ZLOG -Z + TPILG 

      ALPHA(1) = CMPLX(A(1),0.0) 

      SUM = ALPHA(1) 

      DO 76 I=1,4 

      FR = -A(I+1)/A(I) 

      FACT = FR*ZSQDNM 

      ALPHA(I+1) = FACT*ALPHA(I) 

      SUM = SUM + ALPHA(I+1) 
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      CHECK = CABS(ALPHA(I+1)/SUM) 

      IF (CHECK - 1.0E-08) 78,78,76 

   76 CONTINUE 

   78 GAMLN = GAMLN + SUM/Z 

   81 GAM = CEXP(GAMLN) 

      GR = REAL(GAM) 

      GI = AIMAG(GAM) 

      IF (ZIABS - 1800.0) 79,79,88 

   79 RETURN 

   80 IERR = 2 

      RETURN 

   84 IERR = 3 

      RETURN 

   86 IERR = 4 

      RETURN 

   88 IERR = 5 

      RETURN 

       END 

      SUBROUTINE GAMZ(ZR,ZI,GR,GI) 

c     TO CALCULATE GAMMA(ZR+I(ZI)),WHERE ZR AND ZI ARE 

c     POSITIVE 

      DATA PI/2.50662827463100/ 

      IF (ZI-1.) 1,1,2 

    1 T1=ZR 

      T2=ZI 

      CALL GAMMA1(T1,T2,GR,GI) 

      RETURN 

    2 M=ZI 

      N=M+1 

      FN=N 
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      X=ZR/FN 

      Y=ZI/FN 

      T1=X 

      T2=Y 

      CALL GAMMA1(T1,T2,T3,T4) 

      S=T3 

      T=T4 

      J=1 

      FJ=J 

      FJN=FJ/FN 

    3 X=X+FJN 

      T1=X 

      T2=Y 

      CALL GAMMA1(T1,T2,T3,T4) 

      U=T3 

      V=T4 

      P=S*U-T*V 

      T=S*V+T*U 

      S=P 

      J=J+1 

      IF (M-J) 4,3,3 

    4 C1=PI**M*SQRT(FN) 

      C2=ALOG(FN) 

      C3=ZR*C2 

      C4=ZI*C2 

    5 C5=EXP(C3)/C1 

      C =C5*COS(C4) 

      D=C5*SIN(C4) 

      P=C*S-D*T 

      GI=C*T+D*S 
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      GR=P 

      RETURN 

       END 

      SUBROUTINE GAMMA1(X,Y,U,V) 

c     TO CALCULATE GAMMA(X+IY),WHERE X IS POSITIVE AND Y IS 

c     LESS THAN 1 

      IF (X-1.) 1,1,2 

    1 CALL GAMMA2(X,Y,U,V) 

      RETURN 

    2 N=X 

      FN=N 

      X=X-FN 

      IF (X) 22,21,22 

   21 N=N-1 

      X=X+1. 

   22 S1=X 

      S2=Y 

      CALL GAMMA2(S1,S2,S3,S4) 

      U=S3 

      V=S4 

      J=0 

    3 FJ=J 

      P=(X+FJ)*U-Y*V 

      V=(X+FJ)*V+Y*U 

      U=P 

      J=J+1 

      IF(N-J) 4,4,3 

    4 RETURN 

       END 

      SUBROUTINE GAMMA2(X,Y,U,V) 
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c     TO CALCULATE GAMMA(X+IY),WHERE X AND Y ARE NOT 

c     GREATER THAN ONE 

c     BY PADE-POWER APPROXIMATION OF 1/GAMMA(Z) 

      DIMENSION A(9),B(9) 

      DATA (A(I),I=1,9)/0.0,1.0,1.2536302998,6.2294126401E-02, 

     1-1.9367439704E-01,9.5294089001E-03,1.0021677762E-02,-1.7669280217E 

     2-03,7.9027635693E-05/,(B(I),I=1,9)/1.0,6.7641463495E-01, 

     33.2773507466E-01,1.0279994528E-01,2.7018504538E-02,5.1647208257E-0 

     43,8.7521995448E-04,9.5129148083E-05,9.9862892410E-06/ 

      E=A(9)*X+A(8) 

      F=A(9)*Y 

      G=B(9)*X+B(8) 

      H=B(9)*Y 

      I=7 

    1 P=E*X-F*Y 

      F=E*Y+F*X 

      E=P+A(I) 

      Q=G*X-H*Y 

      H=G*Y+H*X 

      G=Q+B(I) 

      I=I-1 

      IF(I)2,2,1 

    2 W=E*E+F*F 

      U=(G*E+H*F)/W 

      V=(E*H-G*F)/W 

      RETURN 

      END 

 

c   Узлы и веса квадратурной формулы Гаусса, n=24 [75] 

       BLOCK DATA qv24 
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       REAL*8 a0(24),h(24) 

       COMMON/q5/a0,h 

       DATA (a0(i),i=1,24)/-0.995187219997021360180D00, 

     1 -0.974728555971309498198D00,-0.938274552002732758524D00, 

     1 -0.886415527004401034213D00,-0.820001985973902921954D00, 

     1 -0.740124191578554364244D00,-0.648093651936975569252D00, 

     1 -0.545421471388839535658D00,-0.433793507626045138487D00, 

     1 -0.315042679696163374387D00,-0.191118867473616309159D00, 

     1 -0.064056892862605626085D00,0.064056892862605626085D00, 

     1 0.191118867473616309159D00,0.315042679696163374387D00, 

     1 0.433793507626045138487D00,0.545421471388839535658D00, 

     1 0.648093651936975569252D00,0.740124191578554364244D00, 

     1 0.820001985973902921954D00,0.886415527004401034213D00, 

     1 0.938274552002732758524D00,0.974728555971309498198D00, 

     1 0.995187219997021360180D00/ 

       DATA (h(i),i=1,24)/0.012341229799987199547D00, 

     1 0.028531388628933663181D00,0.044277438817419806169D00, 

     1 0.059298584915436780746D00,0.073346481411080305734D00, 

     1 0.086190161531953275917D00,0.097618652104113888270D00, 

     1 0.107444270115965634783D00,0.115505668053725601353D00, 

     1 0.121670472927803391204D00,0.125837456346828296121D00, 

     1 0.127938195346752156974D00,0.127938195346752156974D00, 

     1 0.125837456346828296121D00,0.121670472927803391204D00, 

     1 0.115505668053725601353D00,0.107444270115965634783D00, 

     1 0.097618652104113888270D00,0.086190161531953275917D00, 

     1 0.073346481411080305734D00,0.059298584915436780746D00, 

     1 0.044277438817419806169D00,0.028531388628933663181D00, 

     1 0.012341229799987199547D00/ 

       END 

 


