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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Для расчетов зубчатых передач Новикова на контакт-

ную прочность ранее использовались модели упругого полупространства, четверти 
пространства, пространственного клина. Актуальным является дальнейшее уточне-
ние геометрии модели. В диссертации предложена модель зуба в виде клина дву-
гранного угла с ребром конечной длины (кромка зуба) при скользящей заделке бо-
ковых усеченных плоскостей. Контакт штампа с таким телом сводится к периоди-
ческой задаче для клина с бесконечным ребром. 

Диссертация посвящена разработке методов решения новых трехмерных 
периодических смешанных и контактных задач для уравнений Лапласа и Ламе 
упругого равновесия в области клина. Общее представление решения уравне-
ний Ламе упругого равновесия в форме Папковича−Нейбера сводится к не-
скольким уравнениям Лапласа со связанными граничными условиями. Кон-
тактные задачи теории упругости имеют смешанные граничные условия и важ-
ны для расчета контактной прочности сопрягаемых деталей и конструкций. За-
дачи множественного дискретного контакта возникают также в пальпационной 
томографии. Периодические рельефы встречаются у современных текстуриро-
ванных поверхностей после лазерной обработки, что также обуславливает акту-
альность периодических контактных задач. 

В нашей стране сложился ряд крупных научных центров исследования 
контактных задач. Среди них можно упомянуть Донской государственный тех-
нический университет и Южный федеральный университет, Кубанский госу-
дарственный университет, Институт проблем механики РАН им. А.Ю. Ишлин-
ского,  МГУ им. М.В. Ломоносова и др. Значительный вклад в развитие меха-
ники контактных взаимодействий внесли С.М. Айзикович, В.М. Александров, 
Ю.А. Антипов, И.И. Аргатов, В.А. Бабешко, А.А. Баблоян, А.В. Белоконь, О.А. 
Беляк, В.Н. Беркович, А.А. Бобылев, Н.М. Бородачев, Ф.М. Бородич, А.О. Ва-
тульян, И.И. Ворович, Б.А. Галанов, Л.А. Галин, Е.В. Глушков, Н.В. Глушкова, 
А.Г. Горшков, И.Г. Горячева, В.В. Калинчук, Е.В. Коваленко, В.И. Колесников, 
А.С. Кравчук, Е.А. Кузнецов, А.А. Ляпин, А.В. Манжиров, Ю.Ю. Маховская, 
В.И. Моссаковский, С.М. Мхитарян, Д.А. Пожарский, В.Л. Попов, Г.Я. Попов, 
О.Д. Пряхина, Ю.Н. Работнов, В.Л. Рвачев, Б.И. Сметанин, Б.В. Соболь, И.А. 
Солдатенков, М.А. Сумбатян, Д.В. Тарлаковский, А.Ф. Улитко, Я.С. Уфлянд, 
И.Ю. Цуканов, М.И. Чебаков, И.Я. Штаерман, J.R. Barber, V.I. Fabrikant, G.M.L. 
Gladwell, K.L. Johnson, J.J. Kalker, L.M. Keer и др. 

Участие в научных проектах по теме диссертации. Работа выполнена 
при поддержке грантов РФФИ 18-01-00017-а» «Контактные и смешанные зада-
чи теории упругости для неоднородных цилиндрических, клиновидных и слои-
стых тел», РНФ 22-21-00013 «Пространственные периодические контактные 
задачи» и РНФ 24-21-00014 «Пространственные задачи множественного кон-
такта при учете геометрических и структурных особенностей тел», стипендии 
Губернатора Ростовской области аспирантам и премии молодым ученым Рос-
товской области (2024 г.). 
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Цель, объект и предмет исследования. Целью диссертационной работы 
является получение новых знаний о решениях периодических смешанных и 
контактных задач для уравнений Лапласа и Ламе упругого равновесия. Объек-
том исследования является модель тела в форме клина, позволяющая учесть 
геометрические особенности в виде угловой линии. Предметом исследования 
являются периодические задачи со смешанными граничными условиями для 
уравнений теории упругости, а также для уравнения Лапласа в области про-
странственного клина. 

Идея работы заключается в сведении периодических смешанных и кон-
тактных задач (ось, вдоль которой расположены области смены граничных ус-
ловий, параллельна ребру клина) к интегральным уравнениям и разбиении ядер 
на «плоские» и «пространственные» части. В случае, когда «плоская» часть да-
ет расходимость ядра, предлагается модификация постановки задачи путем 
введения периодической регуляризующей системы точечных воздействий оп-
ределенной интенсивности с тем же периодом. В результате получается инте-
гральное уравнение со сходящимся ядром. 

Методы исследования базируются на фундаментальных законах матема-
тической физики, механики деформируемого твердого тела, теории упругости, 
теории обобщенных функций, механики контактных взаимодействий, вычисли-
тельной математики, функционального и математического анализа. Применя-
ются метод интегральных преобразований Фурье и Конторовича−Лебедева, ме-
тод суперпозиции, численный метод Галанова нелинейных граничных инте-
гральных уравнений, использующий метод Ньютона, метод специальной ап-
проксимации ядра интегрального уравнения, асимптотические методы, метод 
Винера−Хопфа, метод коллокаций. 

Основные научные положения, защищаемые автором: 
– решена трехмерная периодическая контактная задача с трением Кулона в 
заранее неизвестной области контакта для упругого клина, одна грань кото-
рого находится в условиях жесткой заделки; 
– решены трехмерные периодические контактные задачи с заранее неизвест-
ной областью контакта для упругого клина, одна грань которого свободна от 
напряжений или находится в условиях скользящей заделки при действии пе-
риодической цепочки сил вне зоны контакта; 
– показано, что в плоских контактных задачах для упругого клина учет пере-
менности коэффициента Пуассона по угловой координате может изменять 
свойства ядра интегрального уравнения и приводить к появлению логариф-
мических членов в регулярном асимптотическом решении; 
– решены периодические задачи о системах жестких включений, а также за-
дачи о паре включений в пространственном упругом клине с использованием 
регулярного асимптотического метода в предположении связи между двумя 
безразмерными геометрическими параметрами (относительное расстояние 
между включениями и их относительная удаленность от ребра клина); 
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– решены интегральные уравнения плоских задач о жестких включениях в 
упругом клине, которые являются предельными случаями уравнений соот-
ветствующих периодических задач; для их решения применены регулярный и 
сингулярный асимптотические методы, а также метод, основанный на специ-
альной аппроксимации ядра. 

Научная новизна работы: 
– использована модель тела с угловой линией в виде клина двугранного угла 
при исследовании пространственно периодических физических структур, 
описываемых трехмерными уравнениями Лапласа и Ламе упругого равнове-
сия со смешанными граничными условиями; 
– периодические смешанные и контактные задачи для уравнений Лапласа и 
Ламе в пространственном клине сведены к новым интегральным уравнениям, 
ядра которых разбиты на «плоские» и «пространственные» части; в случае 
расходимости ядра предложен метод его регуляризации; в периодической 
контактной задаче для упругого клина с одной жестко заделанной гранью 
проведен учет сил трения перпендикулярных ребру клина; 
– в периодических контактных задачах для упругого клина с неизвестной об-
ластью контакта показана возможность перколяции (слияния соседних зон 
контакта) при усилении контакта; на линиях возможной перколяции возни-
кают новые интегрируемые особенности ядер интегральных уравнений, тре-
бующие регуляризации при численном методе решения; 
– в плоских контактных задачах для упругого клина с переменным по угло-
вой координате коэффициентом Пуассона получены новые асимптотические 
решения по сравнению со случаем однородного клина; 
– получены новые интегральные уравнения периодических задач о жестких 
включениях, а также о паре включений, в упругом клине и найдены их регу-
лярные асимптотические решения; 
– впервые получены асимптотические решения плоских задач о включении  в 
упругом клине, а также замкнутое решение при помощи специальной ап-
проксимации символа ядра интегрального уравнения. 

Обоснованность и достоверность результатов обеспечивается постанов-
ками решаемых задач с учетом регуляризации, применением строгих математи-
ческих численных и асимптотических методов решения, совпадением результа-
тов при применении для решения одной и той же задачи разных методов, совпа-
дением результатов в частных случаях с известными результатами. Например, 
ядра интегральных уравнений периодических задач, разбитые на «плоскую» и 
«пространственную» части сравнивались в частных случаях (полупространство, 
четверть пространства) с ядрами в форме без квадратур. 

Научное и теоретическое значение результатов исследований. Развитый 
метод регуляризации расходящегося ядра интегрального уравнения может быть 
применен и в других аналогичных задачах со смешанными граничными усло-
виями. Результаты расчетов могут быть использованы для контроля точности 
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прямых методов типа метода конечных элементов при наличии у тела угловой 
линии. 

Практическая ценность работы. Рассмотренные периодические задачи 
для клина в силу симметрии эквивалентны непериодическим смешанным зада-
чам для клина усеченного двумя перпендикулярными ребру плоскостями. В 
контактных задачах на таких плоскостях следует ставить условия скользящей 
заделки. Модель усеченного клина конечной длины вдоль ребра более соответ-
ствует практическим задачам, чем клин с бесконечным ребром. Результаты мо-
гут также быть востребованы для прочностного анализа тел с угловой линией и 
периодическим рельефом поверхности после лазерной обработки. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и обсу-
ждались на XVIII и XXI международных конференциях «Современные пробле-
мы механики сплошной среды» (Ростов-на-Дону, 2016 и 2023 г.), на XIII Все-
российском съезде по теоретической и прикладной механике (Санкт-Петербург, 
2023 г.), на Всероссийской школе «Математическое моделирование и биомеха-
ника в современном университете» (Дивноморское, 2024 г.), на Всероссийской 
конференции «Актуальные проблемы науки и техники» (Ростов-на-Дону, 2024 
г.), на международной конференции «Интеллектуальные информационные тех-
нологии и математическое моделирование 2024» (Дивноморское, 2024 г.). 

Публикации. Основные материалы диссертации опубликованы в 11 рабо-
тах, в том числе в 4 статьях в журналах, входящих в Перечень ВАК, Scopus, 
Web of Science. 

Личный вклад автора. В работах [1,2,4,6,11] постановки задач и рекомен-
дации по выбору методов решения принадлежат соавторам в равной степени, 
аналитические и численные исследования и основные результаты — автору 
диссертационной работы. В [3] исследование задачи с трением вдоль ребра 
клина принадлежит соавторам, а задачи с трением перпендикулярно ребру кли-
на — автору диссертации. В [7−10] исследования задач для слоя или полупро-
странства принадлежат соавторам, а задач для клина — автору диссертации. 

Объем и структура диссертации. Диссертационная работа состоит из вве-
дения, 3-х глав, заключения, библиографического списка и приложения. Общий 
объем работы составляет 131 страницу, включая 31 рисунок, 15 таблиц, список 
литературы из 142 наименований. 

 
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обосновывается актуальность тематики диссертационной ра-
боты, определяется цель исследования, излагается научная новизна и практиче-
ская ценность работы, формулируются основные положения, выносимые на 
защиту, приводятся сведения об апробации работы и публикациях. 

В первой главе рассматриваются периодические задачи A1, A2 со 
смешанными граничными условиями для трехмерного уравнения Лапласа в 
цилиндрических координатах относительно u(r,ϕ,z) в клине { 0≤r<∞, 0≤ϕ≤α, |z|<∞} : 
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Здесь область ∗Ω  ― периодическая по z с периодом 2l, состоящая из бесконеч-
ного числа конечных выпуклых областей kΩ  (k=0,±1,±2,…) с гладкой границей, 
расположенных вдоль ребра клина, не касаясь его, причем 0Ω=Ω  симметрична 
по z с центром на полуоси r, который удален от ребра клина на расстояние c. 
Ось, проходящая через центры областей kΩ , параллельна ребру клина. Функ-
ция f(r,z) ― гладкая и периодическая по z с периодом 2l, имеет максимум в точке 
(c,0) в области Ω. Должна существовать подобласть Ω, где f(r,z)>0. Для опреде-
ленности предположим, что .)(),( 22 BzcrAzrf −−−δ=  Пусть область Ω неизвест-
на и выполняются условия 
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где S={|r−c|≤d, |z|≤l}  ― прямоугольник, содержащий область Ω (a<c), ∗k  ― раз-
мерный коэффициент (например, теплопроводности, тогда q(r,z) ― плотность 
теплового потока). При заданной функции f(r,z) и значениях α, d, ∗k , l требуется 
определить функцию q(r,z), (r,z)∈Ω и область Ω. Интегральная характеристика 
искомой функции будет Qdrdzzrq =∫∫Ω ),( . При помощи метода интегральных 

преобразований Фурье и Конторовича−Лебедева задачи (1) сводятся к инте-
гральным уравнениям ( )(xKiu  ― функции Макдональда) 
                                        ,),(   ,),(2),,,(),( Ω∈π=∫∫

Ω
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∫ ∫ ∑
∞∞ ∞

−∞=
β+−βββπ
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0 0
2
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iuiu dudlkyzrKxKuWuzryxK , 

).(cth)(   B)   ),(th)(   A) uuWuuW α=α=  

Для задачи A1 ряд в ядре уравнения (3) сходится, а для задачи A2 ― рас-
ходится. В случае задачи теплопроводности расходимость можно интерпрети-
ровать как перегрев грани клина от притока тепла при нулевом оттоке на дру-
гой грани. В случае расходимости предлагается регуляризация краевой задачи и 
интегрального уравнения. 

При заранее неизвестной области смены граничных условий для решения 
интегральных уравнений с учетом условий (2) используется численный метод 
нелинейных граничных интегральных уравнений, предложенный Б.А. Галано-
вым. Вводятся специальные нелинейные операторы, позволяющие учесть нера-
венства (2). Периодичность дает новые интегрируемые особенности ядер инте-
гральных уравнений. Доказывается существование и единственность решения. 
Для решения нелинейных интегральных уравнений применяется модифициро-
ванный метод Ньютона. Вводятся безразмерные обозначения (штрихи далее 
опускаем) 
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Интегральная характеристика Q с ростом угла клина убывает в задаче A1 и 
возрастает в задаче A2 (рис. 1). В задаче A1 площадь области Ω при α=π/2 боль-
ше, чем при α=3π/2, а в задаче A2 ― наоборот (A=ε=1, B=0.2, δ=λ=2, h=10). В обеих 
задачах с ростом δ начинается перколяция (слияние соседних областей смены 
граничных условий). 

 
Рис. 1 ― Графики Q(α) в задачах A1 (а) и A2 (б) при δ=A=B=ε=1, h=10, λ=2 (сплошные) и 
λ=4 (пунктир) 
 

Развитый подход применим и к системам уравнений Лапласа со связанны-
ми граничными условиями, которые возникают в представлении Папковича−
Нейбера общего решения уравнений Ламе упругого равновесия. В случае пе-
риодических задач для упругого клина возникают аналогичные интегральные 
уравнения с более сложными ядрами, но главные части ядер такие же, как в ин-
тегральных уравнениях главы 1. 

Во второй главе в п. 2.1 рассматривается периодическая с периодом 2l 
контактная задача B1 для трехмерного упругого клина двухгранного угла α при 
учете перпендикулярных ребру клина сил трения Кулона с коэффициентом µ в 
неизвестной области контакта. Грань клина ϕ=0 жестко закреплена, а грань ϕ=α 
взаимодействует с бесконечной прямолинейной цепочкой одинаковых жестких 
штампов, ось цепочки параллельна ребру клина (рис. 2; Ω ― единичная область 
контакта, априори содержащаяся в прямоугольнике S со сторонами 2l и 2a; точ-
ки начального касания удалены от ребра на расстояние c; к штампам приложе-
ны нормальные силы P и касательные силы T). 

Граничные условия для уравнений Ламе упругого равновесия имеют вид 
(Ω* — объединенная область контакта, δ — осадка штампов, форма основания 
штампов описывается функцией )2/()2/()(),( 2

2
1

2 RzRcrzrf −−= ) 

0 :0 ;0 , ;),( ,0 ;),( )),,(( : ====ϕ=τµσ=τΩ∉=σΩ∈−δ−=α=ϕ ϕϕϕϕ
∗

ϕ
∗

ϕ zrzr uuuzrzrzrfu . 

 

            0.5              1  α/(2π) 

а 

    Q 
 

 
  0.3 
 
  0.2 
 
  0.1 

б 

    Q 
 

 
  0.3 
 
  0.2 
 
  0.1 

               0.5            1 α/(2π) 
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Рис. 2 — Схема контакта на грани ϕ=α. Грань ϕ=0 жестко заделана (задача B1) 
 
При заданных параметрах упругости G (модуль сдвига), ν (коэффициент 

Пуассона), величинах α, a, c, l, δ, µ и функции f(r,z) требуется определить область 
контакта Ω, контактное давление σϕ(r,α,z)=−q(r,z), (r,z)∈Ω, интегральную характе-
ристику P. На основе фундаментальных решений выведено интегральное урав-
нение (θ=G/(1−ν), n=0,1): 
                                     ,),(   ,)],([2),,,(),( Ω∈−δπθ=∫∫
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Функции ),( xun βΨ  при фиксированном значении βx удовлетворяют вспо-
могательным интегральным уравнениям Фредгольма второго рода. Для сходи-
мости ряда в ядре ),,,( zryxK  важно, что его символ )(uW  типа тангенса гипербо-
лического. Для упрощения ядра используем формулу (δ(x) ― δ-функция Дирака) 
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lkklyzxrRyzxrR kk /   ,)2()(   ,)()( 2222 π=π±−+−=−+−= ± . 
Здесь выделены главные члены; ряд, порожденный компонентами Черрути 
вклада сил трения, точно просуммирован. 

Для решения периодической контактной задачи B1 используем метод Б.А. 
Галанова, позволяющий определить область контакта и давления 
одновременно. Интегрирование в уравнении (5) распространяется на 
прямоугольник S. Отсутствие контакта и обращения в нуль давления в области 
S\Ω приводит к системе интегрального уравнения и неравенства 
                                 ∫ Ω∈≥=

S

MMqMddNMNKNq      ,0)(     ),(),()( ,                              (6) 

                                      ∫ Ω∈=>
S

SMMqMddNMNKNq \    ,0)(     ),(),()( ,                           (7) 

где . )]([2)(  ,,  ,, MfMdzrMyxN −δπθ===  Вводя нелинейные операторы 

}0),(inf{)(      },0),(sup{)( MpMpMpMp == −+  
и представляя искомое давление в форме 

)()()( MqMqMqq −+ +== , 
сведем систему (6), (7) к решению нелинейного операторного уравнения типа 
Гаммерштейна (p=p(M), p±=p±(M), d=d(M)) 
                                              dKpppMp −+≡ΘΩ∈=Θ +−      ),(   0 ,                                     (8) 

∫
++ =

S

dNMNKNpKp ),()( . 

Интегральное неравенство (7) удовлетворяется автоматически. Система (6), 
(7) эквивалентна уравнению (8). Для численного решения уравнения (8) 
применяется модифицированный метод Ньютона, который базируется на 
построении последовательных приближений по формулам 

dpnMppppFpp nnnnnn ===Θ−= −
+ 0

1/
1    ,...,1 ,0   ),(   ,  )( , 

где F ― дифференцируемый оператор, аппроксимирующий оператор Θ в 
равномерной метрике. 

В отличие от задач для одного штампа ядро (6) в S имеет не только 
классическую особенность R−1, но и дополнительные интегрируемые 
особенности 1

1 )( −±R  в точках lyzxr 2 , ±=−=  на сторонах S, обозначенных 
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точками на рис. 2. При расчете значений ядра особенности сглаживались по 
формуле (k=0;1) 

16/)2()()2()( 21
2222 hhklyzxrklyzxr +±−+−→±−+− , 

где h1 и h2 — шаги сетки соответственно по осям r и z.  
Вводятся безразмерные обозначения (штрихи далее опускаем) 
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Рассчитаны механические характеристики, изучен переход от дискретной к 
непрерывной области контакта бесконечной длины (перколяция). На рис. 3 по-
казаны зависимости (а) minδ(λ) и (б) minP(λ), при которых начинается слияние об-
ластей контакта (ν=0.5, A0=ε=1, B0=µ=0.2; сплошные линии для α=3π/2, пунктир — 
α=π, точки — α=π/2). Значения minP(λ) при α=π и α=π/2 отличаются от соответст-
вующих значений при α=3π/2 не более, чем на 2%, и не показаны на рис. 3б. При 
уменьшении угла раствора клина снижается осадка, при которой наступает 
перколяция. При отдалении цепочки штампов от ребра клина указанная осадка, 
наоборот, возрастает. При этом вдавливающая сила меняется незначительно. 

 

Рис. 3 ― Зависимости (а) minδ(λ) и (б) minP(λ) для начала перколяции (задача B1) 
 

В п. 2.2 и 2.3 соответственно исследуются пространственные контактные 
задачи нормального контакта для упругого клина с одной свободной от 
напряжений (задача B2) или закрепленной скользящей заделкой гранью (задача 
B3). Другая грань клина взаимодействует с бесконечной периодической 
прямолинейной системой жестких штампов, расположенных вдоль ребра клина 
(двухгранного угла). Система штампов вызывает бесконечное нормальное 
смещение грани клина (кроме случая полупространства со скользящей заделкой 
по полуплоскости). Для регуляризации расходящегося ядра интегрального 
уравнения относительно контактных давлений берется дополнительная 
периодическая система нормальных сил, действующих вне области контакта. 
Эта система параллельна цепочке штампов и имеет тот же период. Силы в 
регуляризующей цепочке равны по модулю и направлены противоположно 

λ 
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силам, приложенным к штампам. Метод регуляризации эквивалентен 
известному подходу, связанному с введением относительного смещения. Для 
клина рассматриваются два случая регуляризации: цепочка сил приложена вне 
ребра (первый случай) или на ребре (второй случай). Ядра интегральных 
уравнений периодических задач содержат слагаемые, возникающие в 
соответствующих плоских контактных задачах, в задаче Герца и 
дополнительные члены. Рассмотренный в п. 2.1 случай жесткой заделки грани 
клина не требует регуляризации, поскольку в «плоской» части ядра возникает 
символ типа th(Au)/u, обеспечивающий сходимость интеграла при u→0. Такого 
же типа символ возникает и в случае полупространства, половина границы 
которого подчинена связи в виде жесткой или скользящей заделки. В отличие 
от этих случаев для свободной от напряжений или закрепленной скользящей 
заделкой грани в «плоской» части ядра интегрального уравнения возникает 
символ типа cth(Au)/u. В аналогичных плоских контактных задачах для клина 
применяется почленное дифференцирование интегрального уравнения. Для 
пространственных контактных задач дифференцирование двумерного 
интегрального уравнения по одному из аргументов требует последующего 
нахождения уже не произвольной постоянной, а произвольной функции. 
Поэтому здесь используется другой подход, связанный с введением 
относительного смещения в условие контакта. 

В п. 2.2 изучается периодическая контактная задача B2 о линейной цепочке 
одинаковых жестких штампов (период 2l, ось цепочки параллельна ребру клина 
и удалена от нее на расстояние c) внедренных в грань ϕ=α на величину δ без 
перекоса. Задача симметрична по координате z. К штампам приложены 
нормальные силы P на расстоянии H от ребра клина. В силу периодичности 
достаточно рассматривать единичную область контакта Ω симметричную 
относительно полуоси r. Граничные условия задачи B2 имеют вид (Ω* — 
объединенная область контакта, форма основания штампов описывается 
функцией )2/()2/()(),( 2

2
1

2 RzRcrzrf −−= ) 

0 :0 ;0  ;),( ,0 ;),( )),,(( : =τ=τ=σ=ϕ=τ=τΩ∉=σΩ∈−δ−=α=ϕ ϕϕϕϕϕ
∗

ϕ
∗

ϕ zrzrzrzrzrfu . 

Ядро ИУ относительно контактного давления σϕ(r,α,z)=−q(r,z), (r,z)∈Ω, со-
держит расходящийся ряд-интеграл. Для регуляризации ядра заменим первое 
граничное условие выше на 

,),(  )),,((   : ∗∗
ϕϕ Ω∈−δ−=−α=ϕ zrzrfuu  

где ∗
ϕu  ― упругое перемещение грани клина под действием бесконечной пе-

риодической системы (период 2l) нормальных сил P, приложенных на грани ϕ=α 
вне области контакта на оси r=h параллельной ребру клина. При h=0 силы при-
ложены на ребре клина (рис. 4). 

При h≠0 регуляризованное уравнение будет иметь вид (первый вариант 
регуляризации) 

                                  Ω∈−δπθ=∫∫
Ω

),(  ,)],([2),,,(),( zrzrfdxdyzryxTyxq ,                            (10) 
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Рис. 4 ― Периодическая система штампов и система сил на ребре клина (h=0) 
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=
±
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Функция-символ )(uW  является функцией типа cth(Au); функции ( )xu,±Ψ , 

( )u∗
±Ψ  удовлетворяют вспомогательным интегральным уравнениям Фредгольма 

второго рода. При α=π ядра (11), (12) отвечают регуляризованной периодической 
контактной задаче Герца для полупространства. Аналогичные регуляризации 
ядер проведены в п. 2.3 для скользящей заделки одной грани клина (задача B3). 
Здесь случай α=π/2 может давать симметричную периодическую задачу Герца 
для полупространства (рис. 5). 

 

 
Рис. 5 ― Симметричная по r периодическая система штампов на полупространстве (B3) 
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Рис. 6 ― Графики (а) P(λ) (сплошная линия для периодической цепочки) и (пунктир для 
точного решения задачи Герца) и (б) P(δ) при λ=2 (сплошная линия) и λ=4 (пунктир) (B2) 
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Для решения регуляризованного уравнения (10) с неизвестной областью Ω 
применяется численный метод Б.А. Галанова. Используем обозначения (9) и 

lhh /'=  (штрих далее опускаем). На рис. 6 для случая полупространства (ядро 
(12) при α=π, A0=B0=ε=1, h=0) показана зависимость (а) P(λ) при δ=1 (сплошная ли-
ния). Пунктир соответствует точному решению задачи Герца для единичного 
штампа; при λ>2.2 легче вдавить цепочку штампов с пригрузкой, чем единич-
ный штамп, а при λ<2.2 ― наоборот. На рис. 6б приведены графики P(δ) при λ=2 
(сплошная линия) и λ=4 (пунктир). 

На рис. 7 показаны границы половинок симметричных по z областей кон-
такта Ω (ядро (12)) при α=π/2, A0=ε=1, B0=0.2, ν=0.5; h=0, λ=4, δ=0.5 (сплошная линия) 
и δ=0.2 (точки). Перколяция возникает с ростом осадки на линии z=1. Область 
контакта смещается в сторону действия пригрузки. 

 

  

Рис. 7 ― Границы половинок областей Ω при δ=0.5 (сплошная линия) и δ=0.2 (точки) (B2) 
 

В табл. 1 внесены значения силы P(h) (ядро (11)) при δ=A0=B0=ε=1, λ=2, ν=0.5 и 
разных углах клина α. Видно, что при отдалении регуляризующей системы сил 
от цепочки штампов интегральная характеристика контактных давлений P сни-
жается. При этом величина P возрастает с ростом угла клина. 

 

                             Таблица 1 ― Значения P(h) при разных α (задача B2) 

h 4 6 8 10 12 

α=π/2 0.220 0.154 0.130 0.116 0.106 

α=π 0.318 0.236 0.209 0.194 0.183 

α=3π/2 0.335 0.252 0.225 0.210 0.199 

 

На рис. 8 для ядра (13), A0=B0=ε=1, начерчены зависимости (а) P(h) при δ=1 
(сплошная линия; пунктир для точного решения задачи Герца) и (б) P(δ) для h=2 
(сплошная линия) и h=4 (пунктир).При h≈2.2 сила для цепочки штампов с сим-
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Ω 
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метричной пригрузкой совпадает с силой для единичного штампа. Рис. 9 иллю-
стрирует развитие процесса перколяции в случае ядра (13) (слияние соседних 
областей контакта на линии z=1) при возрастании осадки δ. 

 

 
Рис. 8 ― Графики для ядра (13): (а) P(h) (пунктир для точного решения задачи Герца) и (б) 
P(δ) при h=2 (сплошная линия) и h=4 (пунктир) (задача B3) 
 

 

 

Рис. 9 ― Границы четвертей симметричных по r, z областей Ω (ядро (13)); 
                 h=4, A0=ε=1, B0=0.2, δ=0.5 (пунктир) и δ=1 (сплошная линия, перколяция) (B3) 

 
В п. 2.4 изучаются плоские контактные задачи для упругого клина с пере-

менным по угловой координате коэффициентом Пуассона. На одной грани кли-
на задана конечная область контакта, не выходящая на угловую точку, а другая 
грань жестко заделана либо свободна от напряжений. Задачи сведены к инте-
гральным уравнениям относительно контактного давления, получены точные 
формулы для ядер. Для решения применяется регулярный асимптотический ме-
тод В.М. Александрова, эффективный для областей контакта относительно уда-
ленных от угловой точки. Показано, что для неоднородного материала в асим-
птотических решениях появляются логарифмические члены, отсутствующие в 
известных асимптотиках для однородного материала. 
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В третьей главе в п. 3.1 рассматриваются контактные задачи о системах 
тонких жестких эллиптических включений (полуоси эллипсов b и c, два одина-
ковых включения, периодическая система включений, рис. 10) в трехмерном 
упругом клине двухгранного угла, внешние грани которого подчинены услови-
ям жесткой или скользящей заделки (соответственно задачи С1 и С2 (пара 
включений), С3 и С4 (одно включение), С5 и С6 (периодическая система вклю-
чений)). К включениям приложены силы 2T, действующие в полуплоскости ϕ=0 
перпендикулярно ребру клина. Включения смещаются на величину δ в направ-
лении действия сил. Требуется определить касательные контактные напряже-
ния ),(),0,( zrzrr τ−=τ ϕ  в области эллипсов. 

 

 

Рис. 10 ― Эллиптические включения в клине 
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Здесь для пары включений 
))2(cos())(cos(),( lzyzyzyC ++β+−β=ββ , 

а для периодической системы, ось которой параллельна ребру клина, 

∑
∞

−∞=
+−β=ββ

k

klyzzyC ))2(cos(),( . 

Путем предельного перехода в (14) приходим к интегральным уравнениям 
соответствующих плоских задач (их можно вывести также при помощи преоб-
разования Меллина) 
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Ядра интегральных уравнений (14) разбиваются на «плоские» и «простран-
ственные» части. Вводятся безразмерные величины (штрихи далее опускаем) 
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где параметры λ и µ характеризуют расположение включений в биссекториаль-
ной полуплоскости клина. В предположении линейной связи между параметра-
ми ( l/a=γγλ=µ    , ) для решения применяется регулярный асимптотический ме-
тод В.М. Александрова (разложение по степеням малого параметра 1/λ.). Асим-
птотика для двух включений сравнивается с соответствующими решениями для 
единичного включения в клине и для периодической цепочки. Расчеты показы-
вают, что при сближении включений в задачах (уменьшении γ) значение сдви-
гающей силы уменьшается. При жесткой заделке граней клина включения 
сдвинуть труднее, чем в соответствующих случаях при скользящей заделке. 
Периодическую систему включений сдвинуть легче, чем пару включений, ко-
торую, в свою очередь, легче сместить, чем единичное включение. Эллиптиче-
ские включения (c<1) сдвинуть легче, чем круговые (c=1). 

В п. 3.2 рассматриваются плоские задачи для упругого клина, на биссек-
трисе которого расположено тонкое жесткое включение конечной длины, кото-
рое сдвигается вдоль биссектрисы. Внешние грани клина находятся в условиях 
жесткой (задача C7) или скользящей (задача С8) заделки. Задачи сводятся к 
уравнениям (15) относительно касательных напряжений. Вводится основной 
безразмерный геометрический параметр, характеризующий относительную 
удаленность включения от вершины клина. Для решения применяются три ме-
тода. Первый метод состоит в получении замкнутого решения, основанного на 
аппроксимации символа ядра (15) )0( /)(lim ),( )th()( →=∞<<−∞≈ uuuLAuAuuL  с 
относительной погрешностью ε (рис. 11). Вводятся безразмерные обозначения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) gaTTaagabarx //  ,/  ,/  ,/ln/2  ,1/ln 0 θλ=θρρτ=ξϕλδ==λ−λ= . 
В результате получим (K(t) — полный эллиптический интеграл) 
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Относительная погрешность решения (16) не превосходит ε. 

 
                  Рис. 11 ― Относительная погрешность ε(α) (%) для задач С7 (а) и С8 (б)  
                  при ν=0.25 (сплошные линии) и ν=0.45 (пунктир) 
 
Второй метод, регулярный асимптотический, «больших λ», включает раз-

ложение решения по степеням малого параметра 1/λ и эффективен для включе-
ний, относительно удаленных от вершины клина. В табл. 2 дано сравнение ве-
личины T0, рассчитанной по регулярной асимптотике и по формуле (16) для за-
дачи С8 при α=π/2 и любом ν, когда решение (16) является точным (ε=0), по-
грешность асимптотики при λ≥4π−1 не превосходит 1%. 
 

                   Таблица 2 ― Интегральная характеристика T0 в задаче С8 при α=π/2 

λ 0.5 1 2 3 4 

Регулярная асимптотика  3.82  2.16  1.50  1.26  1.13 
Решение (16)  3.43  2.15  1.50  1.26  1.13 

Третий метод, сингулярный асимптотический, «малых λ», эффективен для 
включений, расположенных относительно близко к вершине клина. При помо-
щи трех методов проводится численный анализ для различных типов гранич-
ных условий, значений угла клина, коэффициента Пуассона и основного без-
размерного параметра. 

Приложение содержит фрагмент программы для ЭВМ (расчет ядра). 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В диссертационной работе решены новые периодические задачи си 

смешанными граничными условиями для уравнения Лапласа и уравнений Ламе 
теории упругости в области трехмерного клина двухгранного угла. В силу 
периодичности полученные решения применимы для клина с ребром конечной 
длины (на плоскостях усечения ребра ставятся условия Неймана для уравнения 
Лапласа; условия скользящей заделки для контактных задач). Решения могут 
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иметь практическое значение при расчетах упругого контакта зубьев зубчатой 
передачи Новикова с кромкой зуба конечной длины. 

1. Получено численное решение трехмерной периодической контактной 
задачи с трением Кулона в заранее неизвестной области контакта для упругого 
клина, одна грань которого находится в условиях жесткой заделки. 

2. Получены численные решения трехмерных периодических контактных 
задач с заранее неизвестной областью контакта для упругого клина, одна грань 
которого свободна от напряжений или находится в условиях скользящей задел-
ки при действии периодической цепочки сил вне зоны контакта. 

3. Установлено, что в плоских контактных задачах для упругого клина 
учет переменности коэффициента Пуассона по угловой координате может из-
менять свойства ядра интегрального уравнения. Модифицировано регулярное 
асимптотическое решение по сравнению со случаем однородного материала. 

4. В периодических задачах о системах жестких включений, а также о паре 
включений в пространственном упругом клине получены регулярные асимпто-
тические решения в предположении связи между двумя безразмерными геомет-
рическими параметрами (относительным расстоянием между включениями и 
их относительной удаленности от ребра клина). 

5. Показано, что интегральные уравнения плоских задач о жестких вклю-
чениях в упругом клине являются предельными случаями уравнений соответст-
вующих периодических задач. Для плоских задач о включениях построены ре-
гулярные и сингулярные асимптотические решения, а также решение, основан-
ное на специальной аппроксимации ядра. 

 
 
Основное содержание диссертации опубликовано в следующих работах. 
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