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Введение

Актуальность темы. В данной диссертационнной работе основными

объектами исследования являются интегральные операторы типа свертки

в пространствах Морри и интегральные операторы с однородными ядрами

в пространствах Лебега и Морри.

Теория интегральных операторов типа свертки имеет богатую историю.

Ее истоки зародились еще в начале XIX века в связи с исследованиями

линейных уравнений в частных производных с постоянными коэффициен-

тами (см., например, обзор Н. Бурбаки [17]), а первые результаты в иссле-

довании индекса, нетеровости и разрешимости таких операторов связаны

с именами Н.Винера и Э.Хопфа.

Приложения теории интегральных операторов типа свертки весьма раз-

нообразны. Такие операторы широко применяются в теории обработки

сигналов и изображений, где они используются для описания различных

фильтров, сглаживания, выделения контуров и других преобразований,

связанных с изменением состояния пикселей изображения в зависимости от

его соседей ( [63]). В теории вероятностей и статистике операторы свертки

также часто используются для изучения распределений случайных вели-

чин, особенно в контексте свертки функций плотности вероятности ( [62],

[61]). Операторы свертки находят применение в вычислительных методах

для моделирования механики сплошной среды (твердого тела или жидко-

сти, см. [70]).

Широта применений уравнений типа свертки как в практических зада-

чах естественных наук (среди которых теория переноса нейтронов, неко-
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торые задачи астрофизики и биологии; подробнее см. в [31]), так и в чи-

стой математике обусловила глубокое и широкое развитие теории таких

уравнений. Свою лепту в нее внесли как зарубежные математики, напри-

мер А.Кальдерон [51], И.Стейн [79], Л.Хёрмандер [67], так и отечествен-

ные — Ф.Д. Гахов [21], И.Ц. Гохберг [22], М. Г.Крейн [32] и другие. Боль-

шой вклад в становление этой теории внесли ростовские математики —

А.В.Козак [30], А.Э.Пасенчук [38], В.C. Рабинович [39], И.Б.Симоненко

[40,41], Б.Я.Штейнберг [45].

В математике очень важную роль играют пространства Лебега. Поэто-

му именно в этих пространствах, в первую очередь, получила развитие

теория операторов свертки. К настоящему времени для операторов сверт-

ки в Lp–пространствах имеется вполне завершенная теория. Не претендуя

на полноту, помимо упомянутой выше монографии Ф.Д. Гахова, укажем

монографии [23] и [53, 54], в которых отражены основные аспекты теории

таких операторов.

Теория пространств Морри берет свое начало в работе американского

математика Ч.Морри (младшего) [71], и продолжает активно развиваться

в наши дни. Напомним, что (глобальное) пространство Морри Lp,λ(Rn),

где 1 6 p 6 ∞, λ ∈ R, определяется как совокупность всех локально

суммируемых с p–ой степенью на Rn функций ϕ(y) таких, что

sup
x∈Rn,r>0

r−λ
( ∫
B(x,r)

|ϕ(y)|p dy
) 1

p

<∞.

Основные сведения об этих пространствах можно почерпнуть в [47], [74]

и [75].

Пространства Морри оказались весьма полезным инструментом для ис-

следования регулярности решений различных типов уравнений в частных

производных (см. [73]). В становлении теории пространств Морри и их

обобщений заметную роль сыграли исследования интегральных операто-

ров. Первоначально изучалась ограниченность классических операторов
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анализа — максимального оператора, потенциала Рисса, сингулярного ин-

тегрального оператора (см., например, [72], [19, 20, 55, 56] и обзор В.И.Бу-

ренкова [57,57], а также двухтомную монографию [77] - [78]). В последние

десятилетия внимание обратилось к операторам свертки в пространствах

типа Морри. Им посвящены работы [3], [5], [8], [18].

В представленной диссертационной работе в пространствах типа Морри

исследуются композиции интегральных операторов свертки и операторов

умножения на существенно ограниченную функцию, а также операторы

свертки с характеристикой.

Другим важным классом интегральных операторов являются операто-

ры с однородными ядрами. Свои основы теория этих операторов (одномер-

ный случай) берет в работах Г.Харди и Дж.Литтлвуда (см. [66]). В 60–е

годы Л.Г.Михайлов не только продолжил эти исследования ( [34], [36]), но

и инициировал изучение качественно отличающегося многомерного обоб-

щения ( [35], [37]). Дальнейшее формирование теории многомерных опе-

раторов с однородными ядрами происходило в работах О. Г.Авсянкина,

В.М.Деундяка, Н.К.Карапетянца, С. Г.Самко, С.М.Умархаджиева и дру-

гих авторов (см. [1], [2], [9], [10], [11], [24], [69], [68], [27], [28], [42], [43] и

цитированную в них литературу).

Наиболее важным является подкласс многомерных интегральных опе-

раторов, ядра которых однородны степени (−n) и инвариантны относи-

тельно всех вращений пространства Rn. При этом предполагается, что яд-

ро удовлетворяют некоторому условию суммируемости, обеспечивающему

ограниченность соответствующего оператора. Следуя работе [49], операто-

ры этого подкласса будем называть каноническими. В настоящее время

для канонических многомерных интегральных операторов с однородными

ядрами в Lp–пространствах имеется достаточно полная теория.

В данной работе в пространстве L2(Rn) исследуются канонические мно-

гомерные интегральные операторы с однородными ядрами и осциллирую-

щими коэффициентами сложной структуры, а также изучаются операторы
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с однородными ядрами и переменными коэффициентами в локальных про-

странствах Морри.

Цели работы. Целью диссертационной работы является исследование

ограниченности и компактности интегральных операторов с разностными

и однородными ядрами в пространствах типа Морри, а также исследова-

ние нетеровости канонических интегральных операторов с однородными

ядрами и осциллирующими коэффициентами в L2(Rn).

Для достижения указанной цели необходимо решить следующие задачи.

1. Исследовать условия ограниченности и компактности интегральных

операторов свертки с характеристикой в пространствах Морри.

2. Исследовать условия компактности интегральных операторов типа

свертки, действующих из пространства Лебега в пространство Морри и из

модифицированного пространства Морри в пространство Морри.

3. Изучить компактность канонических многомерных интегральных опе-

раторов с однородными ядрами и переменными коэффициентами в локаль-

ных пространствах Морри.

4. Найти условия ограниченности канонических многомерных интеграль-

ных операторов с однородными ядрами, действующих из весового про-

странства Лебега в локальное пространство Морри, и исследовать ком-

пактность таких операторов с переменными коэффициентами.

5. Исследовать C∗-алгебру, порожденную каноническими многомерны-

ми интегральными операторами с однородными ядрами и радиальными

осциллирующими коэффициентами различных типов.

Объект исследования — интегральные операторы типа свертки и ка-

нонические многомерные интегральные операторы с однородными ядрами.

Предмет исследования — условия ограниченности и компактности

интегральных операторов типа свертки в пространствах типа Морри, усло-

вия ограниченности и компактности канонических многомерных интеграль-

ных операторов с однородными ядрами в локальных пространствах Морри,
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критерии нетеровости канонических многомерных интегральных операто-

ров с однородными ядрами и осциллирующими коэффициентами.

Методы исследования. Используются методы функционального ана-

лиза, теории операторов и теории банаховых алгебр.

Научная новизна исследования. Результаты, выносимые на защиту,

являются новыми и получены автором самостоятельно.

Теоретическое значение исследования.Полученные результаты от-

носятся к области фундаментальных исследований.

Практическая значимость. Полученные результаты могут быть ис-

пользованы для построения решений уравнений, содержащих интеграль-

ные операторы с разностными и однородными ядрами. Такие уравнения

находят свое применение в моделировании некоторых механических и био-

логических процессов.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Получены условия ограниченности и компактности в пространстве

Морри интегрального оператора свертки с характеристикой.

2. Получены достаточные условия компактности операторов типа сверт-

ки в случае, когда ядро этого оператора принадлежит модифицированному

пространству Морри, а сам оператор действует из пространства Лебега в

пространство Морри, и в случае, когда ядро принадлежит пространству

Лебега, а оператор действует из модифицированного пространства Морри

в пространство Морри.

3. Найдены классы существенно ограниченных на Rn функций, для ко-

торых произведение канонического многомерного интегрального оператора

с однородным ядром и операторов умножения на такие функции является

компактным оператором в локальном пространстве Морри.

4. Установлены достаточные условия ограниченности канонических ин-

тегральных операторов с однородными ядрами, действующих из весового

пространства Лебега в локальное пространство Морри, и получены условия

компактности таких операторов с переменными коэффициентами.
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5. Получен критерий нетеровости операторов из C∗-алгебры, порожден-

ной каноническими интегральными операторами с однородными ядрами и

операторами умножения на радиальные осциллирующие функции различ-

ных типов.

Степень достоверности результатов. Достоверность результатов,

полученных в диссертации, обеспечивается строгостью приведенных до-

казательств, выступлениями на конференциях и семинарах, а также име-

ющимися публикациями в рецензируемых изданиях.

Апробация результатов. Результаты настоящего исследования были

представлены на следующих конференциях.

• XXVII Международная конференция «Математика. Экономика. Обра-

зование», XII Международный симпозиум «Ряды Фурье и их приложения»

(Новороссийск, 2022);

•Международная научная конференция «OTHA: Современные методы,

проблемы и приложения теории операторов и функционального анализа»

(Ростов-на-Дону, 2022, 2024);

• XXXIV Крымская Осенняя Математическая Школа-симпозиум Н.Д.

Копачевского по спектральным и эволюционным задачам (Кача (Севасто-

поль), 2023);

• XIX Владикавказская молодежная математическая школа (Владикав-

каз, 2024);

• Семинар кафедры дифференциальных и интегральных уравнений Ин-

ститута математики, механики и компьютерных наук ЮФУ (руководители

семинара — О.Г. Авсянкин и А.Н. Карапетянц).

Публикации и личный вклад автора. Основные результаты дис-

сертационного исследования изложены в 7 научных публикациях: [6], [7],

[13], [14], [15], [16], [48]. Работы [6], [14] опубликованы в журнале, входящем

в Перечень ВАК РФ. Статья [48] входит в международную базу данных

Scopus, а статья [7] входит в базы данных Scopus и Web of Science. Ста-

тьи [13], [15] и [16] опубликованы в материалах конференций.
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Статьи [6], [7] и [48] опубликованы в соавторстве с научным руково-

дителем. В этих работах О. Г. Авсянкину принадлежат постановка задач,

указание методов исследования и общее руководство. Автору диссертации

принадлежат формулировки и доказательства всех результатов.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит

из введения, трех глав, заключения, списка условных обозначений и списка

литературы, содержащего 79 наименований. Объем работы составляет 110

страниц.

Первая глава диссертации посвящена вопросам ограниченности и ком-

пактности интегральных операторов типа свертки в пространствах Морри

и состоит из четырех параграфов. Основной объект исследования этой гла-

вы — интегральный оператор типа свертки вида

(Cbϕ)(x) =

∫
Rn

b(x, y)c(x− y)ϕ(y)dy, x ∈ Rn,

где ядро c ∈ L1(Rn). Функция b(x, y) называется характеристикой.

В параграфе 1.1 даются определения основных классов функций и функ-

циональных пространств, которые будут использоваться в этой и последу-

ющих главах.

Параграф 1.2 состоит из двух разделов. В разделе 1.2.1 устанавливается

теорема об ограниченности интегрального оператора Cb. В разделе 1.2.2 в

терминах характеристики b(x, y) получены достаточные условия компакт-

ности оператора Cb в пространстве Морри. Также показано, что если опе-

ратор Cb компактен, то его характеристика b(x, y) имеет равный нулю пре-

дел на бесконечности. В качестве следствия получено условие нетеровости

оператора вида αI + Cb в терминах его символа.

Параграф 1.3 состоит из трех разделов. В нем исследуются интеграль-

ные операторы свертки

(Cϕ)(x) =

∫
Rn

c(x− y)ϕ(y)dy, x ∈ Rn,
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где функция c(x) принадлежит модифицированному пространству Мор-

ри. Предполагается, что оператор C действует из пространства Лебега в

определенным образом связанное с ним пространство Морри.

В разделе 1.3.1 устанавливаются достаточные условия компактности

оператора MaC , где Ma — оператор умножения на существенно ограни-

ченную функцию a(x). В качестве следствия доказана компактность про-

изведения PDC , где PD — оператор умножения на характеристическую

функцию ограниченного измеримого множества D. В разделе 1.3.2 изуча-

ется коммутатор

([Ma,C ]ϕ)(x) =

∫
Rn

(a(x)− a(y))c(x− y)ϕ(y)dy, x ∈ Rn

операторов C иMa. Показано, что если функция a(x) принадлежит классу

функций типа слабо осциллирующих на бесконечности, то этот коммутатор

является компактным оператором, действующим из пространства Лебега в

пространство Морри. С помощью этого результата получены достаточные

условия компактности оператора CMa. В разделе 1.3.3 рассматривается

оператор Cb с ограниченной характеристикой b(x, y). Получены условия

компактности оператора Cb в терминах поведения его характеристики на

бесконечности, а также условия, при которых эта характеристика имеет на

бесконечности предел равный нулю.

В параграфе 1.4 оператор свертки C рассматривается с другого ракур-

са — предполагается, что его ядро c(x) принадлежит пространству Лебега,

а сам оператор действует из модифицированного пространства Морри в

(глобальное) пространство Морри. Результаты этого параграфа по форму-

лировке аналогичны результатам предыдущего.

Вторая глава диссертации содержит четыре параграфа. Основной объ-

ект исследования этой главы — действующий в локальном пространстве

Морри интегральный оператор

(K ϕ)(x) =

∫
Rn

k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn,
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где функция k(x, y) удовлетворяет условиям однородности степени (−n),

инвариантности относительно всех вращений пространства Rn и опреде-

ленному условию суммируемости.

Исследование компактности многомерных интегральных операторов с

однородными ядрами и переменными коэффициентами в локальных про-

странствах Морри значительно отличается от исследования таких опера-

торов в Lp–пространствах. В Lp–пространствах существенным образом ис-

пользовался прием перехода к сопряженному оператору, действующему в

пространстве Lp′. При таком переходе внутренний коэффициент «перехо-

дил» во внешний и наоборот. При работе с пространствами Морри такой

прием невозможен, поскольку пространство, сопряженное к пространству

Морри является пространством другой природы. Поэтому в данной главе

основным объектом исследования является оператор вида MaK Mb.

В параграфе 2.1 содержится постановка задачи. В параграфе 2.2 до-

казываются два важных вспомогательных утверждения. Во-первых, здесь

получена оценка нормы

‖(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)‖Lp(S(R1,R2)),

где S(R1, R2) — n-мерный сферический слой с внутренним радиусом R1

и внешним R2. Во-вторых, доказана основная лемма о компактности опе-

ратора MaK Mb в случае, когда a(x) и b(x) — непрерывные финитные

функции, носитель которых не содержит начало координат.

В параграфе 2.3 достаточные условия компактности оператораMaK Mb

получены для существенно более широкого класса коэффициентов a(x) и

b(x). Из этого результата выводятся следствия, которые применяются к

доказательству компактности оператора вида Kc с характеристикой c(x, y).

В параграфе 2.4 рассматривается оператор K , действующий из весово-

го пространства Лебега со степенным весом |y|−α в локальное пространство

Морри. Доказывается ограниченность этого оператора, а также исследует-

ся компактность операторов вида MaK Mb и Kc.
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В третьей главе диссертации изучается C∗-алгебра B, порожденная все-

ми каноническими интегральными операторами с однородными ядрами,

операторами умножения на радиально слабо осциллирующие функции и

операторами умножения на функции вида |x|iα(= eiα ln |x|). Эта алгебра су-

щественно некоммутативна, т. е. фактор-алгебра B/F, где F — идеал ком-

пактных операторов, не является коммутативной. Для исследования алгеб-

ры B применяется метод А.Б. Антоневича, позволяющий построить для

нее операторное символическое исчисление, в терминах которого получен

критерий нетеровости операторов из этой алгебры. Данная глава состоит

из пяти параграфов.

В параграфе 3.1 приводятся основы метода А.Б. Антоневича исследо-

вания C∗-алгебр. В параграфе 3.2 вводится C∗-алгебра A, порожденная

каноническими интегральными операторами с однородными ядрами и ра-

диально слабо осциллирующими коэффициентами. Доказываются некото-

рые свойства операторов из этой алгебры.

В параграфе 3.3 рассматривается C∗-алгебра B, порожденная всеми

операторами A из алгебры A и всеми операторами M|x|iα, где α ∈ R. Опи-

сана структура фактор–алгебры B/F. А именно показано, что C∗-алгебра

B/F порождена C∗-алгеброй A/F и унитарным представлением τM группы

R, которое задается следующим образом:

τM : R→ L(L2(Rn))/F, α 7→M|x|iα + F.

Также доказана лемма о топологически свободном действии группы R на

C∗-алгебре A/F автоморфизмами, сопоставляющими каждому элементу

A+ F элемент M|x|iαAM−1
|x|iα + F, где α ∈ R.

В параграфе 3.4 для C∗-алгебрыB строится операторное символическое

исчисление, в терминах которого формулируется и доказывается основная

теорема — критерий нетеровости операторов из этой алгебры.

В заключительном параграфе выделен класс операторов из алгебры B,

для которых условие нетеровости получено в скалярной, а не в оператор-
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ной форме. Кроме того, найдена формула для вычисления индекса таких

операторов.
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Глава 1

Интегральные операторы типа свертки

в пространствах Морри

§1.1 Предварительные сведения

Приведем основные сведения о пространствах Морри, которыми будем

пользоваться во всем дальнейшем тексте. Более подробную информацию

можно найти, например, в книгах [47], [74].

Пусть 1 6 p 6 ∞, D ⊆ Rn — измеримое множество. Обозначим че-

рез Lp(D) пространство (классов) измеримых комплекснозначных функ-

ций с нормой

‖ϕ‖Lp(D) =

(∫
D

|ϕ(x)|p dx
)1/p

, 1 6 p <∞; ‖ϕ‖L∞(D) = ess sup
x∈D

|ϕ(x)|.

В случае D = Rn будем использовать обозначение ‖ · ‖p вместо ‖ · ‖Lp(D).

Далее, будем говорить, что ϕ ∈ Lloc
p (Rn), если ϕ ∈ Lp(K) для любого

компакта K ⊂ Rn.

Определение 1.1.1. Пусть 1 6 p 6 ∞ и λ ∈ R. Говорят, что функция

ϕ ∈ Lp,λ(Rn), если ϕ ∈ Lloc
p (Rn) и

‖ϕ‖Lp,λ(Rn) ≡ ‖ϕ‖p,λ = sup
x∈Rn,r>0

‖ϕ‖Lp(B(x,r))

rλ
<∞, (1.1)

где B(x, r) — шар в Rn радиуса r с центром в точке x.

15



Относительно обычных линейных операций и нормы, определяемой фор-

мулой (1.1), множество Lp,λ(Rn) образует банахово пространство, которое

называют (глобальным) пространством Морри.

Пространства Морри Lp,λ(Rn) являются нетривиальными, т. е. состоят

не только из функций, эквивалентных нулю на Rn, тогда и только тогда,

когда 0 6 λ 6 n/p. При λ = 0 и λ = n/p пространства Морри совпадают

с Lp–пространствами, а именно

Lp,0(Rn) = Lp(Rn), Lp,n/p(Rn) = L∞(Rn). (1.2)

Пример 1.1.1. Классическим примером функции, принадлежащей про-

странству Lp,λ(Rn), где 0 < λ < n/p, является функция |x|λ−
n
p . Таким

образом, пространства Морри содержат важный класс функций, не при-

надлежащих пространствам Lp(Rn).

Помимо классических пространств Морри, рассматривается локальный

вариант этих пространств.

Определение 1.1.2. Пусть 1 6 p 6∞ и λ > 0. Локальное пространство

Морри L0
p,λ(Rn) — это совокупность всех функций ϕ ∈ Lloc

p (Rn), таких

что

‖ϕ‖L0
p,λ(Rn) ≡ ‖ϕ‖L0

p,λ
= sup

r>0

‖ϕ‖Lp(B(0,r))

rλ
<∞. (1.3)

Нетрудно видеть, что при λ = 0 локальное пространство Морри совпа-

дает с Lp–пространством, т. е. L0
p,0(Rn) = Lp(Rn).

Как отмечено выше, из того, что функция ϕ принадлежит пространству

Lp,λ(Rn), вообще говоря, не следует, что ϕ ∈ Lp(Rn) Поэтому наряду с про-

странствами Морри возникает необходимость рассматривать пересечение

Lp(Rn) ∩ Lp,λ(Rn).

Определение 1.1.3. Пусть 1 6 p < ∞, 0 6 λ 6 n/p, [r]1 := min{1, r}.
Говорят, что функция ϕ ∈ L̂p,λ(Rn), если ϕ ∈ Lloc

p (Rn) и

‖ϕ‖L̂p,λ(Rn) ≡ ‖ϕ‖p̂,λ = sup
x∈Rn,r>0

‖ϕ‖Lp(B(x,r))

[r]λ1
<∞. (1.4)
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Пространства L̂p,λ(Rn) называют модифицированными пространства-

ми Морри. Впервые такие пространства были введены и изучены в [26]

(см. также [50], [64]).

Ниже нам понадобятся специальные классы существенно ограниченных

функций, имеющих конечный предел на бесконечности. Следуя [68, 3.4],

сформулируем следующие определения.

Определение 1.1.4. Будем говорить, что функция a ∈ L∞(Rn) принад-

лежит классу Bsup(Rn), если существует такое число a∞, что

lim
N→∞

ess sup
|t|>N

|a(t)− a∞| = 0.

Если a∞ = 0, то будем говрить, что a ∈ Bsup
0 (Rn)

Определение 1.1.5. Будем говорить, что функция a ∈ L∞(Rn × Rn)

принадлежит классу Bsup(Rn×Rn), если существует такая постоянная

a∞, что

lim
N→∞

ess sup
|x|>N,|y|>N

|a(x, y)− a∞| = 0.

Если a∞ = 0, то будем говорить, что a ∈ Bsup
0 (Rn × Rn).

Заметим, что класс Bsup
0 (Rn) (класс Bsup

0 (Rn × Rn)) представляет собой

замыкание по L∞–норме множества всех функций из пространства L∞(Rn)

(из пространства L∞(Rn × Rn)), имеющих компактный носитель.

Обозначим через C(Rn) пространство непрерывных ограниченных функ-

ций на Rn с нормой

‖f‖C(Rn) = sup
x∈Rn
|f(x)|,

а через C0(Rn) — подпространство пространства C(Rn), состоящее из функ-

ций, обращающихся в нуль на бесконечности.

Всюду в дальнейшем через Ma будем обозначать оператор умножения

на функцию a, т. е.

(Maϕ)(x) = a(x)ϕ(x). (1.5)
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В случае, когда a(x) = χD(x), где χD — характеристическая функция из-

меримого множества D ⊂ Rn, будем писать PD вместо MχD , т. е.

(PDϕ)(x) = χD(x)ϕ(x) =

ϕ(x), x ∈ D,

0, x ∈ {D.

Здесь и далее {D означает дополнение множества D.

Далее, для произвольного банахова пространства X через L(X) обо-

значим пространство линейных ограниченных операторов, действующих в

пространстве X.

Определение 1.1.6. Пусть X — банахово пространство. Оператор A ∈
L(X) называется нетеровым, если его образ Im(A) замкнут и

α = dim Ker(A) <∞, β = dim Ker(A∗) <∞.

Число ind(A) = α− β называется индексом оператора A.

§1.2 Интегральные операторы типа свертки с харак-

теристикой в пространствах Морри

В пространстве Морри Lp,λ(Rn) рассмотрим интегральные операторы

вида

(Cϕ)(x) =

∫
Rn

c(x− y)ϕ(y)dy, x ∈ Rn, (1.6)

и

(Cbϕ)(x) =

∫
Rn

b(x, y)c(x− y)ϕ(y)dy, x ∈ Rn, (1.7)

где c ∈ L1(Rn). Оператор C — это классический оператор свертки, а опе-

ратор Cb будем называть оператором свертки с характеристикой b(x, y).

Известно (см. [8]), что оператор C ограничен в пространстве Lp,λ(Rn), где

1 6 p 6 ∞, причем для любой функции ϕ ∈ Lp,λ(Rn) справедливо нера-

венство

‖Cϕ‖p,λ 6 ‖c‖1‖ϕ‖p,λ.
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Иначе,

‖C ‖L(Lp,λ(Rn)) 6 ‖c‖1.

Замечание. Подчеркнем, что в локальных пространствах Морри опе-

ратор свертки не ограничен. Соответствующий контрпример можно найти,

например, в статье [18].

Очевидно, что если характеристика b(x, y) является ограниченной, то

оператор Cb ограничен в пространстве Lp,λ(Rn), причем

‖C ‖L(Lp,λ(Rn)) 6 ‖b‖∞‖c‖1.

Цель данного параграфа — получить достаточные условия ограничен-

ности оператора Cb в случае неограниченной функции b(x, y), а также по-

казать, что если функция b(x, y) стремится к нулю на бесконечности, то

оператор Cb будет компактным в пространствах Морри.

Так как операторы свертки в Lp–пространствах хорошо изучены, то,

учитывая равенства (1.2), в дальнейшем мы исключаем из рассмотрения

случаи λ = 0 и λ = n/p.

1.2.1 Теорема об ограниченности

В пространстве Lp,λ(Rn) рассмотрим оператор Cb вида (1.7). Прежде

всего установим одно достаточное условие ограниченности этого оператора

в пространстве Морри.

Теорема 1.2.1. Пусть 1 < p <∞, 0 < λ < n/p, c ∈ L1(Rn) и

β = ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(x, x− y)|p′|c(y)| dy <∞. (1.8)

Тогда оператор Cb ограничен в пространстве Lp,λ(Rn), причем для любой

функции ϕ ∈ Lp,λ(Rn) справедливо неравенство

‖Cbϕ‖p,λ 6 β1/p′‖c‖1/p
1 ‖ϕ‖p,λ. (1.9)
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Доказательство. С помощью замены переменной x− y = t запишем опе-

ратор Cb в виде

(Cbϕ)(x) =

∫
Rn

b(x, x− y)c(y)ϕ(x− y)dy.

Тогда, учитывая равенство

|b(x, x− y)c(y)ϕ(x− y)| =
(
|b(x, x− y)||c(y)|1/p′

)(
|c(y)|1/p|ϕ(x− y)|

)
,

и применяя неравенство Гельдера, получим

|(Cbϕ)(x)| 6
∫
Rn

|b(x, x− y)||c(y)||ϕ(x− y)| dy 6

6

(∫
Rn

|b(x, x− y)|p′|c(y)| dy
)1/p′(∫

Rn

|c(y)||ϕ(x− y)|p dy
)1/p

.

Так как∫
Rn

|b(x, x− y)|p′|c(y)| dy 6 ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(x, x− y)|p′|c(y)| dy = β,

то приходим к неравенству

|(Cbϕ)(x)| 6 β1/p′
(∫
Rn

|c(y)||ϕ(x− y)|p dy
)1/p

.

Следовательно,

‖Cbϕ‖Lp(B(x,r)) 6 β1/p′
( ∫
B(x,r)

dt

∫
Rn

|c(y)||ϕ(t− y)|p dy
)1/p

.

Изменим порядок интегрирования и во внутреннем интеграле сделаем за-

мену z = t− y. Тогда

‖Cbϕ‖Lp(B(x,r)) 6 β1/p′
(∫
Rn

|c(y)| dy
∫

B(x,r)

|ϕ(t− y)|p dt
)1/p

=

= β1/p′
(∫
Rn

|c(y)| dy
∫

B(x−y,r)

|ϕ(z)|p dz
)1/p

=

= β1/p′
(∫
Rn

|c(y)| ‖ϕ‖pLp(B(x−y,r)) dy

)1/p

.
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Используя определение нормы в пространстве Морри, получим

‖Cbϕ‖p,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−λ‖Cbϕ‖Lp(B(x,r)) 6

6 β1/p′ sup
x∈Rn,r>0

r−λ
(∫
Rn

|c(y)| ‖ϕ‖pLp(B(x−y,r)) dy

)1/p

6

6 β1/p′ sup
x∈Rn,r>0

(∫
Rn

|c(y)|
(
r−λ‖ϕ‖Lp(B(x−y,r))

)p
dy

)1/p

6

6 β1/p′‖c‖1/p
1 ‖ϕ‖p,λ.

Теорема доказана.

Отметим, что для выполнения условия (1.8) функция b(x, y) не обязана

быть ограниченной. Приведем соответствующий пример.

Пример 1.2.1. Рассмотрим функцию

b(x, y) =


0, |x| < 1, y ∈ Rn,(
|y|
x2

)1/p′

, |x| > 1, y ∈ Rn.

Положим c(y) = e−|y|. Тогда

β = ess sup
x∈R

∫
R

|x− y|
x2

e−|y| dy = ess sup
|x|>1

∫
R

∣∣∣∣1x − y

x2

∣∣∣∣ e−|y| dy 6

6 ess sup
|x|>1

 1

|x|

∫
R

e−|y| dy +
1

x2

∫
R

|y|e−|y| dy

 <∞.

Если b ∈ L∞(Rn × Rn), то условие (1.8) заведомо выполнено, причем

β 6 ‖b‖p′∞‖c‖1.

Тогда из неравенства (1.9) следует, что

‖Cbϕ‖p,λ 6 ‖b‖∞‖c‖1‖ϕ‖p,λ. (1.10)

Среди операторов свертки часто встречаются операторы с ограничен-

ными и суммируемыми ядрами. Для таких операторов условие (1.8) упро-

щается.
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Следствие 1.2.1. Пусть c ∈ L1(Rn) ∩ L∞(Rn) и функция b(x, y) удовле-

творяет условию

ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(x, y)|p′ dy <∞.

Тогда оператор Cb ограничен в пространстве Lp,λ(Rn).

Доказательство. Учитывая ограниченность функции c преобразуем усло-

вие (1.8). Имеем

β = ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(x, x− y)|p′|c(y)| dy 6

6 ‖c‖∞ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(x, x− y)|p′ dy =

= ‖c‖∞ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|b(x, t)|p′ dt <∞.

Следовательно, по теореме 1.2.1 оператор Cb ограничен.

Замечание 1. Из этого следствия вытекает, что если a ∈ Lp′(Rn), то опе-

ратор CMa ограничен в пространстве Lp,λ(Rn).

1.2.2 Теоремы о компактности

В этом разделе всюду предполагается, что b ∈ L∞(Rn × Rn). Как было

отмечено выше, в этом случае оператор Cb ограничен в пространстве Морри

и выполнено условие (1.10). Изучим компактность оператора Cb.

Лемма 1.2.1. Пусть D — ограниченное измеримое множество в Rn. То-

гда операторы PDCb и CbPD компактны в пространстве Lp,λ(Rn).

Доказательство. Докажем компактность оператора PDCb. Пусть вначале

b(x, y) = b1(x)b2(y).

Тогда Cb = Mb1CMb2, где C — оператор вида (1.6), а Mbj — оператор

умножения на функцию bj, j = 1, 2. Следовательно,

PDCb = PDMb1CMb2 = Mb1PDCMb2.
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Так как оператор PDC компактен в пространстве Lp,λ(Rn) (см. [8], след-

ствие 1), то оператор PDCb также компактен. Очевидно, что оператор PDCb

является компактным и в случае, когда

b(x, y) =
m∑
j=1

b1j(x)b2j(y), (1.11)

где m — произвольное натуральное число.

Пусть теперь b(x, y) — произвольная функция из L∞(Rn×Rn). Так как

множество S функций вида (1.11) всюду плотно в L∞(Rn×Rn), то найдется

такая последовательность {bk(x, y)} ⊂ S, что

lim
k→∞
‖b− bk‖ = 0.

Тогда в силу (1.10)

‖PDCb − PDCbk‖ 6 ‖PD‖‖Cb−bk‖ 6 ‖b− bk‖ ‖c‖1 → 0

при k → ∞. Следовательно, оператор PDCb является компактным как

предел последовательности компактных операторов PDCbk в равномерной

операторной топологии.

Компактность оператора CbPD доказывается аналогично.

Следующая теорема является основным результатом этого раздела.

Теорема 1.2.2. Пусть 1 < p <∞, 0 < λ < n/p, c ∈ L1(Rn). Тогда

1) если b ∈ Bsup
0 (Rn ×Rn), то оператор Cb компактен в пространстве

Lp,λ(Rn);

2) если b ∈ Bsup(Rn ×Rn) и оператор Cb является компактным в про-

странстве Lp,λ(Rn), то b∞ = 0.

Доказательство. 1) Рассмотрим шар B(0, N), где N — произвольное на-

туральное число. Тогда для оператора Cb справедливо равенство

Cb = PB(0,N)Cb + P{B(0,N)CbPB(0,N) + P{B(0,N)CbP{B(0,N).
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По лемме 1.2.1 оператор

TN = PB(0,N)Cb + P{B(0,N)CbPB(0,N)

является компактным. Оценим норму

‖Cb − TN‖L(Lp,λ(Rn)) = ‖P{B(0,N)CbP{B(0,N)‖L(Lp,λ(Rn)). (1.12)

Заметим, что(
P{B(0,N)CbP{B(0,N)ϕ

)
(x) =

∫
Rn

χN(x)b(x, y)χN(y)c(x− y)ϕ(y)dy,

где χN — характеристическая функция множества {B(0, N). Тогда из нера-

венства (1.10) следует, что

‖P{B(0,N)CbP{B(0,N)‖L(Lp,λ(Rn)) 6 ess sup
|x|>N,|y|>N

|b(x, y)| ‖c‖1 → 0

при N →∞. В силу того, что

lim
N→∞

‖Cb − TN‖L(Lp,λ(Rn)) = 0

и TN — компактный оператор, получаем, что оператор Cb также является

компактным.

2) Так как b ∈ Bsup(Rn × Rn), то (b − b∞) ∈ Bsup
0 (Rn × Rn), а потому

оператор Cb−b∞ является компактным. Тогда из равенства

b∞C = Cb − Cb−b∞ (1.13)

следует компактность оператора Cb∞. Так как оператор C не компактен,

то b∞ = 0.

Из теоремы 1.2.2 следует, что если a ∈ Bsup
0 (Rn), то операторы MaC и

CMa, где C — оператор вида (1.6), компактны в пространстве Lp,λ(Rn).

(Ранее этот результат был получен в работе [8].)

В пространстве Lp,λ(Rn) рассмотрим оператор

A = αI + Cb,
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где α ∈ C, Cb — оператор вида (1.7), а I — тождественный оператор. Пред-

полагая, что b ∈ Bsup(Rn × Rn) назовем символом оператора A функцию

σ(ξ) = α + b∞ĉ(ξ) = α + b∞

∫
Rn

c(x)eiξ·x dx, ξ ∈ Rn.

Следствие 1.2.2. Пусть 1 < p <∞, 0 < λ < n/p, функция c ∈ L1(Rn) и

функция b ∈ Bsup(Rn×Rn). Для того чтобы оператор A был нетеровым

в пространстве Lp,λ(Rn), необходимо и достаточно, чтобы его символ

удовлетворял условию

σ(ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ Ṙn, (1.14)

где Ṙn — компактификация Rn одной бесконечно удаленной точкой. Если

условие (1.14) выполнено, то ind(A ) = 0.

Доказательство. Так как выполняется соотношение (1.13), то оператор A

можно представить в виде

A = αI + b∞C + Cb−b∞.

Из того, что (b − b∞) ∈ Bsup
0 (Rn × Rn), по теореме 1.2.2 следует компакт-

ность оператора Cb−b∞. Значит, оператор A нетеров тогда и только тогда,

когда нетеров оператор αI + b∞C , причем их индексы равны. Согласно

результатам работы [5] условие (1.14) является необходимым и достаточ-

ным для нетеровости и обратимости оператора αI+b∞C . Отсюда вытекает

справедливость следствия.

Пример 1.2.2. Рассмотрим оператор вида

(A ϕ)(x) = ϕ(x) +

∫
R

tanh(
√
x2 + y2)e−|x−y|ϕ(y) dy.

где tanh(x) — гиперболический тангенс. Нетрудно видеть, что функция

b(x, y) = tanh(
√
x2 + y2),
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принадлежит классу Bsup(R × R), причем b∞ = 1. Следовательно, сим-

волом оператора A является функция

σ(ξ) = 1 +

∫
R

eiξx−|x| dx =

= 1 +

0∫
−∞

eiξx+x dx+

+∞∫
0

eiξx−x dx = 1 +
1

iξ + 1
− 1

iξ − 1
= 1 +

2

ξ2 + 1
.

Так как

σ(ξ) = 1 +
2

ξ2 + 1
6= 0 ∀ξ ∈ Ṙ,

то по следствию (1.2.2) оператор A нетеров, причем ind(A ) = 0.

Приведем еще одно достаточное условие компактности оператора Cb.

Теорема 1.2.3. Пусть 1 < p < ∞, 0 < λ < n/p, c ∈ L1(Rn) и функция

b(x, y) ∈ L∞(Rn × Rn) для любого ε > 0 удовлетворяет условию

lim
N→∞

mes{y : |y| > N, ess sup
|x|>N

|b(x, y)| > ε} = 0. (1.15)

Тогда оператор Cb компактен в пространстве Lp,λ(Rn).

Доказательство. Рассуждения проведем в два этапа.

1) Пусть сначала c ∈ C0(Rn). Повторяя доказательство теоремы 1.2.2,

приходим к равенству (1.12), где TN — компактный оператор. Докажем,

что

lim
N→∞

‖P{B(0,N)CbP{B(0,N)‖ = 0. (1.16)

Возьмем произвольное ε > 0. Введем обозначения:

UN,ε = {y : |y| > N, ess sup
|x|>N

|b(x, y)| > ε},

VN,ε = {y : |y| > N, ess sup
|x|>N

|b(x, y)| 6 ε}.

Ясно, что UN,ε ∪ VN,ε = {B(0, N) и UN,ε ∩ VN,ε = ∅. Кроме того,

lim
N→∞

mes(UN,ε) = 0. (1.17)
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Представим оператор P{B(0,N)CbP{B(0,N) в виде(
P{B(0,N)CbP{B(0,N)ϕ

)
(x) =

∫
Rn

bN(x, y)c(x− y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn,

где

bN(x, y) = χN(x)b(x, y)χN(y), (1.18)

а χN — характеристическая функция множества {B(0, N). Согласно нера-

венству (1.9)

‖P{B(0,N)CbP{B(0,N)‖L(Lp,λ(Rn)) 6 β
1/p′

N ‖c‖
1/p
1 , (1.19)

где

βN = ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|bN(x, x− t)|p′|c(t)| dt.

Полагая y = x− t и учитывая (1.18), получаем

βN = ess sup
x∈Rn

∫
Rn

|bN(x, y)|p′|c(x− y)| dy =

= ess sup
|x|>N

∫
|y|>N

|b(x, y)|p′|c(x− y)| dy 6 β1
N + β2

N ,

где

β1
N = ess sup

|x|>N

∫
UN,ε

|b(x, y)|p′|c(x− y)| dy,

β2
N = ess sup

|x|>N

∫
VN,ε

|b(x, y)|p′|c(x− y)| dy.

Оценим β1
N . Так как c ∈ C0(Rn), то функиция c ограничена. Положим

µ = sup
x∈Rn
|c(x)|. Тогда

β1
N 6 µ ess sup

|x|>N

∫
UN,ε

|b(x, y)|p′ dy 6

6 µ ess sup
|x|>N,y∈UN,ε

|b(x, y)|p′ mes(UN,ε) 6

6 µ‖b‖p′∞mes(UN,ε).
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Значит, в силу (1.17) β1
N → 0 при N → ∞. Таким образом, по выбран-

ному ε > 0 найдется такой номер N0, что для всех N > N0 имеет место

неравенство β1
N < εp

′.

Для второго слагаемого получаем оценку

β2
N 6 ess sup

|x|>N,y∈VN,ε
|b(x, y)|p′

∫
VN,ε

|c(x− y)| dy 6 εp
′
∫
Rn

|c(y)| dy = εp
′‖c‖1.

Таким образом, для любого N > N0 справедливо неравенство

βN 6 εp
′
+ εp

′‖c‖1.

Следовательно, в силу (1.19) имеет место неравенство

‖P{B(0,N)CbP{B(0,N)‖p,λ 6 ε(1 + ‖c‖1)
1/p′‖c‖1/p

1 ,

которое означает, что выполнено условие (1.16).

2) Пусть теперь c(t) — произвольная функция из L1(Rn). Так как класс

C0(Rn) всюду плотен в L1(Rn), то найдется такая последовательность функ-

ций {cj} ⊂ C0(Rn), что

lim
j→∞
‖c− cj‖1 = 0.

Рассмотрим оператор

(Cj,bϕ)(x) =

∫
Rn

b(x, y)cj(x− y)ϕ(y)dy, x ∈ Rn,

который по доказанному выше является компактным. Используя неравен-

ство (1.10), получим

‖Cb − Cj,b‖ 6 ‖b‖∞‖c− cj‖1 → 0

при j →∞. Следовательно, оператор Cb в пространстве Lp,λ(Rn) является

компактным. Теорема доказана.

В заключение рассмотрим случай, когда характеристика не зависит от

переменной x. Если b(x, y) = b(y), то условие (1.15) принимает вид

lim
N→∞

mes{y : |y| > N, |b(y)| > ε} = 0 (1.20)
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для любого ε > 0, т. е. функция b(y) сходится к нулю по мере при y →∞.

Тогда из теоремы 1.2.3 вытекает

Следствие 1.2.3. Пусть 1 < p < ∞, 0 < λ < n/p, c ∈ L1(Rn) и функ-

ция b ∈ L∞(Rn) для любого ε > 0 удовлетворяет условию (1.20). Тогда

оператор CMb компактен в пространстве Lp,λ(Rn).

§1.3 Интегральные операторы типа свертки с ядрами

из модифицированных пространств Морри

Рассмотрим оператор свертки (1.6) с ядром c ∈ L̂s,λp/s(Rn). В работе [18]

было показано, что при выполнении условий

1 < q, s < p <∞, 1

q
+

1

s
=

1

p
+ 1, 0 < λ <

n

p
(1.21)

оператор C ограничен из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn), причем для любой функции

ϕ ∈ Lq(Rn) справедливо неравенство

‖Cϕ‖p,λ 6 ‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s ‖ϕ‖q. (1.22)

1.3.1 Произведение операторов свертки и умножения

Легко видеть, что оператор Ma умножения на функцию a ∈ L∞(Rn)

ограничен в пространстве Lp,λ(Rn), и для любой функции ψ ∈ Lp,λ(Rn)

справедливо неравенство

‖Maψ‖p,λ 6 ‖a‖∞‖ψ‖p,λ. (1.23)

Основным объектом исследования в данном пункте является оператор

MaC . Первоначально будем считать, что a ∈ C0(Rn).

Для доказательства следующей леммы используем условия предком-

пактности множества, лежащего в пространстве Морри.
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Предложение 1.3.1. [59] Пусть 1 6 p < ∞, 0 < λ < n/p и F = {f} —

множество функций из Lp,λ(Rn). Пусть выполнены следующие условия:

i) sup
f∈F
‖f‖p,λ <∞; (1.24)

ii) lim
δ→0

sup
f∈F
‖f(·+ δ)− f(·)‖p,λ = 0; (1.25)

iii) lim
ρ→∞

sup
f∈F
‖fχρ‖p,λ = 0; (1.26)

где χρ — характеристическая функция множества {B(0, ρ).

Тогда множество F предкомпактно в пространстве Lp,λ(Rn).

Лемма 1.3.1. Пусть выполнены условия (1.21), a ∈ C0(Rn) и функция

c ∈ L̂s,λp/s(Rn). Тогда оператор MaC является компактным оператором,

действующим из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Пусть Φ = {ϕ}— произвольное ограниченное множество

в Lq(Rn), т. е. существует такое число d > 0 что ‖ϕ‖q 6 d для любой

функции ϕ ∈ Φ. Пользуясь предложением 1.3.1, покажем, что множество

{MaCϕ}, где ϕ ∈ Φ, предкомпактно в пространстве Lp,λ(Rn). Проверим

все три условия.

С помощью неравенств (1.22) и (1.23) получаем

‖MaCϕ‖p,λ 6 ‖a‖∞‖Cϕ‖p,λ 6 ‖a‖∞‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s ‖ϕ‖q 6

6 d‖a‖∞‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s ,

т. е. условие i) выполнено.

Проверим условие ii). Для начала отметим, что норма в пространстве

Морри инвариантна относительно сдвига:

‖f(t+ δ)‖p,λ = ‖f(t)‖p,λ, δ ∈ Rn. (1.27)

Действительно, с помощью замены переменной t + δ = y приходим к ра-

венству

‖f(t+ δ)‖Lp(B(x,r)) = ‖f‖Lp(B(x+δ,r))
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а из биективности отображения x 7→ x+ δ получаем равенство

sup
x∈Rn,r>0

‖f‖Lp(B(x,r))

rλ
= sup

x+δ∈Rn,r>0

‖f‖Lp(B(x+δ,r))

rλ
.

Далее, для функции ϕ ∈ Φ имеем

‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ =

= ‖a(t+ δ)(Cϕ)(t+ δ)− a(t)(Cϕ)(t)‖p,λ 6

6 ‖(a(t+ δ)− a(t))(Cϕ)(t+ δ)‖p,λ + ‖a(t)((Cϕ)(t+ δ)− (Cϕ)(t))‖p,λ 6

6 ‖a(t+ δ)− a(t)‖∞‖(Cϕ)(t+ δ)‖p,λ + ‖a‖∞‖(Cϕ)(t+ δ)− (Cϕ)(t)‖p,λ.

Используя теперь неравенство (1.22) и равенство (1.27), получаем

‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ 6

6 ‖a(t+ δ)− a(t)‖∞‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s ‖ϕ‖q+

+ ‖a‖∞‖c(t+ δ)− c(t)‖s/ps,λp/s‖c(t+ δ)− c(t)‖1−s/p
s ‖ϕ‖q.

Пользуясь ограниченностью множества Φ приходим к неравенству

‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ 6

6 d‖a(t+ δ)− a(t)‖∞‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s +

+ d‖a‖∞(2‖c‖s,λp/s)s/p‖c(t+ δ)− c(t)‖1−s/p
s .

Так как функция a ∈ C0(Rn), то

lim
δ→0
‖a(t+ δ)− a(t)‖∞ = 0.

Поскольку c ∈ Ls(Rn), то функция c непрерывна по Ls–норме, т. е.

lim
δ→0
‖c(t+ δ)− c(t)‖s = 0.

Тогда

lim
δ→0
‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ = 0

равномерно относительно ϕ ∈ Φ.
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Наконец, проверим условие iii). Имеем

‖χρMaCϕ‖p,λ 6 ‖χρa‖∞‖Cϕ‖p,λ.

Снова воспользовавшись неравенством (1.22) и ограниченностью множе-

ства Φ, получаем

‖χρMaCϕ‖p,λ 6 sup
|t|>ρ
|a(t)|‖c‖s/ps,λp/s‖c‖

1−s/p
s ‖ϕ‖q 6

6 d sup
|t|>ρ
|a(t)|‖c‖s/ps,λp/s‖c‖

1−s/p
s .

Так как lim
t→∞

a(t) = 0, то

lim
ρ→∞
‖χρMaCϕ‖p,λ = 0

равномерно относительно ϕ ∈ Φ.

Теорема 1.3.1. Пусть выполнены условия (1.21) и c ∈ L̂s,λp/s(Rn). Тогда

1) если a ∈ Bsup
0 (Rn), то MaC есть компактный оператор, действую-

щий из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn);

2) если a ∈ Bsup(Rn) и операторMaC является компактным из Lq(Rn)

в Lp,λ(Rn), то a∞ = 0.

Доказательство. Докажем утверждение 1). Определим функцию aN(t)

равенством

aN(t) =

a(t), |t| 6 N,

0, |t| > N.

Покажем, что оператор MaNC компактен. Возьмем функцию b ∈ C0(Rn)

такую, что b(t) ≡ 1 при |t| 6 N . Тогда справедливо равенство

MaNC = MaNMbC .

По лемме 1.3.1 оператор MbC компактен, следовательно и оператор MaNC

компактен. Так как MaC −MaNC = Ma−aNC , то

‖MaC −MaNC ‖Lq→Lp,λ = ‖(a− aN)C ‖Lq→Lp,λ 6 ess sup
|t|>N

|a(t)|‖C ‖Lq→Lp,λ.
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Учитывая, что a ∈ Bsup
0 (Rn), получаем

lim
N→∞

‖MaC −MaNC ‖Lq→Lp,λ = 0.

Значит, оператор MaC компактен.

Докажем утверждение 2). Так как a ∈ Bsup(Rn), то (a−a∞) ∈ Bsup
0 (Rn),

а значит, по доказанному выше, Ma−a∞C — компактный оператор. Легко

убедиться, что справедливо равенство

MaC −Ma−a∞C = a∞C .

Так как оператор в его левой части компактен, а C не является компакт-

ным оператором, то a∞ = 0.

Из этой теоремы вытекает следующее

Следствие 1.3.1. Пусть D — ограниченное измеримое множество в

Rn. Тогда оператор PDC есть компактный оператор, действующий из

Lq(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Нужно лишь отметить, что характеристическая функ-

ция χD(x) множества D принадлежит классу Bsup
0 (Rn).

1.3.2 Коммутатор операторов свертки и умножения

Коммутатором [Ma,C ] операторов Ma и C называется оператор MaC −
CMa. С учетом (1.6) этот коммутатор имеет вид

([Ma,C ]ϕ)(x) =

∫
Rn

(a(x)− a(y))c(x− y)ϕ(y) dy =

=

∫
Rn

(a(x)− a(x− t))c(t)ϕ(x− t) dt, x ∈ Rn.

Следуя [8, c. 486], обозначим через Ω∞(Rn) совокупность таких функций

a ∈ L∞(Rn), что для любого компакта K ⊂ Rn функция

A(x) := ess sup
t∈K

|a(x)− a(x− t)|
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принадлежит классу Bsup
0 (Rn). Функции из класса Ω∞(Rn) называются

функциями типа слабо осциллирующих на бесконечности. Приведем при-

меры таких функций.

Пример 1.3.1. 1) Рассмотрим множество Ω(Rn), состоящее из всех

непрерывных и ограниченных функций b(x) на Rn, которые для любого

компакта K ⊂ Rn удовлетворяют условию

lim
x→∞

sup
t∈K
|b(x)− b(x− t)| = 0.

Класс Ω(Rn) был введен в [60]. Нетрудно видеть, что Ω(Rn) ⊂ Ω∞(Rn).

2) Дадим пример функции из класса Ω∞(Rn), не являющейся непрерыв-

ной. Определим на R функцию a(x) формулой

a(x) =

sin(
√
|x|), если x 6= ±π2k2,

π2k2, если x = ±π2k2,

где k ∈ Z. Для любого компакта K ⊂ R имеем

ess sup
t∈K

|a(x)− a(x− t)| = sup
t∈K

∣∣sin(
√
|x|)− sin(

√
|x− t|)

∣∣.
Так как sin(

√
|x|) ∈ Ω(Rn), то a ∈ Ω∞(Rn).

Лемма 1.3.2. Если a ∈ Ω∞(Rn) и c ∈ Ls(Rn), то функция

I(x) =

∫
Rn

|a(x)− a(x− t)|s|c(t)|s dt (1.28)

принадлежит классу Bsup
0 (Rn).

Доказательство. Возьмем произвольное ε > 0 и зафиксируем такое ρ > 0,

что ∫
|t|>ρ

|c(t)|s dt < ε

2(2‖a‖∞)s
.
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Тогда для почти всех x ∈ Rn справедливо

I(x) =

∫
|t|6ρ

|a(x)− a(x− t)|s|c(t)|s dt+

∫
|t|>ρ

|a(x)− a(x− t)|s|c(t)|s dt 6

6 ess sup
|t|6ρ

|a(x)− a(x− t)|s
∫
|t|6ρ

|c(t)|s dt+ (2‖a‖∞)s
∫
|t|>ρ

|c(t)|s dt <

< ess sup
|t|6ρ

|a(x)− a(x− t)|s‖c‖ss +
ε

2
= (A(x))s‖c‖ss +

ε

2
,

где A(x) определяется формулой (1.28). Так как A(x) ∈ Bsup
0 (Rn), то

lim
N→∞

ess sup
|x|>N

(A(x))s = lim
N→∞

(ess sup
|x|>N

A(x))s = 0.

Значит, найдется такое N0 > 0, что для всех N > N0 выполняется нера-

венство

ess sup
|x|>N

(A(x))s <
ε

2‖c‖ss
.

Следовательно, для всех N > N0 выполняется неравенство ess sup
|x|>N

I(x) < ε.

Это означает, что I(x) ∈ Bsup
0 (Rn).

Теорема 1.3.2. Пусть выполнены условия (1.21), a ∈ Ω∞(Rn), и c ∈
L̂s,λp/s(Rn). Тогда коммутатор [Ma,C ] есть компактный оператор, дей-

ствующий из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Покажем, что оператор [Ma,C ] можно приблизить по

операторной норме в равномерной операторной топологии с любой степе-

нью точности компактными операторами. Возьмем произвольное ε > 0. По

лемме 1.3.2 найдется N > 0 такое, что

ess sup
|x|>N

∫
Rn

|a(x)− a(x− t)|s|c(t)|s dt < εq
′

(2‖a‖∞‖c‖s,λp/s)sq′/p
. (1.29)

Зафиксируем N и оценим норму оператора QN [Ma,C ]. Из равенства

1

q
+

1

s
=

1

p
+ 1
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следуют соотношения

1 =
1

q′
+

1

s′
+

1

p
,

q

p
+
q

s′
= 1,

s

p
+
s

q′
= 1.

Представим функцию |(a(x)− a(x− t))c(t)||ϕ(x− t)| в виде

|(a(x)− a(x− t))c(t)||ϕ(x− t)| = |(a(x)− a(x− t))c(t)|s/q′×

× (|(a(x)− a(x− t))c(t)|s|ϕ(x− t)|q)1/p×

× |ϕ(x− t)|q/s′.

Применяя обобщенное неравенство Гельдера с показателями q′, p и s′, для

почти всех x ∈ {B(0, N) получаем

|(QN [Ma,C ]ϕ)(x)| 6
∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)||ϕ(x− t)| dt 6

6

(∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|s dt
)1/q′

×

×
(∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|s|ϕ(x− t)|q dt
)1/p

×

×
(∫
Rn

|ϕ(x− t)|q dt
)1/s′

.

Совершая в последнем интеграле замену u = x−t, приходим к неравенству

|(QN [Ma,C ]ϕ)(x)| 6
(

ess sup
|x|>N

∫
Rn

|a(x)− a(x− t)|s|c(t)|s dt
)1/q′

×

×
(∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|s|ϕ(x− t)|q dt
)1/p

‖ϕ‖q/s′q .

Первый множитель оценим с помощью неравенства (1.29), а для второго

используем оценку∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|s|ϕ(x− t)|q dt 6 (2‖a‖∞)s
∫
Rn

|c(t)|s|ϕ(x− t)|q dt.
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Совершая замену u = x− t, получаем

|(QN [Ma,C ]ϕ)(x)| <

<
ε

(2‖a‖∞‖c‖s,λp/s)s/p
(2‖a‖∞)s/p

(∫
Rn

|c(x− u)|s|ϕ(u)|q du
)1/p

‖ϕ‖q/s′q =

= ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s

(∫
Rn

|c(x− u)|s|ϕ(u)|q du
)1/p

.

Тогда для произвольных x ∈ Rn и r > 0 справедливо

‖QN [Ma,C ]ϕ‖Lp(B(x,r)) <

< ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s

( ∫
B(x,r)

dy

∫
Rn

|c(y − u)|s|ϕ(u)|q du
)1/p

=

= ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s

(∫
Rn

|ϕ(u)|q du
∫

B(x,r)

|c(y − u)|s dy
)1/p

.

После замены y − u = z во внутреннем интеграле получаем неравенство

‖QN [Ma,C ]ϕ‖Lp(B(x,r)) < ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s

(∫
Rn

|ϕ(u)|q‖c‖sLs(B(x−u,r)) du

)1/p

.

Используем его для оценки нормы функции QN [Ma,C ]ϕ в пространстве

Морри. Имеем

‖QN [Ma,C ]ϕ‖p,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−λ‖QN [Ma,C ]ϕ‖Lp(B(x,r)) <

< ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s sup

x∈Rn,r>0
r−λ
(∫
Rn

|ϕ(u)|q‖c‖sLs(B(x−u,r)) du

)1/p

=

= ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s sup

x∈Rn,r>0

(∫
Rn

|ϕ(u)|q(r−λp/s‖c‖Ls(B(x−u,r)))
s du

)1/p

6

6 ε‖ϕ‖q/s′q ‖c‖
−s/p
s,λp/s‖c‖

s/p
s,λp/s

(∫
Rn

|ϕ(u)|q du
)1/p

= ε‖ϕ‖q/s′q ‖ϕ‖q/pq = ε‖ϕ‖q.

Отсюда следует, что

‖QN [Ma,C ]‖Lq→Lp,λ < ε.
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Учитывая, что PN +QN = I, где I — тождественный оператор, перепишем

это неравенство в виде

‖[Ma,C ]− PN [Ma,C ]‖Lq→Lp,λ < ε.

По следствию 1.3.1 оператор PN [Ma,C ] является компактным. Тогда, в си-

лу произвольности числа ε, оператор [Ma,C ] также является компактным.

Теорема доказана.

Применим данную теорему, вместе с результатами предыдущего разде-

ла, к решению вопроса о компактности операторов вида CMa.

Лемма 1.3.3. Пусть выполнены условия (1.21), a ∈ C0(Rn) и c ∈ L̂s,λp/s(Rn).

Тогда оператор CMa является компактным оператором, действующим

из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Так как a ∈ C0(Rn), то для произвольного компакта

K ⊂ Rn

ess sup
t∈K

|a(x)− a(x− t)| 6 sup
t∈K

(|a(x)|+ |a(x+ t)|)→ 0

при |x| > N , N →∞, что значит a ∈ Ω∞(Rn). Справедливо равенство

CMa = MaC − [Ma,C ].

Учитывая лемму 1.3.1 и теорему 1.3.2, заключаем, что оператор CMa ком-

пактен как сумма компактных операторов.

Аналогично теореме 1.3.1 доказывается следующая

Теорема 1.3.3. Пусть выполнены условия (1.21) и c ∈ L̂s,λp/s(Rn). Тогда

1) если a ∈ Bsup
0 (Rn), то CMa есть компактный оператор, действую-

щий из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn);

2) если a ∈ Bsup(Rn) и оператор CMa компактен, то a∞ = 0.
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Доказательство. 1) Возьмем функции aN(t) и b(t) как в теореме 1.3.1.

Легко убедиться в справедливости равенства

CMaN = CMbMaN .

По лемме 1.3.3 оператор CMb компактен. Следовательно, оператор CMbMaN

также компактен. Из того, что

‖CMa − CMaN‖Lq→Lp,λ = ‖CMa−aN‖Lq→Lp,λ = ‖C (a− aN)‖Lq→Lp,λ 6

6 ess sup
|t|>N

|a(t)|‖C ‖Lq→Lp,λ,

следует

lim
N→∞

‖CMa − CMaN‖Lq→Lp,λ = 0,

что означает компактность оператора CMa.

2) Замечая, что

CMa − CMa−a∞ = a∞C ,

где CMa−a∞ и CMa, по доказанному выше компактные операторы, полу-

чаем a∞ = 0, так как C не является компактным оператором.

Следствие 1.3.2. Пусть D — ограниченное измеримое множество в

Rn. Тогда оператор CPD есть компактный оператор, действующий из

Lq(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство сразу вытекает из леммы 1.3.3.

1.3.3 Операторы свертки с характеристикой

Определим на пространстве Lq(Rn) оператор Cb формулой (1.7), где

функция c ∈ L̂s,λp/s(Rn), а b ∈ L∞(Rn ×Rn). Учитывая неравенство (1.22),

получаем следующую оценку

‖Cbϕ‖p,λ 6 ‖b‖∞‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s ‖ϕ‖q. (1.30)

Докажем теорему о компактности оператора Cb. Для этого нам потре-

буется
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Лемма 1.3.4. Пусть D — ограниченное измеримое множество в Rn. То-

гда операторы PDCb и CbPD являются компактными операторами, дей-

ствующими из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Пусть сначала характеристика b(x, y) принадлежит мно-

жеству S функций из L∞(Rn × Rn) вида

b(x, y) =
m∑
j=1

b1j(x)b2j(y),

где m — произвольное натуральное число. Тогда оператор

PDCb = PD

m∑
j=1

Mb1jCMb2j =
m∑
j=1

Mb1jPDCMb2j

является компактным, так как оператор PDC компактен по следствию

1.3.1.

Пусть теперь b(x, y) — произвольная функция из L∞(Rn×Rn). Возьмем

последовательность {bk(x, y)} ⊂ S такую, что

lim
k→∞
‖b− bk‖∞ = 0.

Это возможно в силу того, что множество S всюду плотно в пространстве

L∞(Rn × Rn). Учитывая (1.30), имеем

‖PDCb − PDCbk‖Lq→Lp,λ 6 ‖PD‖Lq→Lp,λ‖Cb − Cbk‖Lq→Lp,λ 6

6 ‖Cb−bk‖Lq→Lp,λ 6 ‖b− bk‖∞‖c‖
s/p
s,λp/s‖c‖

1−s/p
s → 0

при k →∞. Значит, оператор PDCb компактен.

Аналогично доказывается компактность оператора CbPD.

Теорема 1.3.4. Пусть выполнены условия (1.21) и c ∈ L̂s,λp/s(Rn). Тогда

1) если b ∈ Bsup
0 (Rn×Rn), то Cb есть компактный оператор, действу-

ющий из Lq(Rn) в Lp,λ(Rn);

2) если b ∈ Bsup(Rn × Rn) и оператор Cb является компактным из

Lq(Rn) в Lp,λ(Rn), то b∞ = 0.
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Доказательство. 1) Рассмотрим шар B(0, N), где N — произвольное на-

туральное число. Тогда

Cb = PNCb +QNCbPN +QNCbQN .

По лемме 1.3.4 оператор TN = PNCb + QNCbPN является компактным.

Оценим норму

‖Cb − TN‖Lq→Lp,λ = ‖QNCbQN‖Lq→Lp,λ. (1.31)

Оператор QNCbQN имеет вид(
QNCbQNϕ

)
(x) =

∫
Rn

χN(x)b(x, y)χN(y)c(x− y)ϕ(y)dy,

где χN — характеристическая функция множества {B(0, N). Тогда из нера-

венства (1.30) следует, что

‖QNCbQN‖Lq→Lp,λ 6 ess sup
|x|>N,|y|>N

|b(x, y)|‖c‖s/ps,λp/s‖c‖
1−s/p
s → 0

при N →∞. Так как

lim
N→∞

‖Cb − TN‖Lq→Lp,λ = 0

где TN — компактный оператор, то оператор Cb также является компакт-

ным.

2) Доказательство проводится аналогично доказательству пункта 2) тео-

ремы 1.3.1.

§1.4 Операторы типа свертки, действующие из моди-

фицированного пространства Морри в простран-

ство Морри

В силу коммутативности свертки, в неравенстве (1.22) мы можем по-

менять функции c и ϕ местами, и рассмотреть, таким образом, оператор

свертки (1.6) с ядром c ∈ Lq(Rn), действующий из пространства L̂s,λp/s(Rn)
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в пространство Морри Lp,λ(Rn), для нормы которого выполняется неравен-

ство

‖Cϕ‖p,λ 6 ‖c‖q‖ϕ‖s/ps,λp/s‖ϕ‖
1−s/p
s . (1.32)

Снабдим пространство L̂s,λp/s(Rn) квазинормой

‖ϕ‖
ŝ,λp/s

:= max{‖ϕ‖s,λp/s, ‖ϕ‖s}.

Покажем, что тогда неравенство (1.32) преобразуется к виду

‖Cϕ‖p,λ 6 ‖c‖q‖ϕ‖ŝ,λp/s. (1.33)

Действительно, так как по условию (1.21) 1 < s < p, то 1 − s/p > 0.

Если ‖ϕ‖
ŝ,λp/s

= ‖ϕ‖s,λp/s, то ‖ϕ‖s 6 ‖ϕ‖s,λp/s, откуда ‖ϕ‖
1−s/p
s 6 ‖ϕ‖1−s/p

s,λp/s.

Следовательно, в этом случае

‖ϕ‖s/ps,λp/s‖ϕ‖
1−s/p
s 6 ‖ϕ‖s/ps,λp/s‖ϕ‖

1−s/p
s,λp/s = ‖ϕ‖s,λp/s = ‖ϕ‖

ŝ,λp/s
.

Если же ‖ϕ‖
ŝ,λp/s

= ‖ϕ‖s, то ‖ϕ‖s/ps,λp/s 6 ‖ϕ‖
s/p
s , и в этом случае

‖ϕ‖s/ps,λp/s‖ϕ‖
1−s/p
s 6 ‖ϕ‖s/ps ‖ϕ‖1−s/p

s = ‖ϕ‖s = ‖ϕ‖
ŝ,λp/s

.

Сформулируем и докажем для оператора C , действующего из простран-

ства L̂s,λp/s(Rn) в пространство Lp,λ(Rn), аналоги результатов §1.3.

Лемма 1.4.1. Пусть выполнены условия (1.21), a ∈ C0(Rn) и c ∈ Lq(Rn).

Тогда оператор MaC является компактным оператором, действующим

из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Возьмем в L̂s,λp/s(Rn) произвольное ограниченное мно-

жество Φ = {ϕ} и покажем, что множество {MaCϕ} предкомпактно в

пространстве Lp,λ(Rn). Проверим выполнение условий i)–iii) предложения

1.3.1.

i) С помощью неравенств (1.23) и (1.33) получаем

‖MaCϕ‖p,λ 6 ‖a‖∞‖c‖q‖ϕ‖ŝ,λp/s 6 d‖a‖∞‖c‖q.
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ii) Для функции ϕ ∈ Φ имеем

‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ 6

6 ‖a(t+ δ)− a(t)‖∞‖(Cϕ)(t+ δ)‖p,λ + ‖a‖∞‖(Cϕ)(t+ δ)− (Cϕ)(t)‖p,λ.

Используя неравенства (1.27), (1.33) и учитывая ограниченность множе-

ства Φ, получаем

‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ 6

6 ‖a(t+ δ)− a(t)‖∞‖c‖q‖ϕ‖ŝ,λp/s + ‖a‖∞‖c(t+ δ)− c(t)‖q‖ϕ‖ŝ,λp/s 6

6 d(‖a(t+ δ)− a(t)‖∞‖c‖q + ‖a‖∞‖c(t+ δ)− c(t)‖q).

Тогда, очевидно,

lim
δ→0
‖(MaCϕ)(t+ δ)− (MaCϕ)(t)‖p,λ = 0

равномерно относительно ϕ ∈ Φ.

iii) Пользуясь снова неравенством (1.33) и ограниченностью множества

Φ, получаем

‖χρMaCϕ‖p,λ 6 ‖χρa‖∞‖Cϕ‖p,λ 6 sup
|t|>ρ
|a(t)|‖c‖q‖ϕ‖ŝ,λp/s 6 d sup

|t|>ρ
|a(t)|‖c‖q.

Так как a ∈ C0(Rn), то

lim
ρ→0
‖χρMaCϕ‖p,λ = 0

равномерно относительно ϕ ∈ Φ.

С помощью этой леммы, используя приемы доказательства теоремы

1.3.1, получаем следующую теорему.

Теорема 1.4.1. Пусть выполнены условия (1.21) и c ∈ Lq(Rn). Тогда

1) если a ∈ Bsup
0 (Rn), то MaC есть компактный оператор, действую-

щий из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn);

2) если a ∈ Bsup(Rn) и оператор MaC компактен, то a∞ = 0.
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Доказательство. 1) Справедливо неравенство

‖MaC −MaNC ‖L̂s,λp/s(Rn)→Lp,λ(Rn) 6 ess sup
|t|>N

|a(t)|‖C ‖L̂s,λp/s(Rn)→Lp,λ(Rn),

где функция aN определяется так же, как в теореме 1.3.1. По лемме 1.4.1

MaNC — компактный оператор, действующий из пространства L̂s,λp/s(Rn)

в пространство Lp,λ(Rn). Учитывая, что a ∈ Bsup
0 (Rn), получаем

lim
N→∞

‖MaC −MaNC ‖L̂s,λp/s(Rn)→Lp,λ(Rn) = 0,

откуда следует утверждение 1).

Утверждение 2) доказывается совершенно аналогично соответствующе-

му утверждению теоремы 1.3.1.

Следствие 1.4.1. Пусть D — ограниченное измеримое множество в

Rn. Тогда оператор PDC есть компактный оператор, действующий из

L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn).

Применим, в частности, это следствие к установлению компактности

коммутатора [Ma,C ].

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены условия (1.21), функция a ∈ Ω∞(Rn)

и c ∈ Lq(Rn). Тогда коммутатор [Ma,C ] есть компактный оператор,

действующий из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Возьмем произвольное ε > 0. По лемме 1.3.2 найдется

N > 0 такое, что

ess sup
|x|>N

∫
Rn

|a(x)− a(x− t)|q|c(t)|q dt < εs
′

(2‖a‖∞‖c‖q)qs′/p
. (1.34)

Зафиксируем N и оценим норму оператора QN [Ma,C ]. Представим функ-

цию |(a(x)− a(x− t))c(t)||ϕ(x− t)| в виде

|(a(x)− a(x− t))c(t)||ϕ(x− t)| = |(a(x)− a(x− t))c(t)|q/s′×

× (|(a(x)− a(x− t))c(t)|q|ϕ(x− t)|s)1/p×

× |ϕ(x− t)|s/q′.
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Применяя неравенство Гельдера, для почти всех x ∈ {B(0, N) получаем

|(QN [Ma,C ]ϕ)(x)| 6
∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)||ϕ(x− t)| dt 6

6

(∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|q dt
)1/s′

×

×
(∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|q|ϕ(x− t)|s dt
)1/p

×

×
(∫
Rn

|ϕ(x− t)|s dt
)1/q′

.

Для множителей в правой части этого неравенства справедливы следую-

щие оценки:(∫
Rn

|(a(x)−a(x−t))c(t)|q dt
)1/s′

6

(
ess sup
|x|>N

∫
Rn

|a(x)−a(x−t)|q|c(t)|q dt
)1/s′

,

(∫
Rn

|(a(x)− a(x− t))c(t)|q|ϕ(x− t)|s dt
)1/p

6

6 (2‖a‖∞)q/p
(∫
Rn

|c(t)|q|ϕ(x− t)|s dt
)1/p

,

(∫
Rn

|ϕ(x− t)|s dt
)1/q′

6 ‖ϕ‖s/q′s .

Учитывая соотношение (1.34), приходим к неравенству

|(QN [Ma,C ]ϕ)(x)| 6 ε(2‖a‖∞)q/p

(2‖a‖∞‖c‖q)q/p

(∫
Rn

|c(t)|q|ϕ(x− t)|s dt
)1/p

‖ϕ‖s/q′s .

Тогда для x ∈ Rn и r > 0 справедливо

‖QN [Ma,C ]ϕ‖Lp(B(x,r)) <
ε

‖c‖q/pq

‖ϕ‖s/q′s

( ∫
B(x,r)

dy

∫
Rn

|c(t)|q|ϕ(y − t)|s dt
)1/p

=

=
ε

‖c‖q/pq

‖ϕ‖s/q′s

(∫
Rn

|c(t)|q dt
∫

B(x,r)

|ϕ(y − t)|s dy
)1/p

.
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После замены y − t = z во внутреннем интеграле получаем неравенство

‖QN [Ma,C ]ϕ‖Lp(B(x,r)) <
ε

‖c‖q/pq

‖ϕ‖s/q′s

(∫
Rn

|c(t)|q‖ϕ‖sLs(B(x−t,r)) dt

)1/p

.

Тогда норма функции QN [Ma,C ]ϕ в пространстве Морри имеет следую-

щую оценку:

‖QN [Ma,C ]ϕ‖p,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−λ‖QN [Ma,C ]ϕ‖Lp(B(x,r)) <

<
ε

‖c‖q/pq

‖ϕ‖s/q′s sup
x∈Rn,r>0

(∫
Rn

|c(t)|q(r−λp/s‖ϕ‖Ls(B(x−t,r)))
s dt

)1/p

6

6
ε

‖c‖q/pq

‖ϕ‖s/q′s ‖ϕ‖
s/p
s,λp/s

(∫
Rn

|c(t)|q dt
)1/p

=

=
ε

‖c‖q/pq

‖ϕ‖s/q′s ‖ϕ‖
s/p
s,λp/s‖c‖

q/p
q = ε‖ϕ‖s/q′s ‖ϕ‖

s/p
s,λp/s.

Так как s/q′ = 1− s/p, то по доказательству неравенства (1.33)

‖QN [Ma,C ]‖Lp,λ(Rn) < ε‖ϕ‖
ŝ,λp/s

,

откуда

‖QN [Ma,C ]‖L̂s,λp/s→Lp,λ < ε.

Так как

QN [Ma,C ] = [Ma,C ]− PN [Ma,C ]

и по следствию 1.4.1 оператор PN [Ma,C ] является компактным, то опера-

тор [Ma,C ] также является компактным.

Теперь, с помощью этой теоремы и леммы 1.4.1, аналогично лемме 1.3.3

доказывается

Лемма 1.4.2. Пусть выполнены условия (1.21), функция a ∈ C0(Rn) и c ∈
Lq(Rn). Тогда оператор CMa есть компактный оператор, действующий

из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn).
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Следующие результаты устанавливаются аналогично теоремам 1.3.3 и

1.3.4.

Теорема 1.4.3. Пусть выполнены условия (1.21) и c ∈ Lq(Rn). Тогда

1) если a ∈ Bsup
0 (Rn), то CMa есть компактный оператор, действую-

щий из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn);

2) если a ∈ Bsup(Rn) и оператор CMa компактен, то a∞ = 0.

Доказательство. 1) Используя рассуждения теоремы 1.3.3 и лемму 1.4.2

приходим к неравенству

‖CMa − CMaN‖L̂s,λp/s→Lp,λ,

из которого получаем требуемое.

Доказательство пункта 2) проводится как в теореме 1.3.3.

Отсюда непосредственно вытекает

Следствие 1.4.2. Пусть D — ограниченное измеримое множество в

Rn. Тогда оператор CPD есть компактный оператор, действующий из

L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn).

Рассмотрим теперь оператор типа свертки с характеристикой вида (1.7),

где ядро c ∈ Lq(Rn) и функция b ∈ L∞(Rn × Rn). Из неравенства (1.33)

вытекает, что

‖Cbϕ‖p,λ 6 ‖b‖∞‖c‖q‖ϕ‖L
ŝ,λp/s

. (1.35)

Лемма 1.4.3. Пусть D — ограниченное измеримое множество в Rn. То-

гда операторы PDCb и CbPD являются компактными операторами, дей-

ствующими из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn).

Доказательство. Повторяя схему доказательства леммы (1.3.4) и учиты-

вая нервавенство (1.35), получаем

‖PDCb − PDCbk‖Lŝ,λp/s→Lp,λ 6 ‖b− bk‖∞‖c‖q → 0

при k →∞, что и завершает доказательство. Для оператора CbPD доказа-

тельство аналогично.
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Сформулируем, наконец, основной результат этого параграфа.

Теорема 1.4.4. Пусть выполнены условия (1.21) и c ∈ Lq(Rn). Тогда

1) если b ∈ Bsup
0 (Rn×Rn), то Cb есть компактный оператор, действу-

ющий из L̂s,λp/s(Rn) в Lp,λ(Rn);

2) если b ∈ Bsup(Rn × Rn) и оператор Cb компактен, то b∞ = 0.

Доказательство. 1) С учетом рассуждений теоремы (1.3.4) получаем нера-

венство

‖QNCbQN‖L
ŝ,λp/s

→Lp,λ 6 ess sup
|x|>N,|y|>N

|b(x, y)|‖c‖q.

Так как b ∈ Bsup
0 (Rn × Rn), то ess sup

|x|>N,|y|>N
|b(x, y)| → 0 при N → ∞, откуда

следует требуемое.

Пункт 2) доказывается аналогично соответствующему пункту теоремы

1.3.4.
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Глава 2

Интегральные операторы с

однородными ядрами в локальных

пространствах Морри

В этой главе рассматриваются многомерные интегральные операторы,

ядра которых однородны степени (−n) и инвариантны относительно всех

вращений пространства Rn, действующие в локальных пространствах Мор-

ри L0
p,λ(Rn). Известно (см. [76]), что именно в локальных пространствах

Морри эти операторы ограничены. Нас в основном будет интересовать ком-

пактность таких операторов с переменными коэффициентами.

§2.1 Постановка задачи

В этой и следующей главе мы будем использовать обозначения

|x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n, x′ = x/|x|, x · y = x1y1 + . . .+ xnyn,

для любых x, y ∈ Rn.

Пусть 1 6 p <∞ и λ > 0. В пространстве L0
p,λ(Rn) рассмотрим оператор

(K ϕ)(x) =

∫
Rn

k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn, (2.1)

где функция k(x, y) определена на Rn×Rn (здесь и далее предполагается,

что n > 2), измерима и удовлетворяет условиям:
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1◦ однородности степени (−n), т. е.

k(αx, αy) = α−nk(x, y), ∀α > 0;

2◦ инвариантности относительно группы вращений SO(n), т. е.

k(ω(x), ω(y)) = k(x, y), ∀ω ∈ SO(n);

3◦ суммируемости, т. е.

κ :=

∫
Rn

|k(e1, y)||y|−n/p+λ dy =

∫
Rn

|k(x, e1)||x|−n/p
′−λ dx <∞.

Операторы вида (2.1), ядра которых удовлетворяют условиям 1◦ и 2◦, на-

зываются каноническими (см. [49]).

В работе [76] установлено, что оператор K ограничен в пространстве

L0
p,λ(Rn), причем ‖K ‖L(L0

p,λ(Rn)) 6 κ.

Пример 2.1.1. Рассмотрим функцию

k(x, y) =
1

|x|β|x− y|n−β
, 0 < β < n.

Очевидно, она удовлетворяет свойствам 1◦ и 2◦. Далее,∫
Rn

|k(e1, y)||y|−n/p+λ dy =

∫
Rn

1

|e1 − y|n−β
|y|−n/p+λ dy <∞

при 1 6 p < n/β, 0 < λ < n/p− β, то есть свойство 3◦ также выполня-

ется при указанных значениях p и λ.

В пространстве L0
p,λ(Rn) рассмотрим оператор Ma умножения на функ-

цию a ∈ L∞(Rn). Нетрудно видеть, что этот оператор ограничен в про-

странстве L0
p,λ(Rn), причем для любой функции ϕ ∈ L0

p,λ(Rn) выполняется

неравенство

‖Maϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 ‖a‖∞‖ϕ‖L0

p,λ(Rn).

Основной целью данной главы является исследование компактности опе-

ратора MaK Mb. Точнее говоря, требуется выяснить условия на функции

50



a(x) и b(x), при которых оператор MaK Mb компактен в пространстве

L0
p,λ(Rn).

Для решения поставленной задачи нам потребуются достаточные усло-

вия предкомпактности множества, лежащего в локальном пространстве

Морри (см. [52]). Для любой функции f ∈ Lloc
1 (Rn) и любого δ > 0 по-

ложим

(Aδf)(x) =
1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

f(y) dy,

где |B(x, δ)| — мера шара с центром в точке x и радиуса δ. Пусть R1 и

R2 — произвольные положительные числа, причем R1 < R2. Обозначим

через S(R1, R2) сферический слой, то есть

S(R1, R2) := {x ∈ Rn : R1 6 |x| 6 R2}.

Предложение 2.1.1. [52] Пусть 1 < p <∞, λ > 0 и F = {f} — множе-

ство функций из L0
p,λ(Rn), и пусть выполнены следующие условия:

i) sup
f∈F
‖f‖L0

p,λ(Rn) <∞; (2.2)

ii) lim
R1→0

sup
f∈F
‖fχB(0,R1)‖L0

p,λ(Rn) = 0; (2.3)

iii) lim
δ→0

sup
f∈F
‖Aδf − f‖Lp(S(R1,R2)) = 0; (2.4)

iv) lim
R2→∞

sup
f∈F
‖fχ{B(0,R2)‖L0

p,λ(Rn) = 0. (2.5)

Тогда множество F является предкомпактным в пространстве L0
p,λ(Rn).

Преобразуем выражение Aδf − f . Имеем

(Aδf)(x)− f(x) =
1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

f(y) dy − f(x) =

=
1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

f(y) dy − 1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

f(x) dy =

=
1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

(f(y)− f(x)) dy.

51



Ясно, что |B(x, δ)| = |B(0, δ)|. Тогда в результате замены y = x+t, получим

(Aδf)(x)− f(x) =
1

|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

(f(x+ t)− f(x)) dt. (2.6)

§2.2 Вспомогательные утверждения

В этом параграфе исследуется компактность операторовMaK Mb в пред-

положении, что коэффициенты a(x) и b(x) принадлежат некоторому под-

классу непрерывных функций. В дальнейшем это условие будет снято.

Обозначим через C0,0(Rn) множество всех непрерывных на Rn финит-

ных функций, носитель которых не содержит точку x = 0.

Лемма 2.2.1. Пусть 1 < p <∞, K — оператор вида (2.1) и b ∈ C0,0(Rn).

Тогда для любой функции ϕ ∈ L0
p,λ(Rn) выполняется неравенство

‖(K Mbϕ)(x+t)−(K Mbϕ)(x)‖Lp(S(R1,R2)) 6 ν
(
B

1/p
1 (ϕ, t)+B

1/p
2 (ϕ, t)

)
, (2.7)

где ν = 2κ1/p′‖b‖1/p′

∞ , а функции B1(ϕ, t), B2(ϕ, t) определяются формула-

ми

B1(ϕ, t) =

∫
S(R1,R2)

|x|λp/p′−n/p′ dx×

×
∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||y|n/p′−λp/p′|b(y)||ϕ(y)|p dy, (2.8)

B2(ϕ, t) =

∫
S(R1,R2)

|x+ t|λp/p′−n/p′ dx×

×
∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||y|n/p′−λp/p′|b(y)||ϕ(y)|p dy. (2.9)

Доказательство. Так как функция ϕ ∈ L0
p,λ(Rn) и операторы K и Mb

ограниченно действуют в пространстве L0
p,λ(Rn), то функция (K Mbϕ)(x)

принадлежит пространству L0
p,λ(Rn). Это, в частности, означает, что она
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также принадлежит пространству Lloc
p (Rn). Следовательно, левая часть

неравенства (2.7) определена корректно. Оценим модуль приращения функ-

ции (K Mbϕ)(x). Имеем

|(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)| 6
∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||b(y)||ϕ(y)| dy =

=

∫
Rn

{
|k(x+ t, y)− k(x, y)|1/p′|y|λ/p′−n/(pp′)|b(y)|1/p′

}
×

×
{
|k(x+ t, y)− k(x, y)|1/p|y|n/(pp′)−λ/p′|b(y)|1/p|ϕ(y)|

}
dy.

Применяя неравенство Гельдера, получим

|(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)| 6

6

(∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||y|λ−n/p|b(y)| dy
)1/p′

×

×
(∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||y|n/p′−λp/p′|b(y)||ϕ(y)|p dy
)1/p

.

Положим

Q(x, t) =

(∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||y|λ−n/p|b(y)| dy
)1/p′

.

Оценим функцию Q(x, t). Для начала заметим, что

Q(x, t) 6 ‖b‖1/p′

∞

(∫
Rn

|k(x+ t, y)||y|λ−n/p dy +

∫
Rn

|k(x, y)||y|λ−n/p dy
)1/p′

.

В первом интеграле сделаем замену y = |x+t|u (тогда dy = |x+t|n du), а во

втором — замену y = |x|u (тогда dy = |x|n du). Пользуясь однородностью

функции k(x, y), получим

Q(x, t) 6 ‖b‖1/p′

∞

(
|x+ t|λ−n/p

∫
Rn

|k((x+ t)′, u)||u|λ−n/p du+

+ |x|λ−n/p
∫
Rn

|k(x′, u)||u|λ−n/p du
)1/p′

.
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Далее, сделаем замену u = ωx+t(z) в первом интеграле и u = ωx(z) во

втором, так что ωx+t(e1) = (x+ t)′ и ωx(e1) = x′. Тогда, используя инвари-

антность функции k(x, y) относительно вращений, получим

Q(x, t) 6 ‖b‖1/p′

∞

((
|x+ t|λ−n/p + |x|λ−n/p

) ∫
Rn

|k(e1, z)||z|λ−n/p dz
)1/p′

=

= ‖b‖1/p′

∞ κ1/p′
(
|x+ t|λ−n/p + |x|λ−n/p

)1/p′
.

Следовательно, справедливо неравенство

‖(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)‖pLp(S(R1,R2)) 6

6 ‖b‖p/p′∞ κp/p′
∫

S(R1,R2)

(
|x+ t|λ−n/p + |x|λ−n/p

)p/p′
dx×

×
∫
Rn

|k(x+ t, y)− k(x, y)||y|n/p′−λp/p′|b(y)||ϕ(y)|p dy.

В силу того, что для любого s > 0 справедливо неравенство

(a+ b)s 6 2s(as + bs),

первый интеграл оценивается следующим образом:∫
S(R1,R2)

(
|x+t|λ−n/p+ |x|λ−n/p

)p/p′
dx 6 2p/p

′
∫

S(R1,R2)

|x+t|(λp−n)/p′+ |x|(λp−n)/p′ dx.

Отсюда получаем

‖(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)‖pLp(S(R1,R2)) 6

6 2p/p
′‖b‖p/p′∞ κp/p′(B1(ϕ, t) + B2(ϕ, t)).

Таким образом, приходим к неравенству

‖(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)‖Lp(S(R1,R2)) 6

6 21/p′‖b‖1/p′

∞ κ1/p′
(
B1(ϕ, t) + B2(ϕ, t)

)1/p
6

6 2‖b‖1/p′

∞ κ1/p′
(
B

1/p
1 (ϕ, t) + B

1/p
2 (ϕ, t)

)
.

Лемма доказана.
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Лемма 2.2.2. Пусть 1 < p <∞, λ > 0, K — оператор вида (2.1) и функ-

ции a(x) и b(x) принадлежат классу C0,0(Rn). Тогда оператор MaK Mb

компактен в пространстве L0
p,λ(Rn).

Доказательство. Пусть Φ = {ϕ} — произвольное ограниченное множе-

ство, лежащее в L0
p,λ(Rn), т. е. ‖ϕ‖L0

p,λ(Rn) 6 d для любой ϕ ∈ Φ. Используя

предложение 2.1.1, покажем, что множество {MaK Mbϕ}, где ϕ ∈ Φ, пред-

компактно в пространстве L0
p,λ(Rn). Проверим выполнение условий i)–iv).

i) Так как операторы K и Ma ограничены в пространстве L0
p,λ(Rn), то

для любой функции ϕ ∈ Φ справедливо неравенство

‖MaK Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 ‖a‖∞‖K Mbϕ‖L0

p,λ(Rn) 6 ‖a‖∞κ‖Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6

6 ‖a‖∞κ‖b‖∞‖ϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 dκ‖a‖∞‖b‖∞.

ii) Учитывая ограниченность операторов K и Ma, для любой функции

ϕ ∈ Φ имеем

‖χB(0,R1)MaK Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) = ‖χB(0,R1)aK Mbϕ‖L0

p,λ(Rn) 6

6 ‖χB(0,R1)a‖∞‖K Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6

6 sup
x∈B(0,R1)

|a(x)| κ‖b‖∞‖ϕ‖L0
p,λ(Rn) 6

6 dκ‖b‖∞ sup
x∈B(0,R1)

|a(x)|.

Так как функция a(x) принадлежит пространству C0,0(Rn), то при доста-

точно малых значениях R1 выполняется тождество |a(x)| ≡ 0, x ∈ B(0, R1).

Тогда

lim
R1→0

sup
ϕ∈Φ
‖χB(0,R1)MaK Mbϕ‖L0

p,λ(Rn) = 0.

iii) Проверим условие (2.4), т. е. докажем, что

lim
δ→0+

sup
ϕ∈Φ

∥∥Aδ(MaK Mbϕ)−MaK Mbϕ
∥∥
Lp(S(R1,R2))

= 0.

55



Учитывая формулу (2.6), получаем

∥∥Aδ(MaK Mbϕ)−MaK Mbϕ
∥∥
Lp(S(R1,R2))

=

=
1

|B(0, δ)|

∥∥∥∥ ∫
B(0,δ)

[
(MaK Mbϕ)(x+ t)− (MaK Mbϕ)(x)

]
dt

∥∥∥∥
Lp(S(R1,R2))

.

Применяя к правой части этого равенства обобщённое неравенство Мин-

ковского, получим∥∥Aδ(MaK Mbϕ)−MaK Mbϕ
∥∥
Lp(S(R1,R2))

6

6
1

|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

∥∥(MaK Mbϕ)(x+ t)− (MaK Mbϕ)(x)
∥∥
Lp(S(R1,R2))

dt =

=
1

|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

∥∥a(x+ t)(K Mbϕ)(x+ t)−

− a(x)(K Mbϕ)(x)
∥∥
Lp(S(R1,R2))

dt. (2.10)

Введем обозначения

I1(ϕ, δ) =
1

|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

∥∥[a(x+t)−a(x)](K Mbϕ)(x+t)
∥∥
Lp(S(R1,R2))

dt, (2.11)

I2(ϕ, δ) =
1

|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

∥∥a(x)[(K Mbϕ)(x+ t)−

− (K Mbϕ)(x)]
∥∥
Lp(S(R1,R2))

dt. (2.12)

Тогда, как легко видеть,∥∥Aδ(MaK Mbϕ)−MaK Mbϕ
∥∥
Lp(S(R1,R2))

6 I1(ϕ, δ) + I2(ϕ, δ).

Покажем, что функции I1(ϕ, δ) и I2(ϕ, δ) стремятся к нулю при δ → 0

равномерно относительно ϕ ∈ Φ.
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(1) Оценим I1(ϕ, δ). Для подынтегрального выражения имеем∥∥[a(x+ t)− a(x)](K Mbϕ)(x+ t)
∥∥
Lp(S(R1,R2))

6

6 sup
x∈S(R1,R2)

|a(x+ t)− a(x)|‖(K Mbϕ)(x+ t)‖Lp(S(R1,R2)) 6

6 sup
x∈S(R1,R2)

|a(x+ t)− a(x)|‖(K Mbϕ)(x+ t)‖Lp(B(0,R2)).

Заметим, что B(t, R2) ⊂ B(0, |t| + R2). В самом деле, если y ∈ B(t, R2), то

|y − t| < R2. Тогда |y| 6 |y − t|+ |t| < R2 + |t|, а значит y ∈ B(0, |t|+ R2).

Учитывая это, получаем

‖(K Mbϕ)(x+ t)‖Lp(B(0,R2)) =

( ∫
|x|<R2

∣∣(K Mbϕ)(x+ t)
∣∣p dx)1/p

=

=

( ∫
|y−t|<R2

∣∣(K Mbϕ)(y)
∣∣p dy)1/p

=

= ‖K Mbϕ‖Lp(B(t,R2)) 6 ‖K Mbϕ‖Lp(B(0,|t|+R2)).

Так как операторы Mb и K ограничены в пространстве L0
p,λ(Rn), то функ-

ция K Mbϕ принадлежит пространству L0
p,λ(Rn). Из определения нормы в

L0
p,λ(Rn) следует, что

‖K Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) >

‖K Mbϕ‖Lp(B(0,r))

rλ

для любого r > 0. Тогда

‖(K Mbϕ)(x+ t)‖Lp(B(0,|t|+R2)) 6 (|t|+R2)
λ‖K Mbϕ‖L0

p,λ(Rn) 6

6 (|t|+R2)
λκ‖b‖∞‖ϕ‖L0

p,λ(Rn) 6 κd‖b‖∞(|t|+R2)
λ.

Итак,

∥∥[a(x+ t)− a(x)](K Mbϕ)(x+ t)
∥∥
Lp(S(R1,R2))

6

6 κd‖b‖∞(|t|+R2)
λ sup
x∈S(R1,R2)

|a(x+ t)− a(x)|. (2.13)
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Применим (2.13) к формуле (2.11). Получим следующее неравенство:

I1(δ, ϕ) 6
κd‖b‖∞
|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

(|t|+R2)
λ sup
x∈S(R1,R2)

|a(x+ t)− a(x)| dt 6

6
κd‖b‖∞
|B(0, δ)|

sup
x∈S(R1,R2)
|t|<δ

|a(x+ t)− a(x)|
∫

B(0,δ)

(|t|+R2)
λ dt.

Учитывая, что ∫
B(0,δ)

(|t|+R2)
λ dt 6 (δ +R2)

λ|B(0, δ)|,

приходим к неравенству

I1(ϕ, δ) 6 κd‖b‖∞(δ +R2)
λ sup
x∈S(R1,R2)
|t|<δ

|a(x+ t)− a(x)|. (2.14)

Так как a(x) ∈ C0,0(Rn), то из (2.14) следует, что

lim
δ→0+

sup
ϕ∈Φ

I1(ϕ, δ) = 0.

(2) Рассмотрим интеграл I2(ϕ, δ). Из формулы (2.12) следует, что

I2(ϕ, δ) 6
‖a‖∞
|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

‖(K Mbϕ)(x+ t)− (K Mbϕ)(x)‖Lp(S(R1,R2)) dt.

Тогда, применяя неравенство (2.7), получаем

I2(ϕ, δ) 6
ν‖a‖∞
|B(0, δ)|

∫
B(0,δ)

(
B

1/p
1 (ϕ, t) + B

1/p
2 (ϕ, t)

)
dt,

где функции B1(ϕ, t) и B2(ϕ, t) определяются формулами (2.8) и (2.9) со-

ответственно. Учитывая, что∫
B(0,δ)

(
B

1/p
1 (ϕ, t) + B

1/p
2 (ϕ, t)

)
dt 6 sup

|t|<δ

(
B

1/p
1 (ϕ, t) + B

1/p
2 (ϕ, t)

)
|B(0, δ)|,

приходим к неравенству

I2(ϕ, δ) 6 ν‖a‖∞
(
sup
|t|<δ

B
1/p
1 (ϕ, t) + sup

|t|<δ
B

1/p
2 (ϕ, t)

)
. (2.15)
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Покажем, что функции B1(ϕ, t) и B2(ϕ, t) стремятся к нулю при t → 0

равномерно относительно ϕ ∈ Φ.

Рассмотрим функцию B1(ϕ, t), заданную формулой (2.8). Меняя поря-

док интегрирования, получим

B1(ϕ, t) =

∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p|y|n/p′−λp/p′dy×

×
∫

S(R1,R2)

|k(x+ t, y)− k(x, y)||x|λp/p′−n/p′dx.

Во внутреннем интеграле сделаем замену x = |y|z. Тогда, с учетом одно-

родности функции k(x, y), приходим к равенству

B1(ϕ, t) =

∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p dy
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(z+
t

|y|
, y′
)
−k(z, y′)

∣∣∣|z|λp/p′−n/p′dz.
Теперь во внутреннем интеграле сделаем замену z = ωy(x). Принимая во

внимание условие 2◦, получим

B1(ϕ, t) =

∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p dy×

×
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|λp/p′−n/p′ dx.
Поскольку p/p′ = p− 1, то

B1(ϕ, t) =

∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p dy×

×
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|λp−λ−n/p′ dx.
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Так как
R1

|y|
< |x| < R2

|y|
, то |x|λp <

(
R2

|y|

)λ
, и тогда

B1(ϕ, t) 6
∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p
(
R2

|y|

)λp
dy×

×
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx.
Функция b(y) принадлежит, по условию, пространству C0,0(Rn). Следо-

вательно, найдутся такие значения ρ1 > 0 и ρ2 > 0, что b(y) ≡ 0 при

y 6∈ S(ρ1, ρ2). Значит,

B1(ϕ, t) 6 Rλp
2

∫
S(ρ1,ρ2)

|b(y)||ϕ(y)|p

|y|λp
dy×

×
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx 6

6 Rλp
2

∫
S(ρ1,ρ2)

|b(y)||ϕ(y)|p

|y|λp
dy

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx 6

6 ‖b‖∞
Rλp

2

ρλp1

∫
S(ρ1,ρ2)

|ϕ(y)|p dy
∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx.
Отсюда следует, что

B1(ϕ, t) 6 ‖b‖∞
Rλp

2

ρλp1

×

× sup
y∈S(ρ1,ρ2)

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx ∫
S(ρ1,ρ2)

|ϕ(y)|p dy.

Поскольку ϕ ∈ L0
p,λ(Rn), то в силу определения 1.1.2

‖ϕ‖Lp(B(0,ρ2)) 6 ‖ϕ‖L0
p,λ(Rn)ρ

λ
2 .

Тогда ∫
S(ρ1,ρ2)

|ϕ(y)|p dy 6 ‖ϕ‖pLp(B(0,ρ2)) 6
(
‖ϕ‖L0

p,λ(Rn)ρ
λ
2

)p
6 dpρλp2 .
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Таким образом, для любой функции ϕ ∈ Φ выполняется неравенство

B1(ϕ, t) 6 ‖b‖∞dp
(
R2
ρ2

ρ1

)λp
sup

y∈S(ρ1,ρ2)

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
−

− k(x, e1)
∣∣∣|x|−λ−n/p′dx.

Легко видеть, что для всех y ∈ S(ρ1, ρ2) выполняется∣∣∣∣∣ω−1
y (t)

|y|

∣∣∣∣∣ =
|t|
|y|

<
|t|
ρ1
,

откуда следует, что
ω−1
y (t)

|y|
стремится к нулю при t → 0 равномерно отно-

сительно y ∈ S(ρ1, ρ2). Тогда из условия 3◦ и свойства непрерывности по

L1–норме вытекает, что

lim
t→0

sup
y∈S(ρ1,ρ2)

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′dx = 0.

Следовательно,

lim
t→0

sup
ϕ∈Φ

B1(ϕ, t) = 0. (2.16)

Перейдем к функции B2(ϕ, t), заданной формулой (2.9). Аналогичным,

как и выше, образом эту функцию можно преобразовать к виду

B2(ϕ, t) =

∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p dy×

×
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣∣∣∣x+
ω−1
y (t)

|y|

∣∣∣λp−λ−n/p′ dx.
При |x| < R2

|y|
справедливо неравенство

∣∣∣∣x+
ω−1
y (t)

|y|

∣∣∣∣ 6 |x|+ |ω−1
y (t)|
|y|

= |x|+ |t|
|y|

<
R2

|y|
+
|t|
|y|
,
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из которого следует, что

B2(ϕ, t) 6
∫
Rn

|b(y)||ϕ(y)|p
(
R2 + |t|
|y|

)λp
dy×

×
∫

S(R1/|y|,R2/|y|)

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣∣∣∣x+
ω−1
y (t)

|y|

∣∣∣−λ−n/p′ dx.
Повторяя в целом рассуждения, которые использовались выше для оценки

функции B1(ϕ, t), приходим к следующей оценке для функции B2(ϕ, t):

B2(ϕ, t) 6 ‖b‖∞
(R2 + |t|)λp

ρλp1

dpρλp2 ×

× sup
y∈S(ρ1,ρ2)

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣∣∣∣x+
ω−1
y (t)

|y|

∣∣∣−λ−n/p′ dx,
причем это неравенство справедливо для любой функции ϕ ∈ Φ. Отсюда

следует, что

lim
t→0

sup
ϕ∈Φ

B2(ϕ, t) = 0. (2.17)

Из неравенства (2.15), с учетом формул (2.16) и (2.17) следует, что

lim
δ→0+

sup
ϕ∈Φ

I2(ϕ, δ) = 0.

iv) Для любой функции ϕ ∈ Φ имеем

‖χ{B(0,R2)MaK Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 ‖χ{B(0,R2)a‖∞‖K Mbϕ‖L0

p,λ(Rn) 6

6 sup
x∈{B(0,R2)

|a(x)|κ‖b‖∞‖ϕ‖L0
p,λ(Rn) 6

6 dκ‖b‖∞ sup
x∈{B(0,R2)

|a(x)|.

Так как функция a(x) финитна, то при достаточно больших значениях R2

выполняется тождество |a(x)| ≡ 0, x ∈ {B(0, R2). Тогда

lim
R2→∞

sup
ϕ∈Φ
‖χ{B(0,R2)MaK Mbϕ‖L0

p,λ(Rn) = 0.

Лемма полностью доказана.
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§2.3 Основные теоремы о компактности

В этом параграфе мы расширим класс рассматриваемых коэффициен-

тов. Введем

Определение 2.3.1. Будем говорить, что функция a ∈ L∞(Rn) принад-

лежит классу Bsup
0,0 (Rn), если

lim
N→∞

ess sup
|x|>N

|a(x)| = lim
N→∞

ess sup
|x|<1/N

|a(x)| = 0.

Теорема 2.3.1. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, K — оператор вида (2.1)

и функции a(x) и b(x) принадлежат классу Bsup
0,0 (Rn). Тогда оператор

MaK Mb компактен в пространстве L0
p,λ(Rn).

Доказательство. Введем обозначение SN := S(1/N,N) и положим

aN(x) = a(x)χSN (x), bN(x) = b(x)χSN (x).

Убедимся, что операторMaNK MbN компактен в L0
p,λ(Rn). Действитель-

но, пусть функция v(x) ∈ C0,0(Rn) такова, что v(x) ≡ 1 при x ∈ SN . Тогда

MaNK MbN = MaNMvK MvMbN .

По лемме 2.2.2 операторMvK Mv компактен в L0
p,λ(Rn), а значит оператор

MaNK MbN также является компактным.

Приблизим оператор MaK Mb компактными операторами MaNK MbN .

Имеем

‖MaK Mb −MaNK MbN‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 ‖MaK Mb −MaNK Mb‖L(L0

p,λ(Rn))+

+ ‖MaNK Mb −MaNK MbN‖L(L0
p,λ(Rn)).

Первое слагаемое не превосходит величины ‖a − aN‖∞ κ‖b‖∞, второе —

величины ‖aN‖∞ κ‖b− bN‖∞. Следовательно,

‖MaK Mb −MaNK MbN‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 κ ess sup

x/∈SN
|a(x)| ‖b‖∞+

+ κ ess sup
x/∈SN

|b(x)| ‖a‖∞.
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Так как функции a(x) и b(x) принадлежат пространству Bsup
0,0 (Rn), то вы-

ражение справа стремится к нулю при N →∞. Тогда

‖MaK Mb −MaNK MbN‖L(L0
p,λ(Rn)) → 0

при N → ∞. Значит, MaK Mb является компактным оператором в про-

странстве L0
p,λ(Rn).

Из этой теоремы непосредственно вытекает

Следствие 2.3.1. Пусть 1 < p <∞, λ > 0, K — оператор вида (2.1), D1

и D2 — ограниченные измеримые области в Rn, причем 0 /∈ D1 и 0 /∈ D2.

Тогда оператор PD1
K PD2

компактен в пространстве L0
p,λ(Rn).

В заключение рассмотрим интегральный оператор, обобщающий опера-

тор вида (2.1). Именно, в пространстве L0
p,λ(Rn) рассмотрим оператор

(Kcϕ)(x) =

∫
Rn

c(x, y)k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn, (2.18)

где k(x, y) удовлетворяет условиям 1◦–3◦, а c(x, y) ∈ L∞(Rn×Rn). Функцию

c(x, y) будем называть характеристикой.

Лемма 2.3.1. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, Kc — оператор вида (2.18), D1

и D2 — ограниченные измеримые области в Rn, причем 0 /∈ D1 и 0 /∈ D2.

Тогда оператор PD1
KcPD2

компактен в пространстве L0
p,λ(Rn).

Доказательство. Пусть вначале c(x, y) = c1(x)c2(y). Тогда Kc = Mc1K Mc2.

Следовательно,

PD1
KcPD2

= PD1
Mc1K Mc2PD2

= Mc1PD1
K PD2

Mc2.

По следствию 2.3.1 оператор PD1
K PD2

компактен в пространстве L0
p,λ(Rn).

Значит оператор PD1
KcPD2

также компактен. Ясно, что оператор PD1
KcPD2

будет компактен и в случае, если

c(x, y) =
m∑
j=1

c1j(x)c2j(y), m ∈ N. (2.19)
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Пусть теперь c(x, y) — произвольная функция из L∞(Rn×Rn). Так как

множество S, состоящее из всех функций вида (2.19), всюду плотно в про-

странстве L∞(Rn × Rn), то найдется последовательность {cj(x, y)} ⊂ S
такая, что ‖c− cj‖∞ → 0 при j →∞. Тогда, учитывая неравенство

‖Kcϕ‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 κ‖c‖∞,

получим

‖PD1
KcPD2

− PD1
KcjPD2

‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 ‖Kc−cj‖L(L0

p,λ(Rn)) 6 κ‖c− cj‖∞ → 0

при j → ∞. Отсюда следует, что оператор PD1
KcPD2

компактен в про-

странстве L0
p,λ(Rn).

Теорема 2.3.2. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, Kc — оператор вида (2.18) и

характеристика c(x, y) удовлетворяет следующим условиям:

lim
N→∞

ess sup
|x|>N,y∈Rn

|c(x, y)| = lim
N→∞

ess sup
x∈Rn,|y|>N

|c(x, y)| = 0; (2.20)

lim
N→∞

ess sup
|x|<1/N,y∈Rn

|c(x, y)| = lim
N→∞

ess sup
x∈Rn,|y|<1/N

|c(x, y)| = 0. (2.21)

Тогда оператор Kc компактен в пространстве L0
p,λ(Rn).

Доказательство. Представим оператор Kc в следующем виде:

Kc = PB(0,1/N)Kc + P{B(0,N)Kc+

+ PSNKcPB(0,1/N) + PSNKcPSN + PSNKcP{B(0,N),

где, как выше, SN = S(1/N,N). Оператор TN = PSNKcPSN компактен по

лемме 2.3.1. Оценим норму разности Kc − TN . Имеем

‖Kc − TN‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 ‖PB(0,1/N)Kc‖L(L0

p,λ(Rn)) + ‖P{B(0,N)Kc‖L(L0
p,λ(Rn))+

+ ‖PSNKcPB(0,1/N)‖L(L0
p,λ(Rn)) + ‖PSNKcP{B(0,N)‖L(L0

p,λ(Rn)).

Поскольку для любых измеримых множеств X и Y из Rn выполняется

неравенство

‖PXKcPY ‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 κ ess sup

x∈X,y∈Y
|c(x, y)|,
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то

‖Kc − TN‖L(L0
p,λ(Rn)) 6 κ

(
ess sup

|x|<1/N,y∈Rn
|c(x, y)|+ ess sup

|x|>N,y∈Rn
|c(x, y)|+

+ ess sup
x∈Rn,|y|<1/N

|c(x, y)|+ ess sup
x∈Rn,|y|>N

|c(x, y)|
)
.

Значит, ‖Kc − TN‖L(L0
p,λ(Rn)) → 0 при N → ∞. Так как TN является ком-

пактным оператором, то Kc — компактный оператор.

Замечание 2. Если c(x, y) = a(x)b(y), где a(x) и b(x) ∈ Bsup
0,0 (Rn), то

условия (2.20) и (2.21) выполнены. Действительно,

lim
N→∞

ess sup
|x|>N,y∈Rn

|c(x, y)| = lim
N→∞

ess sup
|x|>N

|a(x)| ess sup
y∈Rn

|b(y)| =

= lim
N→∞

ess sup
|x|>N

|a(x)|‖b‖∞ = 0,

lim
N→∞

ess sup
x∈Rn,|y|>N

|c(x, y)| = lim
N→∞

ess sup
x∈Rn

|a(x)| ess sup
|y|>N

|b(y)| =

= lim
N→∞

‖a‖∞ ess sup
|y|>N

|b(y)| = 0.

Аналогично проверяется условие (2.21).

§2.4 Канонические операторы, действующие из весо-

вого пространства Лебега в локальное простран-

ство Морри

В этом разделе мы будем исследовать канонические интегральные опе-

раторы с однородными ядрами, действующие из Lp–пространства со сте-

пенным весом в локальное пространство Морри.

Пусть 1 6 p < ∞ и α > 0. Обозначим через Lp,|y|−α(Rn) пространство

(классов) измеримых комплекснозначных функций на Rn с нормой

‖ϕ‖Lp,|y|−α(Rn) =

(∫
Rn

|ϕ(y)|p|y|−α dy
)1/p

<∞.
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Теорема 2.4.1. Пусть 1 6 p <∞ и λ > 0. Тогда оператор K вида (2.1)

ограничен из пространства Lp,|y|−λp(Rn) в пространство L0
p,λ(Rn), причем

справедливо неравенство

‖K ϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 κ‖ϕ‖L

p,|y|−λp(Rn), (2.22)

где κ определяется из условия 3◦.

Доказательство. Оценим функцию |(K ϕ)(x)|. Имеем

|(K ϕ)(x)| 6
∫
Rn

|k(x, y)||ϕ(y)| dy =

=

∫
Rn

|k(x, y)|
1
p′ |y|

λp−n
pp′ |k(x, y)|

1
p |y|

n−λp
pp′ |ϕ(y)| dy.

Применяя неравенство Гельдера, получим

|(K ϕ)(x)| 6
(∫
Rn

|k(x, y)||y|
λp−n
p dy

) 1
p′
(∫
Rn

|k(x, y)||y|
n−λp
p′ |ϕ(y)|p dy

) 1
p

.

Преобразуем первый интеграл. Сделаем замену y 7→ |x|t и воспользуем-

ся условием 1◦, а затем сделаем замену t 7→ ωx(τ) (так что ωx(e1) = x′) и

воспользуемся условием 2◦. В результате получим равенство∫
Rn

|k(x, y)||y|
λp−n
p dy = |x|

λp−n
p

∫
Rn

|k(e1, τ)||τ |
λp−n
p dτ. (2.23)

Учитывая теперь условие 3◦, приходим к равенству∫
Rn

|k(x, y)||y|
λp−n
p dy = |x|

λp−n
p κ.

Следовательно,

|(K ϕ)(x)| 6 κ
1
p′ |x|

λp−n
pp′

(∫
Rn

|k(x, y)||y|
n−λp
p′ |ϕ(y)|p dy

) 1
p

.

Возведем это неравенство в степень p, проинтегрируем его по множеству

B(0, r), а затем домножим на r−λp. В результате получим

r−λp‖K ϕ‖pLp(B(0,r)) 6 r−λpκ
p
p′

∫
|x|<r

|x|
λp−n
p′ dx

∫
Rn

|k(x, y)||y|
n−λp
p′ |ϕ(y)|p dy.
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Изменим порядок интегрирования, тогда

r−λp‖K ϕ‖pLp(B(0,r)) 6 κp−1r−λp
∫
Rn

|ϕ(y)|p|y|
n−λp
p′ dy

∫
|x|<r

|k(x, y)||x|
λp−n
p′ dx.

Преобразуем внутренний интеграл. Пользуясь теми же приемами, которы-

ми было получено равенство (2.23), получаем равенство∫
|x|<r

|k(x, y)||x|
λp−n
p′ dx = |y|

λp−n
p′

∫
|τ |< r

|y|

|k(τ, e1)||τ |
λp−n
p′ dτ.

Отсюда вытекает справедливость неравенства

r−λp‖K ϕ‖pLp(B(0,r)) 6 κp−1r−λp
∫
Rn

|ϕ(y)|p dy
∫

|τ |< r
|y|

|k(τ, e1)||τ |
λp−n
p′ dτ.

Оценим внутренний интеграл.∫
|τ |< r

|y|

|k(τ, e1)||τ |
λp−n
p′ dτ =

∫
|τ |< r

|y|

|k(τ, e1)||τ |λ(p−1)− n
p′ dτ =

=

∫
|τ |< r

|y|

|k(τ, e1)||τ |−
n
p′−λ|τ |λp dτ 6

6 rλp|y|−λp
∫

|τ |< r
|y|

|k(τ, e1)||τ |−
n
p′−λ dτ.

Тогда приходим к следующему неравенству:

r−λp‖K ϕ‖pLp(B(0,r)) 6 κp−1

∫
Rn

|ϕ(y)|p|y|−λp dy
∫

|τ |< r
|y|

|k(τ, e1)||τ |−λ−
n
p′ dτ 6

6 κp−1

∫
Rn

|ϕ(y)|p|y|−λp dy
∫
Rn

|k(τ, e1)||τ |−λ−
n
p′ dτ.

Учитывая условие 3◦ для функции k(x, y), получаем неравенство

r−λp‖K ϕ‖pLp(B(0,r)) 6 κp

∫
Rn

|ϕ(y)|p|y|−λp dy.
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Следовательно,

r−λ‖K ϕ‖Lp(B(0,r)) 6 κ
(∫
Rn

|ϕ(y)|p|y|−λp dy
)1/p

= κ‖ϕ‖L
p,|y|−λp(Rn).

Пользуясь теперь определением нормы в локальном пространстве Морри,

получаем

‖K ϕ‖L0
p,λ(Rn) = sup

r>0

‖K ϕ‖Lp(B(0,r))

rλ
6 κ‖ϕ‖L

p,|y|−λp(Rn).

Неравенство (2.22) доказано.

Сформулируем теперь и докажем аналоги лемм и теорем §2.2-2.3 для ка-

нонического оператора K , действующего из весового пространства Лебега

в локальное пространство Морри. Дальнейшие рассуждения будут во мно-

гом опираться на рассуждения предыдущих параграфов, поэтому поясним

только ключевые детали.

Установим сначала аналог леммы 2.2.1.

Лемма 2.4.1. Пусть 1 < p <∞, K — оператор вида (2.1) и b ∈ C0,0(Rn).

Тогда для любой функции ϕ ∈ Lp,|y|−λp(Rn) выполняется неравенство (2.7),

где функции B1(ϕ, t), B2(ϕ, t) определяются формулами (2.8) и (2.9) со-

ответственно.

Доказательство. Действительно, так как ϕ ∈ Lp,|y|−λp(Rn), то функция

Mbϕ ∈ Lp,|y|−λp(Rn). Следовательно, в силу теоремы 2.4.1, K Mbϕ ∈ L0
p,λ(Rn),

откуда K Mbϕ ∈ Lloc
p (Rn). Поэтому левая часть неравенства (2.7) опреде-

лена корректно. Повторяя, далее, рассуждения леммы 2.2.1, убеждаемся в

ее справедливости и для ϕ ∈ Lp,|y|−λp(Rn).

Лемма 2.4.2. Пусть 1 < p <∞, λ > 0, K — оператор вида (2.1), и функ-

ции a(x) и b(x) принадлежат классу C0,0(Rn). Тогда оператор MaK Mb,

действующий из Lp,|y|−λp(Rn) в L0
p,λ(Rn), является компактным.
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Доказательство. Пусть Φ = {ϕ} — ограниченное множество в простран-

стве Lp,|y|−λp(Rn), то есть ‖ϕ‖L
p,|y|−λp(Rn) 6 d для всех ϕ ∈ Lp,|y|−λp(Rn). Пока-

жем, с помощью предложения 2.1.1, что множество {MaK Mbϕ}, где ϕ ∈ Φ,

предкомпактно в пространстве L0
p,λ(Rn).

i)-ii) Учитывая теорему 2.4.1, легко видеть, что для любой функции

ϕ ∈ Φ справедливы неравенства

‖MaK Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 ‖a‖∞κ‖b‖∞‖ϕ‖Lp,|y|−λp(Rn) 6 dκ‖a‖∞‖b‖∞;

‖χB(0,R1)MaK Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 sup

x∈B(0,R1)

|a(x)| κ‖b‖∞‖ϕ‖L
p,|y|−λp(Rn) 6

6 dκ‖b‖∞ sup
x∈B(0,R1)

|a(x)|,

из которых следует выполнение условий (2.2)-(2.3).

iii) Далее, повторяя рассуждения пункта iii) леммы 2.2.2, приходим к

формуле (2.10), где I1(ϕ, δ) и I2(ϕ, δ), как и прежде, определяются равен-

ствами (2.11) и (2.12) соответственно. Покажем, что

lim
δ→0

sup
ϕ∈Φ

Ij(ϕ, δ) = 0, j = 1, 2.

С помощью теоремы 2.4.1 устанавливаем неравенство

‖(K Mbϕ)(x+ t)‖Lp(B(0,|t|+R2)) 6 (|t|+R2)
λκ‖b‖∞‖ϕ‖L

p,|y|−λp(Rn) 6

6 κd‖b‖∞(|t|+R2)
λ.

Рассуждая аналогично пункту (1) леммы 2.2.2, приходим к неравенству

(2.14) из которого получаем, что I1(ϕ, δ)→ 0 при δ → 0 равномерно отно-

сительно ϕ ∈ Φ.

Для функции I2(ϕ, δ) справедливо неравенство (2.15). Опираясь на рас-

суждения пункта (2) леммы 2.2.2, получаем неравенство

B1(ϕ, t) 6 Rλp
2

∫
S(ρ1,ρ2)

|b(y)||ϕ(y)|p|y|−λp dy×

×
∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx.
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Внешний интеграл не превосходит ‖b‖∞‖ϕ‖pL
p,|y|−λp(Rn). Следовательно,

B1(ϕ, t) 6 Rλp
2 ‖b‖∞‖ϕ‖

p
L
p,|y|−λp(Rn)×

× sup
y∈S(ρ1,ρ2)

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx.
Учитывая, что ϕ ∈ Φ, получаем

B1(ϕ, t) 6 Rλp
2 ‖b‖∞dp sup

y∈S(ρ1,ρ2)

∫
Rn

∣∣∣k(x+
ω−1
y (t)

|y|
, e1

)
− k(x, e1)

∣∣∣|x|−λ−n/p′ dx.
Отсюда следует, что B1(ϕ, δ) → 0 при δ → 0 равномерно относительно

ϕ ∈ Φ. Аналогичным образом этот факт устанавливается и для функции

B2(ϕ, δ).

Таким образом, I2(ϕ, δ) также стремится к нулю при δ → 0 равномерно

относительно ϕ ∈ Φ, т.е. условие (2.4) выполняется.

iv) Наконец, для любой функции ϕ ∈ Φ выполняется

‖χ{B(0,R2)MaK Mbϕ‖L0
p,λ(Rn) 6 sup

x∈{B(0,R2)

|a(x)|κ‖b‖∞‖ϕ‖L
p,|y|−λp(Rn) 6

6 dκ‖b‖∞ sup
x∈{B(0,R2)

|a(x)|,

откуда вытекает справедливость условия (2.5).

С помощью этой леммы, используя аналогичные приемы доказательства

теорем 2.3.1 и 2.3.2, устанавливаются следующие результаты.

Теорема 2.4.2. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, K — оператор вида (2.1)

и функции a(x) и b(x) принадлежат классу Bsup
0,0 (Rn). Тогда оператор

MaK Mb, действующий из пространства Lp,|y|−λp(Rn) в L0
p,λ(Rn), явля-

ется компактным.

Доказательство. Следуя схеме доказательства теоремы (2.3.1) приходим

к неравенству

‖MaK Mb −MaNK MbN‖Lp,|y|−λp(Rn)→L0
p,λ(Rn) 6

6 κ ess sup
x/∈SN

|a(x)| ‖b‖∞ + κ ess sup
x/∈SN

|b(x)| ‖a‖∞.
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Из того, что a, b ∈ Bsup
0,0 (Rn), получаем

‖MaK Mb −MaNK MbN‖Lp,|y|−λp(Rn)→L0
p,λ(Rn) → 0

при N → ∞. Значит оператор MaK Mb, действующий из пространства

Lp,|y|−λp(Rn) в пространство L0
p,λ(Rn), является компактным, как предел по-

следовательности компактных операторов.

Обозначим через D1 и D2 такие ограниченные измеримые области в Rn,

замыкания которых не содержат начала координат.

Следствие 2.4.1. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, K — оператор вида (2.1),

Тогда оператор PD1
K PD2

, действующий из пространства Lp,|y|−λp(Rn) в

L0
p,λ(Rn), является компактным.

Доказательство. Достаточно заметить, что функции χDj
(x), j = 1, 2, при-

надлежат классу Bsup
0,0 (Rn).

Лемма 2.4.3. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, Kc — оператор вида (2.18).

Тогда оператор PD1
KcPD2

, действующий из пространства Lp,|y|−λp(Rn) в

L0
p,λ(Rn), является компактным.

Доказательство. Используя рассуждения и построения леммы 2.3.1, с уче-

том следствия 2.4.1 и неравенства

‖Kcϕ‖L
p,|y|−λp(Rn)→L0

p,λ(Rn) 6 κ‖c‖∞,

приходим к неравенству

‖PD1
KcPD2

− PD1
KcjPD2

‖L
p,|y|−λp(Rn)→L0

p,λ(Rn) 6

6 ‖Kc−cj‖Lp,|y|−λp(Rn)→L0
p,λ(Rn) 6 κ‖c− cj‖∞,

где {cj(x, y)} — сходящаяся к c(x, y) последовательность функций вида

(2.19). Так как ‖c− cj‖∞ → 0 при j →∞ и оператор PD1
KcjPD2

, действу-

ющий из пространства Lp,|y|−λp(Rn) в L0
p,λ(Rn), компактен, то заключаем,

что утверждение леммы справедливо.
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Сформулируем и докажем, наконец, заключительный результат этого

параграфа.

Теорема 2.4.3. Пусть 1 < p < ∞, λ > 0, Kc — оператор вида (2.18)

и характеристика c(x, y) удовлетворяет условиям (2.20) и (2.21). Тогда

оператор Kc, действующий из пространства Lp,|y|−λp(Rn) в пространство

L0
p,λ(Rn), является компактным.

Доказательство. Положим TN = PSNKcPSN . Тогда, по лемме (2.4.2), TN
является компактным оператором и

‖Kc − TN‖L
p,|y|−λp(Rn)→L0

p,λ(Rn) 6 κ
(

ess sup
|x|<1/N,y∈Rn

|c(x, y)|+ ess sup
|x|>N,y∈Rn

|c(x, y)|+

+ ess sup
x∈Rn,|y|<1/N

|c(x, y)|+ ess sup
x∈Rn,|y|>N

|c(x, y)|
)
.

Таким образом,

‖Kc − TN‖L
p,|y|−λp(Rn)→L0

p,λ(Rn) → 0

при N →∞. Следовательно, Kc — компактный оператор, действующий из

пространства Lp,|y|−λp(Rn) в пространство L0
p,λ(Rn).
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Глава 3

C∗-алгебра, порожденная

интегральными операторами с

однородными ядрами и

осциллирующими коэффициентами

различных типов

В статье [4] была построена и исследована C∗–алгебра, порожденная

всеми каноническими многомерными интегральными операторами с одно-

родными ядрами и операторами умножения на радиально слабо осцил-

лирующие функции. В данной главе нами рассматривается C∗–алгебра

B, которая является расширением этой алгебры операторами умножения

на функции вида |x|iα(= eiα ln |x|), где α ∈ R. И сама C∗–алгебра B, и

ее фактор–алгебра по идеалу всех компактных операторов не являются

коммутативными. Для исследования алгебры B используется подход А.Б.

Антоневича, который базируется на теории C∗-алгебр, порожденных дина-

мическими системами. Метод А.Б. Антоневича является весьма специаль-

ным методом исследования C∗-алгебр. Поэтому для удобства читателя в

первом разделе настоящей главы кратко приведены теоретические основы

этого метода: основные определения, факты и теоремы, включая теорему

об изоморфизме.
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§3.1 Необходимые сведения о C∗-алгебрах

Пусть A — комплексная банахова алгебра. Инволюцией алгебры A на-

зывается отображение

∗ : A→ A, a 7→ a∗,

удовлетворяющее для любых a, b ∈ A и λ ∈ C условиям

(a+ b)∗ = a∗ + b∗, (λa)∗ = λa∗, (ab)∗ = b∗a∗, a∗∗ = a.

Банаховой ∗-алгеброй называется комплексная банахова алгебра A, на-

деленная инволюцией ∗. В случае если ∗-алгебра A имеет единичный эле-

мент e (такие алгебры называются унитальными), и для a ∈ A выполняется

aa∗ = a∗a = e,

то a называется унитарным элементом.

Определение 3.1.1. C∗-алгеброй называется банахова ∗-алгебра, для лю-

бого элемента a которой выполняется равенство

‖a∗a‖ = ‖a‖2.

Линейное отображение ψ : A → B называется ∗-гомоморфизмом C∗-

алгебры A в C∗-алгебру B, если для любых a, b ∈ A выполняются условия

ψ(ab) = ψ(a)ψ(b), ψ(a∗) = (ψ(a))∗.

Если ∗-гомоморфизм ψ биективен, то он называется ∗-изоморфизмом. Если
∗-изоморфизм ψ : A → A, то он называется автоморфизмом C∗-алгебры

A. Подчеркнем, что когда речь идет об автоморфизме C∗-алгебры имеется

в виду автоморфизм, сохраняющий инволюцию. Более подробную инфор-

мацию о C∗-алгебрах можно найти, например, в книгах [25], [33], [65].

Пусть G — абстрактная группа и A — C∗-алгебра. Всякий гомомор-

физм τ из G в A называется представлением группы G в C∗-алгебре A.

Представление τ группы G в C∗-алгебре A называется унитарным, если
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для любого g ∈ G соответствующий элемент τ(g) ∈ A является унитар-

ным. Если G = Z, то представление группы задается одним элементом

τ1 = τ(1). Основные сведения о представлениях групп можно найти в [29].

В работах А.Б. Антоневича была построена теория специального класса

C∗-алгебр (их иногда называют C∗-алгебрами, порожденными динамиче-

скими системами). Ниже мы приводим в удобном виде основные факты

этой теории, включая основную теорему — теорему об изоморфизме (по-

дробно эти факты изложены в монографии [12, §§ 6–7]).

Определение 3.1.2. Пусть B — C∗-алгебра, A — C∗-подалгебра алгебры

B, τ — унитарное представление группы G в B, и пусть выполнены

следующие аксиомы:

1) τ(g)aτ−1(g) ∈ A для любых a ∈ A и g ∈ G;

2) множество B0 конечных сумм вида
∑
i

aiτ(gi), где ai ∈ A, gi ∈ G,

плотно по норме в алгебре B.

Тогда говорят, что C∗-алгебра B порождена C∗-алгеброй A и пред-

ставлением τ группы G, и пишут B = C∗(A, G, τ).

Для любого фиксированного элемента g ∈ G рассмотрим отображение

τ̂g : A 7→ A, a 7→ τ(g)aτ−1(g). (3.1)

Это отображение линейно и сохраняет умножение:

τ̂g(ab) = τ(g)abτ−1(g) = τ(g)aτ−1(g)τ(g)bτ−1(g) = τ̂g(a)τ̂g(b).

Так как, по условию, τ(g) — унитарный элемент, то

τ−1(g) = τ(g)∗.

Из этого равенства следует, что отображение τ̂g сохраняет инволюцию:

(τ̂g(a))∗ = (τ(g)aτ−1(g))∗ = (τ−1(g))∗a∗(τ(g))∗ = τ(g)a∗τ−1(g) = τ̂g(a
∗).
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Таким образом, отображение τ̂g является ∗-гомоморфизмом C∗-алгебры A.

Непосредственно из формулы (3.1) следует, что отображение τ̂g является

биективным. Следовательно, τ̂g есть автоморфизм C∗-алгебры A.

В книге [12] предполагалось, что C∗-алгебра A ∗-изоморфна алгебре

HOM(E) гомоморфизмов N -мерного комплексного векторного расслоения

E над компактным топологическим пространством X . Если C∗-алгебра A

коммутативна, что соответствует случаю N = 1, то она ∗-изоморфна ал-

гебре C(X ).

Пусть A — C∗-алгебра вышеуказанного типа. Каждый автоморфизм τ̂g

вида (3.1) порождает гомеоморфизм πg : X → X . Гомеоморфизмы πg зада-

ют действие группы G на пространстве X .

Определение 3.1.3. Говорят, что группа G действует на алгебре A ав-

томорфизмами топологически свободно, если выполнено одно из двух эк-

вивалентных условий:

i) для любого конечного набора H элементов группы G и любого от-

крытого множества W ⊂ X существует такая точка x0 ∈ W, что все

точки πg(x0), g ∈ H, попарно различны;

ii) для каждого отображения πg при g 6= e внутренность множества

неподвижных точек пуста.

В случае G = Z это определение эквивалентно тому, что множество

непериодических точек отображения π1 всюду плотно в X .

Пусть G — группа, H — конечное подмножество в G. Через |H| обозна-
чим мощность множества H, а через Hm — множество элементов, предста-

вимых в виде произведения m элементов из H.

Определение 3.1.4. Пусть группа G имеет конечное число образующих

g1, g2, . . . , gj. Если для множества

H0 = {e, g1, g2, . . . , gj, g
−1
1 , g−1

2 , . . . , g−1
j }

77



выполняется равенство

lim
m→∞

|(H0)
m|1/m = 1,

то группа G называется субэкспоненциальной.

Определение 3.1.5. Группа G называется допустимой, если для любо-

го конечного H ⊂ G существует такая последовательность подгрупп

{e} := G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gp, что

1) H ⊂ Gp;

2) подгруппа Gj−1 нормальна в подгруппе Gj, j = 1, 2, · · · , p;
3) фактор-группа Gj/Gj−1 субэкспоненциальна, j = 1, 2, · · · , p.

Доказывается, в частности, что всякая абелева группа G является до-

пустимой.

Предложение 3.1.1. (Теорема об изоморфизме, [12, с. 83]) Пусть

заданы C∗-алгебры B = C∗(A, G, τ) и B1 = C∗(A1, G, τ1) с одной и той же

группой G, и пусть существует ∗-изоморфизм ϕ : A→ A1 такой, что

ϕ(τ(g)aτ−1(g)) = τ1(g)ϕ(a)τ−1
1 (g).

Если C∗-алгебра A изоморфна алгебре HOM(E) гомоморфизмов N -мерного

комплексного векторного расслоения E , а группа G допустима и действу-

ет на A автоморфизмами топологически свободно, то соответствие

Φ:
∑
i

aiτ(gi) 7→
∑
i

ϕ(ai)τ1(gi)

продолжается с множества B0 конечных сумм вида
∑
i

aiτ(gi) до ∗-изо-

морфизма C∗-алгебр B и B1.

Предложение 3.1.2. Пусть выполнены следующие условия:

1) C∗-алгебра B порождена C∗-алгеброй A и унитарным представле-

нием τ группы Z, причем C∗-алгебра A ∗-изоморфна алгебре C(X ), где

X — компактное топологическое пространство.

78



2) группа Z действует на алгебре A топологически свободно,

3) пространство X неприводимо относительно гомеоморфизма π, по-

рожденного автоморфизмом τ̂ вида (3.1).

Тогда элемент a0 + a1τ1 обратим в том и только в том случае, когда

один из коэффициентов a0 или a1 обратим.

§3.2 C∗-алгебра интегральных операторов с однород-

ными ядрами и радиально слабо осциллирующи-

ми коэффициентами

Рассмотрим наR множество Ω(R) всех непрерывных ограниченных функ-

ций f , которые для любого компакта X ⊂ R удовлетворяют условию

lim
t→±∞

sup
h∈X
|f(t)− f(t+ h)| = 0.

Функции из Ω(R) называются слабо осциллирующими на бесконечности.

Пример 3.2.1. Возьмем произвольное a ∈ (0, 1). Тогда функции

f1(t) = sin |t|a и f2(t) = cos |t|a

принадлежат пространству Ω(Rn).

Множество Ω(R) является замкнутой подалгеброй C∗-алгебры L∞(R)

(см. [60], [46]). Обозначим через MΩ пространство максимальных идеалов

коммутативной C∗-алгебры Ω(R). Известно, что MΩ можно рассматривать

как компактификацию локально компактного пространства R, причем R
гомеоморфно вкладывается в MΩ. Обозначим M(R) = MΩ \ R. Множе-

ство M(R) состоит из двух компонент связности M±(R), которые соот-

ветствуют лучам R± (см. [44, с. 89]). Данные компоненты представляют

собой бесконечные связные множества, не являющиеся линейно связными

пространствами. На множестве M(R) задается мера Лебега. Непрерывное

продолжение функций из алгебры Ω(R) сR наMΩ реализует ∗-изоморфизм

C∗-алгебр Ω(R) и C(MΩ), что позволяет отождествлять эти алгебры.

79



Пусть Ω(R+) — замкнутая подалгебра C∗-алгебры L∞(R+), состоящая

из всех непрерывных ограниченных на R+ функций f , которые для любого

компакта X ⊂ R+ удовлетворяют условиям:

lim
t→0

sup
h∈X
|f(t)− f(ht)| = 0,

lim
t→+∞

sup
h∈X
|f(t)− f(ht)| = 0.

Функции из Ω(R+) называют слабо осциллирующими в нуле и на беско-

нечности. Нетрудно видеть, что замена переменных t 7→ e−t устанавливает

изоморфизм Ω(R+) на Ω(R).

Обозначим через Ωrad(Rn) множество всех заданных на Rn функций a(x)

таких, что a(x) = a0(|x|), где a0 ∈ Ω(R+), x ∈ Rn. Следуя работе [4], функ-

ции из класса Ωrad(Rn) будем называть радиально слабо осциллирующими

функциями.

В пространстве L2(Rn) рассмотрим оператор

(K ϕ)(x) =

∫
Rn

k(x, y)ϕ(y) dy, x ∈ Rn, (3.2)

где функция k(x, y) определена на Rn×Rn (n > 2), удовлетворяет условиям

1◦, 2◦ главы 2 и, кроме того, условию

3̂◦ κ :=

∫
Rn

|k(e1, y)||y|−n/2 dy <∞, e1 = (1, 0, . . . , 0).

Пример 3.2.2. Функция

k(x, y) =
1

|x|n + |y|n
eia(x′·y′),

где a ∈ R, x′ · y′ — скалярное произведение нормированных векторов x′ и

y′, удовлетворяет условиям 1◦ и 2◦. Условие 3̂◦ также выполняется:∫
Rn

|k(e1, y)||y|−n/2 dy =

∫
Rn

1

1 + |y|n
|y|−n/2 dy <∞.
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Известно (см. [68, p. 70]), что оператор K ограничен в пространстве

L2(Rn), причем ‖K ‖L(L2(Rn)) 6 κ. Рассмотрим в L2(Rn) операторMa умно-

жения на функцию a ∈ L∞(Rn). Ясно, что ‖Maϕ‖L2(Rn) 6 ‖a‖∞‖ϕ‖2 для

любой функции ϕ ∈ L2(Rn).

В пространстве L2(Rn) рассмотрим оператор

A = λI +
∑̀
j=1

MajKj + F, (3.3)

где λ ∈ C, aj ∈ Ωrad(Rn), Kj — оператор вида (2.1) с ядром kj(x, y), а F —

компактный в L2(Rn) оператор.

Обозначим через A наименьшую C∗-подалгебру C∗-алгебры L(L2(Rn)),

содержащую все операторы A вида (3.3). Она представляет собой замы-

кание в равномерной операторной топологии множества A0, состоящего из

всех операторов вида (3.3). В работе [4] для алгебры A построено симво-

лическое исчисление, т. е. каждому оператору A ∈ A поставлена в соответ-

ствие некоторая функция σA(m, η, ξ) ∈ C(M), где M — компактификация

локально компактного пространства Z+×M(R)×R одной бесконечно уда-

ленной точкой. Функция σA(m, η, ξ) называется символом оператора A. В

частности, символ оператора A вида (3.3) задается на компакте M равен-

ствами
σA(m, η, ξ) = λ+

∑̀
j=1

ã0j(η)

∫
Rn

kj(e1, y)Pm(e1 · y′)|y|−n/2+iξ dy,

σA(∞) = λ,

(3.4)

где ã0j(t) = a0j(e
−t), а Pm(t) — многочлены Лежандра, которые определя-

ются следующим образом

Pm(t) =


cos(m arccos t), n = 2,

m!(n− 3)!

(m+ n− 3)!
C(n−2)/2
m (t), n > 3.

Здесь C(n−2)/2
m (t) — многочлены Гегенбауэра.
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Обозначим через F множество всех компактных операторов, действую-

щих в пространстве L2(Rn). Из свойств компактных операторов следует,

что множество F является замкнутым двусторонним идеалом алгебры A.

Рассмотрим фактор-алгебруA/F. Символ σ[A](m, η, ξ) фактор–классаA+F

определим равенством

σ[A](m, η, ξ) = σA(m, η, ξ).

Это корректно, поскольку все операторы из множества A + F имеют оди-

наковый символ. В статье [4] было показано, что C∗-алгебра A/F является

коммутативной, а ее пространство максимальных идеалов, снабженное то-

пологией Гельфанда, гомеоморфно компакту M.

Лемма 3.2.1. Отображение

s : A/F → C(M), A+ F 7→ σ[A](m, η, ξ) (3.5)

является ∗-изоморфизмом.

Доказательство. Так как пространство максимальных идеалов C∗-алгеб-

ры A/F гомеоморфно компакту M, то в силу первой теоремы теоремы

Гельфанда–Наймарка (см., например, [33, с. 58]), C∗-алгебра A/F ∗-изо-
морфна C∗-алгебре C(M) всех непрерывных функций на M. Этот изомор-

физм осуществляет преобразование Гельфанда. Но согласно результатам

работы [4] преобразование Гельфанда произвольного элемента A+F ∈ A/F

совпадает с его символом σ[A](m, η, ξ).

Для любого α ∈ R положим |x|iα = eiα ln |x|. Заметим, что при α 6= 0

функция |x|iα не принадлежит классу Ωrad(Rn). Для этого покажем, что

функция eiα ln r, r > 0, не принадлежит классу Ω(R+). Имеем

|eiα ln r − eiα lnhr| = |eiα ln r||1− eiα lnh| = |1− eiα lnh| =

= |1− cos(α lnh)− i sin(α lnh)| =
√

2(1− cos(α lnh)).
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Рассмотрим функцию f(h) =
√

2(1− cos(α lnh)). Ясно, что её точками

максимума будут те, в которых cos(α lnh) = −1, т. е. точки

hm = e(π+2πm)/α, m ∈ Z.

Возьмем число h0 = eπ/α и рассмотрим компакт X = [bh0c, bh0c + 1], где

bh0c есть целая часть h0. Для компакта X получаем соотношения

lim
x→0

sup
h∈X

{
|eiα lnx − eiα lnhx|

}
= lim

x→0
sup
h∈X

f(h) = 2,

lim
x→∞

sup
h∈X

{
|eiα lnx − eiα lnhx|

}
= lim

x→∞
sup
h∈X

f(h) = 2.

Но тогда функция eiα lnx не принадлежит классу Ω(R+). Следовательно,

|x|iα не принадлежит классу Ωrad(Rn).

Расширим алгебру A операторами умножения на функции вида |x|iα.
Предварительно докажем следующее утверждение.

Лемма 3.2.2. Пусть A ∈ A. Тогда для любого α ∈ R оператор

Aα = M|x|iαAM
−1
|x|iα

принадлежит алгебре A.

Доказательство. Пусть A = K , где K — оператор вида (3.2). Тогда

(Kαϕ)(x) =

∫
Rn

kα(x, y)ϕ(y) dy,

где функция kα(x, y) задется равенством

kα(x, y) = k(x, y)
|x|iα

|y|iα
. (3.6)

Легко видеть, что функция kα(x, y) удовлетворяет условиям 1◦ и 2◦. Про-

верим выполнение условия 3̂◦. Так как

|kα(e1, y)| = |k(e1, y)|
∣∣∣∣|e1|iα

|y|iα

∣∣∣∣ = |k(e1, y)|,
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то ∫
Rn

|kα(e1, y)||y|−n/2 dy =

∫
Rn

|k(e1, y)||y|−n/2 dy <∞.

Таким образом, Kα ∈ A.

Пусть A — оператор вида (3.3). Тогда

Aα = M|x|iα

(
λI +

∑̀
j=1

MajKj + F

)
M−1
|x|iα =

= λI +
∑̀
j=1

Maj(M|x|iαKjM
−1
|x|iα) +M|x|iαFM

−1
|x|iα =

= λI +
∑̀
j=1

Maj(Kj)α + Fα.

Следовательно, Aα ∈ A.

Пусть теперь A — произвольный оператор из C∗-алгебры A. Так как

множество A0, состоящее из всех операторов вида (3.3), всюду плотно в

алгебре A, то найдется такая последовательность {Aj} ⊂ A0, что

‖A− Aj‖L(L2(Rn)) → 0, j →∞.

В силу того, что

‖Aα − (Aj)α‖L(L2(Rn)) = ‖M|x|iα(A− Aj)M
−1
|x|iα‖L(L2(Rn)) 6

6 ‖A− Aj‖L(L2(Rn)),

получаем

‖Aα − (Aj)α‖L(L2(Rn)) → 0, j →∞.

Так как (Aj)α ∈ A, то Aα ∈ A.

§3.3 C∗-алгебра B и ее структура

Обозначим через B C∗-алгебру, порожденную всеми операторами A из

C∗-алгебры A и всеми операторами M|x|iα, где α ∈ R. Очевидно, что мно-

жество F всех компактных операторов является замкнутым двусторонним
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идеалом алгебры B. Рассмотрим фактор-алгебру B/F. Она представляет

собой замыкание по норме фактор-алгебры L(L2(Rn))/F множества

(B/F)0 =
{∑

r

∏
s

ArsM|x|iαrs + F
}
,

где суммы и произведения конечны. Заметим, что алгебра B/F является

C∗-подалгеброй C∗-алгебры L(L2(Rn))/F.

Лемма 3.3.1. Отображение

τM : R→ L(L2(Rn))/F, α 7→M|x|iα + F

является унитарным представлением группы R.

Доказательство. Вначале покажем, что отображение τM является гомо-

морфизмом. Действительно,

τM(α + β) = M|x|i(α+β) + F = (M|x|iα + F)(M|x|iβ + F) = τM(α)τM(β)

для любых α, β ∈ R. Далее,

(M|x|iα + F)∗ = (M|x|iα)
∗ + F = M|x|−iα + F.

Так как

(M|x|iα + F)∗(M|x|iα + F) = (M|x|−iα + F)(M|x|iα + F) = I + F

для любого α ∈ R, то элемент M|x|iα + F ∈ L(L2(Rn))/F является унитар-

ным. Следовательно, отображение τM является унитарным представлением

группы R в алгебре L(L2(Rn))/F.

Следующее утверждение дает описание структуры C∗-алгебры B/F.

Лемма 3.3.2. C∗-алгебра B/F порождена C∗-алгеброй A/F и унитарным

представлением τM группы R, т.е. B/F = C∗(A/F, R, τM).

Доказательство. Проверим выполнение условий из определения 3.1.2. В

силу леммы 3.2.2 для любых A ∈ A и α ∈ R элемент

(M|x|iα + F)(A+ F)(M−1
|x|iα + F) = M|x|iαAM

−1
|x|iα + F
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принадлежит C∗-алгебре A/F. Следовательно, условие 1) выполнено.

Проверим второе условие из определения 3.1.2, т. е. докажем, что мно-

жество

(B/F)0 =
{∑

r

ArM|x|iαr + F
}

(3.7)

всюду плотно в C∗-алгебреB/F. Выше было сказано, что множество (B/F)0

всюду плотно в алгебре B/F. Поэтому нам достаточно доказать, что

(B/F)0 = (B/F)0.

Для этого нам достаточно убедиться в справедливости равенства

A1M|x|iαA2M|x|iβ = A3M|x|i(α+β) + F, (3.8)

где A1, A2, A3 ∈ A и F ∈ F. Действительно,

A1M|x|iαA2M|x|iβ = A1(A2)αM|x|i(α+β).

По лемме 3.2.2 оператор (A2)α принадлежит алгебре A. Так как A1(A2)α =

A3 + F , где A3 ∈ A (см. [4]), то равенство (3.8) справедливо.

Каждый оператор M|x|iα порождает отображение

M̂|x|iα : A/F → A/F, A+ F 7→M|x|iαAM
−1
|x|iα + F. (3.9)

Покажем, что M̂|x|iα является автоморфизмом C∗-алгебры A/F. Линей-

ность этого отображения очевидна. Кроме того,

M̂|x|iα((A1 + F)(A2 + F)) = M̂|x|iα(A1A2 + F) = M|x|iαA1A2M|x|−iα + F =

= M|x|iαA1M|x|−iαM|x|iαA2M|x|−iα + F =

= (M|x|iαA1M|x|−iα + F)(M|x|iαA2M|x|−iα + F) =

= M̂|x|iα(A1 + F)M̂|x|iα(A2 + F)

для любых A1 + F, A2 + F ∈ A/F, и

M̂|x|iα((A+ F)∗) = M|x|iαA
∗M|x|−iα + F =

= (M|x|iαAM|x|−iα)
∗ + F = (M̂|x|iα(A+ F))∗
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для любого A+F ∈ A/F. Значит, M̂|x|iα является ∗-гомоморфизмом. Далее,

из (3.9) следует, что ∗-гомоморфизм M̂|x|iα сюръективен. Покажем, что яд-

ро Ker(M̂|x|iα) этого гомоморфизма является тривиальным. В самом деле,

пусть A + F ∈ Ker(M̂|x|iα), причем A /∈ F. Тогда M|x|iαAM|x|−iα + F = F,

откудаM|x|iαAM|x|−iα ∈ F. Но тогда A ∈ F — противоречие. Значит, отобра-

жение M̂|x|iα инъективно. Таким образом, M̂|x|iα является ∗-изоморфизмом

C∗-алгебры A/F на себя, то есть ее автоморфизмом.

Лемма 3.3.3. Группа R действует на C∗-алгебре A/F автоморфизмами

M̂|x|iα топологически свободно.

Доказательство. На алгебре C(M) определим отображение

Φ̂α = s ◦ M̂|x|iα ◦ s−1,

где s и M̂|x|iα задаются формулами (3.5) и (3.9) соответственно. Так как

отображение s является ∗-изоморфизмом C∗-алгебры C(M) на C∗-алгебру

A/F, а M̂|x|iα — автоморфизм алгебры A/F, то Φ̂α является автоморфизмом

алгебры C(M).

Нам потребуется явная формула, задающая действие автоморфизма Φ̂α

на алгебре C(M). Пусть σ(m, η, ξ) — произвольная функция из C(M) и

s−1(σ) = A + F. Из (3.5) следует, что σ(m, η, ξ) = σ[A](m, η, ξ). Согласно

формуле (3.9)

M̂|x|iα(A+ F) = Aα + F,

где Aα = M|x|iαAM
−1
|x|iα. Таким образом нужно найти s(Aα +F), т. е. вычис-

лить символ σ[Aα](m, η, ξ) элемента Aα + F. Рассмотрим два случая.

1) Пусть A — оператор вида (3.3). Тогда

Aα = λI +
∑̀
j=1

Maj(Kj)α + Fα.

Учитывая формулы (3.4) и (3.6), получаем

σ[Aα](m, η, ξ) = λ+
∑̀
j=1

ã0j(η)

∫
Rn

kjα(e1, y)Pm(e1 · y′)|y|−n/2+iξ dy =
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= λ+
∑̀
j=1

ã0j(η)

∫
Rn

kj(e1, y)Pm(e1 · y′)|y|−n/2+i(ξ−α) dy = σ[A](m, η, ξ − α),

причем

σ[Aα](∞) = σ[A](∞) = λ.

2) Пусть теперь A — произвольный оператор из алгебры A. Рассмотрим

последовательность {Aj + F}, где Aj — оператор вида (3.3), такую что

‖A− Aj + F‖A/F → 0 при j →∞. Тогда

lim
j→∞
‖Aα − (Aj)α + F‖A/F = 0.

Как было показано выше, для любой точки (m, η, ξ) ∈ M справедливо

равенство

σ[(Aj)α](m, η, ξ) = σ[Aj ](m, η, ξ − α). (3.10)

Поскольку ∗-изоморфизм является изометрией ( [33], с. 105), то из леммы

3.2.1 следует, что для любого оператора A ∈ A выполняется равенство

sup
M
|σ[Aα](m, η, ξ)| = ‖A+ F‖A/F.

Учитывая это, перейдем в равенстве (3.10) к пределу при j → ∞. В ре-

зультате получаем равенство

σ[Aα](m, η, ξ) = σ[A](m, η, ξ − α) (3.11)

для всех (m, η, ξ) ∈M, из которого, в частности, имеем σ[Aα](∞) = σ[A](∞).

Из (3.11) следует, что автоморфизм Φ̂α задаётся формулами{
(Φ̂ασ)(m, η, ξ) = σ(m, η, ξ − α), (m, η, ξ) ∈ Z+ ×M(R)× R,
(Φ̂ασ)(∞) = σ(∞),

(3.12)

где σ(m, η, ξ) — произвольная функция из C(M).

Автоморфизм Φ̂α C
∗-алгебры C(M) порождает гомеоморфизм πα ком-

пактного топологического пространства M, который определяется следу-

ющим образом:{
πα((m, η, ξ)) = (m, η, ξ + α), (m, η, ξ) ∈ Z+ ×M(R)× R,
πα(∞) =∞.

(3.13)
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Очевидно, что если α 6= 0, то единственной неподвижной точкой гомеомор-

физма πα является бесконечно удалённая точка. Следовательно, группа

R действует на C∗-алгебре A/F автоморфизмами топологически свобод-

но.

§3.4 Критерий нетеровости операторов из алгебры B

Будем говорить, что f(m, η, ξ) ∈ L2(Z+ ×M(R) × R), если при любом

фиксированном значении m ∈ Z+ функция f(m, η, ξ) измерима на множе-

стве M(R)× R и

‖f‖L2(Z+×M(R)×R) :=

 ∞∑
m=0

∫
M(R)

∫
R

|f(m, η, ξ)|2 dη dξ


1/2

<∞.

Пусть σ(m, η, ξ) ∈ C(M). Определим в пространстве L2(Z+ ×M(R) × R)

оператор Mσ равенством

(Mσf)(m, η, ξ) = σ(m, η, ξ)f(m, η, ξ). (3.14)

Пусть D — C∗-алгебра, порожденная всеми операторами умножения Mσ

на функции из C(M). Рассмотрим отoбражение

µ : C(M)→ D, σ(m, η, ξ) 7→Mσ. (3.15)

Так как операторы умножения на функции из C(M) обладают следующи-

ми свойствами:

Mσ1+σ2 = Mσ1 + Mσ2, Mσ1σ2 = Mσ1Mσ2, (Mσ)∗ = Mσ,

то µ является ∗-гомоморфизмом. Нетрудно видеть, что µ — взаимно одно-

значное отображение. Таким образом, µ является ∗-изоморфизмом C∗-ал-

гебр C(M) и D.

Далее, в пространстве L2(Z+ ×M(R)× R) рассмотрим оператор

(Uαf)(m, η, ξ) = f(m, η, ξ − α), α ∈ R. (3.16)
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Лемма 3.4.1. Отображение

τU : R→ L(L2(Z+ ×M(R)× R)), α 7→ Uα

является унитарным представлением группы R.

Доказательство. Вначале покажем, что отображение τU является гомо-

морфизмом. В самом деле,

τU(α + β) = Uα+β = UαUβ = τU(α)τU(β),

для любых α, β ∈ R. Так как U ∗α = U−α = U−1
α для любого α ∈ R, то

оператор Uα является унитарным. Таким образом, τU есть унитарное пред-

ставление группы R в алгебре L(L2(Z+ ×M(R)× R)).

Рассмотрим C∗-алгебру B1, порожденную всеми операторами Mσ ви-

да (3.14) и всеми операторами Uα вида (3.16). Она является замыканием в

равномерной операторной топологии множества

(B1)0 =
{∑

r

∏
s

MσrsUαrs

}
,

где суммы и произведения конечны.

Лемма 3.4.2. C∗-алгебра B1 порождена C∗-алгеброй D и унитарным

представлением τU группы R, т.е. B1 = C∗(D,R, τU).

Доказательство. Проверим выполнение условий определения 3.1.2. Для

любой функции σ(m, η, ξ) ∈ C(M) имеем

(UαMσU
−1
α f)(m, η, ξ) = (UαMσ)(f(m, η, ξ + α)) =

= Uα(σ(m, η, ξ)f(m, η, ξ + α)) =

= σ(m, η, ξ − α)f(m, η, ξ) = (Mσαf)(m, η, ξ),

где

σα(m, η, ξ) = σ(m, η, ξ − α).

Следовательно, UαMσU
−1
α ∈ D. Таким образом первое условие выполнено.
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Проверим условие 2) из определения 3.1.2, т. е. докажем, что множество

B0
1 =

{∑
r

MσrUαr

}
,

где суммы конечны, всюду плотно в алгебре B1. Учитывая, что множество

(B1)0 всюду плотно в B1, достаточно показать, что B0
1 = (B1)0. Положим

σ(m, η, ξ) = σ1(m, η, ξ)σ2(m, η, ξ − α1).

Нетрудно убедиться в справедливости равенств

(Mσ1Uα1
Mσ2Uα2

f)(m, η, ξ) = σ1(m, η, ξ)σ2(m, η, ξ − α1)f(m, η, ξ − α2 − α1),

(MσUα1+α2
f)(m, η, ξ) = σ(m, η, ξ)f(m, η, ξ − (α1 + α2)),

из которых вытекает, чтоMσ1Uα1
Mσ2Uα2

= MσUα1+α2
. Следовательно,B1 =

C∗(D,R, τU).

Рассмотрим отображение

θ : A/F → D, A+ F 7→Mσ[A]
,

где σ[A](m, η, ξ) — символ элемента A+ F. Нетрудно видеть, что θ = µ ◦ s,
где s и µ определяются формулами (3.5) и (3.15) соответственно. Следова-

тельно, отображение θ является ∗-изоморфизмом.

Определим на множестве конечных сумм (B/F)0 вида (3.7) отображение

ψ0 : (B/F)0 → B0
1,

∑
j

AjM|x|iαj + F 7→
∑
j

θ(Aj + F)Uαj . (3.17)

Теорема 3.4.1. Соответствие ψ0, заданное формулой (3.17), продолжа-

ется до ∗-изоморфизма ψ : B/F → B1.

Доказательство. Воспользуемся предложением 3.1.1. Покажем, что все

условия этого предложения выполнены. В леммах 3.3.2 и 3.4.2 было уста-

новлено, что

B/F = C∗(A/F,R, τM), B1 = C∗(D,R, τU).
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Докажем, что ∗-изоморфизм θ удовлетворяет условию

θ((M|x|iα + F)(A+ F)(M−1
|x|iα + F)) = Uαθ(A+ F)U−1

α . (3.18)

Действительно, используя формулу (3.11), запишем равенства:

θ((M|x|iα + F)(A+ F)(M−1
|x|iα + F)) = θ(M|x|iαAM

−1
|x|iα + F) = θ(Aα + F) =

= Mσ[Aα](m,η,ξ) = Mσ[A](m,η,ξ−α).

Учитывая, что

(Uαθ(A+ F)U−1
α f)(m, η, ξ) = (UαMσ[A]

)(f(m, η, ξ + α)) =

= σ(m, η, ξ − α)f(m, η, ξ),

получаем равенство

Uαθ(A+ F)U−1
α = Mσ[A](m,η,ξ−α),

из которого приходим к формуле (3.18).

Далее, по лемме 3.2.1 C∗-алгебра A/F ∗-изоморфна C∗-алгебре C(M).

Группа R является абелевой, а потому допустима и, в силу леммы 3.3.3,

действует на алгебреA/F автоморфизмами топологически свободно. Тогда,

с учетом предложения 3.1.1, соответствие ψ0 продолжается до ∗-изомор-
физма ψ : B/F → B1.

Канонический ∗-гомоморфизм

p : B→ B/F, B 7→ B + F,

ядром которого является идеал F, позволяет определить отображение

S = ψ ◦ p : B→ B1.

Так как ψ есть ∗-изоморфизм C∗-алгебр B/F и B1, то отображение S

является ∗-гомоморфизмом. Назовем символом оператора B ∈ B его образ

S(B) ∈ B1. В случае, когда

B =
∑̀
j=1

AjM|x|iαj ,
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где Aj ∈ A, его символом является оператор

S(B) = ψ(B + F) =
∑̀
j=1

θ(Aj + F)Uαj =
∑̀
j=1

MσAj
Uαj . (3.19)

(Напомним, что σAj(m, η, ξ) = σ[Aj ](m, η, ξ).)

Теорема 3.4.2. Пусть B ∈ B. Оператор B является нетеровым тогда

и только тогда, когда его символ S(B) обратим в L(L2(Z+×M(R)×R)).

Доказательство. Как известно (см., например, [23, c. 86]), необходимым

и достаточным условием нетеровости оператора B ∈ B является обрати-

мость элемента B+F в фактор-алгебре L(L2(Rn))/F . Так как C∗-алгебра

B/F является C∗-подалгеброй C∗-алгебры L(L2(Rn))/F, то элемент B+F

обратим в L(L2(Rn))/F тогда и только тогда, когда он обратим в B/F

(см. [33, c. 63]). Таким образом, то нетеровость оператора B эквивалентна

обратимости элемента B + F в C∗-алгебре B/F.

По теореме 3.4.1 C∗-алгебры B/F и B1 ∗-изоморфны. Значит элемент

B + F обратим в алгебре B/F в том и только в том случае, когда его об-

раз ψ(B + F) обратим в алгебре B1. Но ψ(B + F) = S(B) и B1 является

C∗-подалгеброй C∗-алгебры L(L2(Z+ ×M(R)× R)). Следовательно, обра-

тимость фактор-класса B+F в C∗-алгебре B/F равносильна обратимости

оператора S(B) в C∗-алгебре L(L2(Z+ ×M(R)× R)).

Замечание 3. В [9] была исследована C∗-алгебра U, порожденная всеми

операторами вида λI+K и всеми операторамиM|x|iα. Нетрудно видеть, что

U является C∗-подалгеброй C∗-алгебры B. Поэтому условия нетеровости

операторов из алгебры U, ранее установленные в [9], могут быть получены

из теоремы 3.4.2.

§3.5 Некоторые частные случаи

Теорема 3.4.2 дает критерий нетеровости оператора в терминах обра-

тимости его символа, который сам является оператором. Представляется
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важным рассмотреть частные случаи, когда для символа оператора можно

получить эффективные скалярные условия обратимости. Тем самым будут

получены условия нетеровости исходного оператора в скалярной форме.

Рассмотрим в пространстве L2(Rn) оператор

B = I + A1 + A2M|x|iα, (3.20)

где α 6= 0, A1 и A2 — операторы из алгебры A, символы которых удовле-

творяют условию

σA1
(∞) = 0, σA2

(∞) = 0. (3.21)

В качестве операторов As, s = 1, 2, можно взять операторы вида

As =
∑̀
j=1

MasjKsj,

где asj ∈ Ωrad(Rn), Ksj — оператор вида (2.1). Из формулы (3.4) следует,

что для таких операторов условие (3.21) выполнено.

Согласно формуле (3.19) символом оператора B является оператор

S(B) = I + MσA1
+ MσA2

Uα,

где Uα определяется формулой (3.16). Оператор S(B) действует на функ-

цию f ∈ L2(Z+ ×M(R)× R) по правилу

(S(B)f)(m, η, ξ) =
(
1 + σA1

(m, η, ξ)
)
f(m, η, ξ)+

+ σA2
(m, η, ξ)f(m, η, ξ − α).

Напомним, что индексом функции w ∈ C(Ṙ), которая нигде не обраща-

ется в нуль, называется целое число

indw(ξ) =
1

2π
∆[argw(ξ)]

∣∣∞
−∞.

Если g(m, η, ξ) ∈ C(M), то через indξ g(m, η, ξ) будем обозначать индекс

функции g(m, η, ξ) по переменной ξ при фиксированных значениях m и η.
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Теорема 3.5.1. Для того чтобы оператор B вида (3.20) являлся нете-

ровым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

1 + σA1
(m, η, ξ) 6= 0, ∀ (m, η, ξ) ∈ Z+ ×M(R)× R. (3.22)

Если условие (3.22) выполнено, то

indB =
∞∑
m=0

dn(m) indξ
1 + σA1

(m, η−, ξ)

1 + σA1
(m, η+, ξ)

, (3.23)

где η± ∈ M±(R) — произвольные фиксированные точки, а dn(m) — раз-

мерность пространства сферических гармоник порядка m, которая вы-

числяется по формуле

dn(m) = (n+ 2m− 2)
(n+m− 3)!

m!(n− 2)!
.

Доказательство. Согласно теореме 3.4.2, нетеровость оператора B равно-

сильна обратимости его символа S(B)в алгебре L(L2(Z+×M(R)×R)). По-

кажем, в свою очередь, что обратимость символа S(B) равносильна усло-

вию (3.22).

Для этого рассмотрим C∗-алгебру Bα
1 = C∗(D,Z, Uα), где α такое же,

как и в равенстве (3.20). Докажем, что эта алгебра удовлетворяет всем

условиям предложения 3.1.2.

1) Выше было отмечено (см. (3.15)), что C∗-алгебра D ∗-изоморфна C∗-

алгебре C(M).

2) Автоморфизм

Ûα : D→ D, Mσ 7→ UαMσU
−1
α

порождает автоморфизм Φ̂α алгебры C(M), который задается формула-

ми (3.12). Как было показано, автоморфизм Φ̂α порождает гомеоморфизм

πα компактного топологического пространства M (формула (3.13)). Так

как любая точка компакта M, отличная от бесконечно удаленной, явля-

ется непериодической, то группа Z действует на алгебре D топологически

свободно.
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3) Топологическое пространствоM является неприводимым относитель-

но отображения πα, поскольку его нельзя представить в виде объедине-

ния двух непустых замкнутых множеств, инвариантных относительно это-

го отображения.

Таким образом, все условия предложения 3.1.2 выполнены. Тогда если

оператор S(B) обратим, то один из коэффициентов 1 + σA1
(m, η, ξ) или

σA2
(m, η, ξ) должен быть обратим в алгебре C(M) (см. [12, с. 118]). Так

как σA2
(∞) = 0, то коэффициент σA2

(m, η, ξ) не обратим в C(M). Зна-

чит, коэффициент 1 + σA1
(m, η, ξ) должен быть обратим в C(M). Но это

равносильно условию (3.22).

Обратно, пусть выполняется условие (3.22). Рассмотрим оператор

(Cf)(m, η, ξ) =
σA2

(m, η, ξ)

1 + σA1
(m, η, ξ)

f(m, η, ξ − α).

Используя следствие 9.5.1 из [12], получаем, что спектральный радиус r

оператора C вычисляется по формуле

r = exp

(∫
M

ln

∣∣∣∣ σA2
(m, η, ξ)

1 + σA1
(m, η, ξ)

∣∣∣∣ dν),
где ν — нормированная борелевская мера на M, сосредоточенная в беско-

нечно удаленной точке. Следовательно,

r =

∣∣∣∣ σA2
(∞)

1 + σA1
(∞)

∣∣∣∣ = 0.

Тогда оператор I + C обратим. Значит, оператор S(B) также обратим.

Найдем формулу для вычисления индекса оператора B. Рассмотрим се-

мейство {Bt}t∈[0,1] операторов вида

Bt = I + A1 + (1− t)A2M|x|iα.

Это семейство непрерывно по t в равномерной операторной топологии, что

вытекает из неравенства

‖Bt1 −Bt2‖L(L2(Rn)) = ‖(t2 − t1)A2M|x|iα‖L(L2(Rn)) 6 |t2 − t1|‖A2‖L(L2(Rn)),
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справедливого для всех t1, t2 ∈ [0, 1]. Кроме того, B0 = B и B1 = I + A1.

Таким образом, {Bt} — гомотопия, соединяющая операторы B и I + A1.

Для каждого t ∈ [0, 1] оператор Bt есть оператор вида (3.20). Поэто-

му условие (3.22) обеспечивает нетеровость каждого оператора Bt. Тогда

в силу гомотопической устойчивости индекса

indB = ind(I + A1).

В работе [4] было доказано, что индекс оператора I + A1 вычисляется по

формуле

ind(I + A1) =
∞∑
m=0

dn(m) indξ
1 + σA1

(m, η−, ξ)

1 + σA1
(m, η+, ξ)

,

где η± ∈ M±(R) — произвольные фиксированные точки. Отсюда следует

формула (3.23).

Замечание 4. Подчеркнем, что начиная с некоторого значения m∗ ∈ Z+,

выполняется условие

indξ
1 + σA1

(m, η−, ξ)

1 + σA1
(m, η+, ξ)

= 0.

Поэтому правая часть в формуле (3.23) фактически представляет собой

конечную сумму.

Следствие 3.5.1. Для того чтобы оператор

B1 = I + A1 +M|x|iαA2

был нетеровым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

(3.22). В этом случае его индекс вычисляется по формуле (3.23).

Доказательство. Запишем оператор B1 в виде

B1 = I + A1 + (A2)αM|x|iα,

где (A2)α = M|x|iαA2M
−1
|x|iα. Применив теперь теорему 3.5.1, убеждаемся в

справедливости данного следствия.

97



Отметим еще один интересный частный случай. Рассмотрим в простран-

стве L2(Rn) оператор

B0 = I + K1 +MaK2M|x|iα + F, (3.24)

где α 6= 0, a ∈ Ωrad(Rn), K1 и K2 — операторы вида (3.2), F — компактный

оператор. Сопоставляя равенство (3.24) с равенством (3.20), видим, что

A1 = K1 + F . Следовательно, символ

σA1
(m, η, ξ) = σK1

(m, ξ) =

∫
Rn

k1(e1, y)Pm(e1 · y′)|y|−n/p+iξ dy

не зависит от η.

Следствие 3.5.2. Для того чтобы оператор B0 вида (3.24) являлся нете-

ровым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

1 + σK1
(m, ξ) 6= 0, ∀ (m, ξ) ∈ Z+ × R. (3.25)

В этом случае indB0 = 0.

Доказательство. Так как символ оператора A1 = K1 +F не зависит от η,

то условие (3.22) принимает вид (3.24). Далее, поскольку

indξ
1 + σK1

(m, ξ)

1 + σK1
(m, ξ)

= 0,

то из формулы (3.23) следует, что indB0 = 0.

Пример 3.5.1. Рассмотрим в L2(Rn) оператор

(Bϕ)(x) = ϕ(x) + sin
(√
| ln |x||

)∫
Rn

k1(x, y)ϕ(y) dy+

+ |x|iα
∫
Rn

k2(x, y)ϕ(y) dy, (3.26)

предполагая, что функции k1(x, y) и k2(x, y) удовлетворяет условиям 1◦,

2◦ и 3̂◦. Чтобы воспользоваться следствием 3.5.1, запишем этот опера-

тор в виде

B = I +MaK1 +M|x|iαK2,
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где a(x) = sin
(√
| ln |x||

)
. Тогда

ã0(t) = a0(e
−t) = sin

√
|t|.

В соответствии с формулой (3.4) символом оператора A1 = MaK1 явля-

ется функция

σA1
(m, η, ξ) = sin

√
|η|σK1

(m, ξ).

Из результатов работы [46] (см. также [44]) следует, что множество

значений этой функции на множестве M(R) есть отрезок [−1, 1]. По-

этому условие (3.22) принимает вид

1 + β σK1
(m, ξ) 6= 0, ∀ (m,β, ξ) ∈ Z+ × [−1, 1]× R. (3.27)

Таким образом, условие (3.27) является необходимым и достаточным для

нетеровости оператора B вида (3.26).

Вычислим индекс оператора B. В соответствии с формулами (3.23) и

(3.27) имеем

indB =
∞∑
m=0

dn(m) indξ
1 + σA1

(m, η−, ξ)

1 + σA1
(m, η+, ξ)

=

=
∞∑
m=0

dn(m) indξ
1 + βσK1

(m, ξ)

1 + βσK1
(m, ξ)

= 0.
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Заключение

Сформулируем основные результаты диссертационного исследования.

1. В классических пространствах Морри рассмотрены интегральные опе-

раторы свертки с характеристикой. В терминах этой характеристики по-

лучены условия ограниченности и компактности таких операторов.

2. Получены достаточные условия компактности интегральных операто-

ров свертки с переменными коэффициентами, действующих из простран-

ства Лебега в модифицированное пространство Морри и наоборот. Иссле-

дована компактность коммутатора оператора свертки и оператора умно-

жения на функцию.

3. В локальных пространствах Морри рассмотрены канонические инте-

гральные операторы с однородными ядрами и переменными коэффициен-

тами. Найдены условия на коэффициенты, обеспечивающие компактность

таких операторов. Также установлены условия ограниченности и компакт-

ности таких операторов, действующих из весового пространства Лебега в

локальное пространство Морри.

4. Построено операторное символическое исчисление для C∗-алгебры,

порожденной каноническими интегральными операторами с однородными

ядрами и радиально слабо осциллирующими коэффициентами, а так же

операторами умножения на функции вида |x|iα. В терминах построенного

исчисления сформулирован и доказан критерий нетеровости операторов

этой алгебры.
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Список сокращений и условных

обозначений

p′ показатель, сопряженный к p:
1

p
+

1

p′
= 1

Z+ множество целых неотрицательных чисел

Rn n-мерное евклидово пространство

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

|x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n

x′ = x/|x|
x · y = x1y1 + . . .+ xnyn

B(x, r) открытый шар в Rn радиуса r с центром в точке x

{B(x, r) = Rn \ B(x, r)

|B(x, δ)| мера шара B(x, δ)

χD характеристическая функция измеримого множества D ⊂ Rn

PD оператор умножения на функцию χD

PN := PB(0,N)

QN := P{B(0,N), где N — натуральное число

C0(Rn) множество всех непрерывных ограниченных наRn функций v(t)

таких, что lim
t→∞

v(t) = 0

C0,0(Rn) множество всех непрерывных на Rn финитных функций, носи-

тель которых не содержит точку x = 0

L(H) C∗-алгебра всех линейных ограниченных операторов, действу-

ющих в гильбертовом пространстве H
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