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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Пространства голоморфных и целых функций

с равномерными и интегральными весовыми оценками являются предметом многочисленных

исследований и играют важную роль во многих разделах комплексного и функционального

анализа, а также в приложениях (в теории аппроксимации и интерполяции, теории роста целых

и мероморфных функций и её приложениях, теории двойственности различных функциональ-

ных пространств, теории распределений и ее обобщениях, теории уравнений в частных про-

изводных, анализе Фурье, в математической и теоретической физике). Одной из важнейших

проблем для указанных пространств является изучение топологических свойств классических

операторов (дифференцирования, интегрирования, композиции, умножения, вложения и др.),

действующих в них. Данная проблема в работах J. Bonet, W. Lusky, K. Zhu, B. MacCluer, S. Li,

T. Mengestie и многих других авторов изучалась отдельно для каждого оператора при дополни-

тельных ограничениях на области и веса, порождающие банаховы пространства. Общий метод

получения критериев непрерывности и компактности линейных операторов на абстрактных ба-

наховых пространствах голоморфных в единичном круге функций был предложен в работе N.

Zorboska. За рамками этого метода оказались важные участки классических шкал Харди, Берг-

мана, Дирихле и др., состоящие из существенно квазибанаховых пространств (случай 0 < 𝑝 < 1),

и области голоморфности, отличные от единичного круга, в первую очередь, пространства Фока

целых функций. Таким образом, наиболее перспективным направлением в этой тематике явля-

ется раздел, посвящённый получению условий непрерывности и компактности классических

операторов в весовых квазибанаховых пространствах голоморфных функций в терминах норм

дельта-функций и их производных в соответствующих сопряженных пространствах. В связи с

этим актуальной представляется задача разработки единого подхода, не предполагающего ис-

пользования сопряжённых пространств и сопряжённых операторов, к получению результатов

для конкретных операторов и пространств как следствий из абстрактных критериев. Необ-

ходимость развития данного подхода обусловлена возможной тривиальностью пространства,

сопряжённого с квазибанаховым, что существенно ограничивает возможность использования

традиционных методов функционального анализа, основанных на привлечении сопряжённых

пространств и сопряжённых операторов.

Применение предложенного метода к конкретным весовым пространствам основано на

знании нормы дельта-функции и её производной в этих пространствах. Для некоторых про-
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странств указанные формулы известны (напр., для пространств Бергмана и Харди). Однако

для весовых пространств целых функций подобный результат был известен лишь для классиче-

ского гильбертова пространства Фока. В связи с этим ещё одной важной задачей, исследуемой

в настоящей работе, является получение оценок сверху нормы дельта-функции и её производ-

ной в обобщённых пространствах Фока. Решение этой задачи сводится к построению целых

функций из единичных шаров рассматриваемых пространств, которые в точках плоскости при-

нимают значения по модулю сравнимые с весом, задающим пространство. Подобные построения

ранее проводились А. В. Абаниным, Р. А. Баладаем, Б. Н. Хабибуллиным, Р. С. Юлмухамето-

вым. Однако во всех предшествующих работах имеется существенный асимптотический зазор в

ln |𝑧|, 𝑧 → ∞, между оценками сверху, вытекающими из принадлежности построенных функций

единичным шарам, и значениями их модулей в точках плоскости. Избавиться от этого зазора

для всей шкалы пространств Фока вряд ли удастся. Поэтому актуальной в данном направлении

задачей является выделение подкласса весов, для которых это всё-таки возможно. Отметим, что

поскольку, как правило, все рассматриваемые для пространств Фока веса являются субгармо-

ническими функциями в плоскости, эта задача является новой и для теории субгармонических

функций и их связи с целыми.

Помимо самих упомянутых пространств в работе также рассматриваются их проектив-

ные и индуктивные пределы. Индуктивные и проективные пределы последовательностей (ква-

зи)банаховых пространств вводятся как объединение и пересечение последовательностей весо-

вых пространств, которые строятся по возрастающей (для индуктивных пределов) или убываю-

щей (для проективных пределов) последовательности весов их определяющих. При этом важные

для приложений случаи пространств индуктивного и проективного типа ранее рассматривались

лишь для конкретных операторов (операторов композиции, сдвига, дифференцирования) и по-

следовательностей банаховых пространств с sup-нормами в работах K. D. Bierstedt, J. Bonet и

M. Friz. Таким образом, задача о переносе известных результатов на случай квазибанаховых

пространств и разработке общего подхода к их получению также является актуальной.

Методы исследования. В диссертационной работе применяются классические и со-

временные методы комплексного, вещественного и функционального анализа. В том числе ис-

пользуются: теория операторов в функциональных пространствах различной природы, теория

целых функций, классические операторы (операторы умножения, композиции, интегрирования

и дифференцирования) и их топологические свойства (главным образом, непрерывность и ком-
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пактность таких операторов), субгармонические функции и их свойства, дельта-функции и их

производные.

Цели работы.

1. Получение критериев ограниченности и компактности произвольного линейного опе-

ратора на абстрактных квазибанаховых пространствах голоморфных в области комплексной

плоскости функций, а также на проективных и индуктивных пределах последовательностей

таких пространств в терминах норм дельта-функции.

2. Исследование задачи о вычислении норм дельта-функции и её производной в конкрет-

ных весовых пространствах. Получение оценок сверху указанных норм на обобщённых про-

странствах Фока.

3. Получение условий непрерывности и компактности композиционных и интегральных

операторов в конкретных весовых пространствах голоморфных и целых функций, а также про-

ективных и индуктивных пределах последовательностей этих пространств. Приложения полу-

ченных результатов к интегральным операторам Чезаро и Харди.

Области исследований. Диссертация соответствует следующим пунктам паспорта спе-

циальности 1.1.1 «Вещественный, комплексный и функциональный анализ»:

3. Теория функциональных пространств; исследования классов функций, возникающих

в математике и ее приложениях;

5. Комплексный анализ, аналитические функции одного и многих комплексных перемен-

ных и их свойства, аналитическое продолжение, граничные свойства аналитических функций;

6. Различные классы и пространства аналитических функций, представления аналити-

ческих функций (ряды, непрерывные дроби, интегральные представления и т. п.);

8. Краевые задачи для аналитических функций, приложения теории потенциала в ком-

плексном анализе и комплексная теория потенциала, в т. ч. субгармонические и плюрисубгар-

монические функции;

9. Функциональный анализ, отображения бесконечномерных пространств (функционалы,

операторы);

11. Теория операторов, в т. ч. теория дифференциальных операторов.

Научную новизну составляют следующие основные положения, выносимые на

защиту:

1. Для линейных операторов, действующих из квазибанаховых пространств голоморф-
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ных функций в банаховы пространства с равномерной весовой нормой, получены критерии их

ограниченности и компактности, формулируемые в терминах норм дельта-функций. Эти ре-

зультаты установлены за счёт нового подхода, не использующего в доказательствах сопряжён-

ных пространств и сопряжённых операторов, что позволило провести исследования для класса

квазибанаховых пространств вместо ранее изучавшегося более узкого класса банаховых про-

странств.

2. Установлены критерии ограниченности и компактности операторов весовой компози-

ции, Вольтерра и союзного с ним и некоторых других, действующих как на абстрактных ква-

зибанаховых пространствах голоморфных функций, так и на пространствах из шкал Харди,

Бергмана, Фока и др. По степени общности условий на веса, задающие пространства, эти ре-

зультаты не имеют предшествующих аналогов.

3. Найдены оценки норм дельта-функций и их производных на пространствах Фока, за-

даваемых слабо растущими в среднем весами. Ранее формула для нормы дельта-функции была

известна лишь для классического гильбертова пространства Фока.

Теоретическая и практическая значимость работы состоит в разработке единого

подхода к исследованию топологических свойств линейных операторов, действующих из квази-

банаховых пространств голоморфных функций в банаховы пространства таких же функций с

равномерными весовыми нормами. Кроме того, полученные результаты могут найти дальнейшее

применение, например, к разрешимости уравнений типа свертки, а также к изучению теории

весовых пространств целых функций. Исследование топологических свойств указанных опера-

торов является отправной точкой для создания инструментария, позволяющего разрабатывать

конкретные приложения в упомянутых теориях.

Степень достоверности. Достоверность результатов диссертационного исследования

основана на применении классических и современных методов комплексного и функционального

анализа, математической строгости доказательств и совпадении результатов с ранее известными

в частных ситуациях. Положения диссертации, выносимые на защиту, прошли апробацию на

конференциях, опубликованы в рецензируемых журналах, относящихся к списку ВАК.

Апробация результатов. Результаты диссертационного исследования были представ-

лены на следующих конференциях:

1) Международная конференция "Крымская осенняя математическая школа-симпозиум"(пос.

Батилиман, 2019, 2021 гг.).
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2) Международная научная конференция "Порядковый анализ и смежные вопросы ма-

тематического моделирования"(с. Цей, 2019, 2021 гг.; с. Дзинага, 2023 г.).

3) Региональная школа-конференция молодых учёных "Владикавказская молодежная

математическая школа"(г. Владикавказ, 2020, 2022, 2023, 2024 гг.).

4) Международная научная конференция "Современные методы и проблемы теории опе-

раторов и гармонического анализа и их приложения"(г. Ростов-на-Дону, 2021, 2022, 2023 гг.).

5) Международная научная конференция "Уфимская осенняя математическая школа"(г.

Уфа, 2022, 2023 гг.).

6) Международная сателлит-конференция МКМ-2022 "Комплексный анализ и смежные

проблемы"(г. Казань, 2022 г.).

7) Международная научная конференция "Воронежская зимняя математическая шко-

ла"(г. Воронеж, 2023 г.).

Личный вклад автора. В совместных работах [1,2] постановка задач, обсуждение и

интерпретация результатов проводились совместно с научным руководителем. Автору принад-

лежат формулировки и доказательства основных теоретических результатов, представленных

в диссертационной работе.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 15 печатных ра-

ботах [1 — 15]. Статьи [1, 2, 3] входят в перечень научных изданий, в которых должны быть

опубликованы основные результаты диссертаций, защищаемых в диссертационном совете

ЮФУ801.01.02. Статья [1] входит в базу данных Scopus. Статьи [2, 3] опубликованы в журнале,

входящем в список ВАК. Тезисы [4-15] опубликованы в сборниках трудов конференций.

Структура и объем диссертационной работы. Диссертационная работа состоит из

введения, трёх глав, списка литературы, включающего 79 наименований, и приложения. Главы

разделены на параграфы, которые разделены на пункты. Объём диссертационной работы — 99

страниц.
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Содержание работы

Во введении даётся общая характеристика работы и проводится краткий обзор резуль-

татов диссертации по главам и параграфам.

Первая глава посвящена получению абстрактных критериев непрерывности и ком-

пактности произвольного линейного оператора, действующего из абстрактных квазибанаховых

пространств, а также проективных и индуктивных пределов последовательностей таких про-

странств в весовые пространства с равномерными весовыми нормами.

Пусть 𝐺 — область в комплексной плоскости C, 𝐻(𝐺) — пространство всех голоморфных

в 𝐺 функций, наделенное топологией равномерной сходимости на компактах из 𝐺. Весом в

области 𝐺 будем называть произвольную непрерывную функцию 𝑣 : 𝐺 → (0,∞). По каждому

весу 𝑣 в 𝐺 образуем банаховы пространства

𝐻𝑣(𝐺) :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(𝐺) : ‖𝑓‖𝐻𝑣 = sup

𝑧∈𝐺

|𝑓(𝑧)|
𝑣(𝑧)

<∞
}︁
,

𝐵𝑣(𝐺) :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(𝐺) : ‖𝑓‖𝐵𝑣 = sup

𝑧∈𝐺

|𝑓 ′(𝑧)|
𝑣(𝑧)

+ |𝑓(0)| <∞
}︁

и их соответствующие замкнутые подпространства

𝐻𝑣,0(𝐺) :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(𝐺) : lim

𝑧→𝜕𝐺

|𝑓(𝑧)|
𝑣(𝑧)

= 0
}︁
,

𝐵𝑣,0(𝐺) :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(𝐺) : lim

𝑧→𝜕𝐺

|𝑓 ′
(𝑧)|

𝑣(𝑧)
= 0

}︁
.

Здесь и далее для функции ℎ : 𝐺 → C запись lim
𝑧→𝜕𝐺

ℎ(𝑧) = 0 означает, что для любого 𝜀 > 0

имеется такой компакт 𝐾 в 𝐺, что |ℎ(𝑧)| ≤ 𝜀 при всех 𝑧 ∈ 𝐺 ∖𝐾.

Всюду далее будем предполагать, что 𝑋 — квазибанахово пространство, непрерывно вло-

женное в 𝐻(𝐺). При этом, при исследовании компактности дополнительно будем предполагать,

что 𝑋 — квазибанахово пространство, содержащее полиномы, такое что замкнутый единичный

шар 𝐵𝑋 в 𝑋 является компактным подмножеством 𝑋 с топологией равномерной сходимости 𝜏𝑢𝑐

на компактах.

Основополагающим для нашего исследования фактом является то, что для изучаемых

нами пространств голоморфных функций сопряженное пространство всегда нетривиально и

содержит, так называемые, дельта-функции 𝛿𝑧 : 𝑓 ↦→ 𝑓(𝑧) и их производные 𝛿′𝑧 : 𝑓 ↦→ 𝑓
′
(𝑧),

вычисляющие значение каждой функции 𝑓 и 𝑓 ′ , соответственно, в наперед заданной точке 𝑧 ∈

𝐺. Очевидно, что 𝛿𝑧 и 𝛿
′
𝑧 являются линейными непрерывными функционалами на 𝐻(𝐺) при
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любом 𝑧 ∈ 𝐺. Поэтому 𝛿𝑧 и 𝛿′𝑧 будут элементами 𝑋* для любого квазибанахова пространства 𝑋,

непрерывно вложенного в 𝐻(𝐺).

Решению поставленной задачи посвящены разделы 1.2 и 1.3 соответственно, а приведён-

ные в них результаты являются основными результатами настоящей работы.

Теорема 1.2.1. Пусть 𝑣 — вес на 𝐺. Линейный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝐻𝑣(𝐺) корректно

определён и ограничен тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: a) 𝛿𝑧 ∘ 𝑇 ∈

𝑋*,∀𝑧 ∈ 𝐺; б)

sup
𝑧∈𝐺

‖𝛿𝑧 ∘ 𝑇‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

В случае, когда 𝑇 : 𝑋 → 𝐻𝑣(𝐺) ограничен

‖𝑇‖𝐻𝑣 = sup
𝑧∈𝐺

‖𝛿𝑧 ∘ 𝑇‖*

𝑣(𝑧)
.

Теорема 1.2.3. Линейный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝐵𝑣(𝐺) корректно определён и ограничен

тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: a) 𝛿0 ∘ 𝑇 ∈ 𝑋*,∀𝑧 ∈ 𝐺; б) 𝛿′𝑧 ∘ 𝑇 ∈

𝑋*, ∀𝑧 ∈ 𝐺; в)

sup
𝑧∈𝐺

‖𝛿′𝑧 ∘ 𝑇‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

Если 𝑇 удовлетворяет перечисленным выше условиям a)-в), то норма оператора 𝑇 : 𝑋 → 𝐵𝑣(𝐺)

удовлетворяет оценке

‖𝑇‖𝐵𝑣 ≤ ‖𝛿0 ∘ 𝑇‖* + sup
𝑧∈𝐺

‖𝛿′𝑧 ∘ 𝑇‖*

𝑣(𝑧)
.

В подразделе 1.2.2 на основе этих результатов установлены критерии непрерывности ли-

нейных операторов, действующих из проективных и индуктивных пределов квазибанаховых

пространств голоморфных в области функций в аналогичные пределы весовых банаховых про-

странств таких же функций с sup-нормами.

В разделе 1.3 исследуется компактность абстрактных операторов, действующих из ква-

зибанаховых пространств в пространства с весовыми sup-нормами. Ниже приводятся основные

результаты этого раздела.

Теорема 1.3.2. Пусть 𝑣 — произвольный вес на 𝐺. Линейный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(𝐺)

компактен тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: а) 𝛿𝑧 ∘ 𝑇 ∈ 𝑋*,∀𝑧 ∈ 𝐺;

б)

lim
𝑧→𝜕𝐺

‖𝛿𝑧 ∘ 𝑇‖*

𝑣(𝑧)
= 0.
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Теорема 1.3.4. Пусть 𝑣 — произвольный вес на 𝐺. Линейный оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝐵𝑣,0(𝐺)

компактен тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: a) 𝛿′𝑧 ∘ 𝑇 ∈ 𝑋*,∀𝑧 ∈ 𝐺;

б)

lim
𝑧→𝜕𝐺

‖𝛿′𝑧 ∘ 𝑇‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

В разделе 1.4 исследуется оператор 𝑊𝑔,𝜙 весовой композиции

(𝑊𝑔,𝜙𝑓)(𝑧) = 𝑔(𝑧) · 𝑓(𝜙(𝑧)), 𝑔 ∈ 𝐻(𝐺), 𝑓, 𝜙 ∈ 𝐻(𝐺), 𝑧 ∈ 𝐺,

где 𝜙 ∈ 𝐻(𝐺) такова, что 𝜙(𝐺) ⊂ 𝐺 (класс таких функций обозначается через 𝑆(𝐺)).

Основными результатами раздела являются критерии непрерывности и компактности

этого оператора, являющиеся следствиями теорем 1.2.1, 1.2.3, 1.3.2, 1.3.4, соответственно.

Следствие 1.4.1. Пусть 𝑣 — вес на 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐻(𝐺), 𝜙 ∈ 𝑆(𝐺). Оператор весовой компози-

ции 𝑊𝑔,𝜙 : 𝑋 → 𝐻𝑣(𝐺) корректно определён и ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈𝐺

|𝑔(𝑧)|‖𝛿𝜙(𝑧)‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

В случае, когда 𝑊𝑔,𝜙 : 𝑋 → 𝐻𝑣(𝐺) ограничен,

‖𝑊𝑔,𝜙‖𝐻𝑣 = sup
𝑧∈𝐺

|𝑔(𝑧)|‖𝛿𝜙(𝑧)‖*

𝑣(𝑧)
.

Следствие 1.4.4. Пусть 𝑣 — вес на 𝐺, 𝜙 ∈ 𝑆(𝐺), 𝑔 ∈ 𝐻(𝐺). Оператор весовой композиции

𝑊𝑔,𝜙 : 𝑋 → 𝐵𝑣(𝐺) корректно определён и ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈𝐺

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝜙(𝑧)‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

Следствие 1.4.10. Пусть 𝑣 — произвольный вес на 𝐺, 𝜙 ∈ 𝑆(𝐺), 𝑔 ∈ 𝐻(𝐺). Оператор

весовой композиции 𝑊𝑔,𝜙 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(𝐺) компактен тогда и только тогда, когда

lim
𝑧→𝜕𝐺

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿𝜙(𝑧)‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

Следствие 1.4.14. Пусть 𝑣 — произвольный вес на 𝐺, 𝜙 ∈ 𝑆(𝐺), 𝑔 ∈ 𝐻(𝐺). Оператор

весовой композиции 𝑊𝑔,𝜙 : 𝑋 → 𝐵𝑣,0(𝐺) компактен тогда и только тогда, когда

lim
𝑧→𝜕𝐺

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝜙(𝑧)‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

Заметим, что если 𝑔(𝑧) ≡ 1 в 𝐺, то оператор 𝑊𝑔,𝜙 является оператором обычной компози-

ции и обозначается через 𝐶𝜙; таким образом, 𝐶𝜙 : 𝑓 ↦→ 𝑓(𝜙(𝑧)). Если же 𝑔 ∈ 𝐻(𝐺) фиксирована,
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а 𝜙(𝑧) ≡ 𝑧 в 𝐺, то 𝑊𝑔,𝜙 превращается в оператор умножения на 𝑔(𝑧) и обозначается через

𝑀𝑔, то есть 𝑀𝑔 : 𝑓 ↦→ 𝑔 · 𝑓 . Кроме того, представляет интерес его композиция с оператором

дифференцирования 𝐷 : 𝑓 ↦→ 𝑓
′ . Она определяет оператор (𝑀𝑔𝐷𝑓)(𝑧) = 𝑔(𝑧) · 𝑓 ′

(𝑧).

Критерии непрерывности и компактности указанных выше операторов 𝐶𝜙, 𝑀𝑔 и 𝑀𝑔𝐷

непосредственным образом вытекают из следствий 1.4.1, 1.4.4, 1.4.10 и 1.4.14. Приведём лишь

один результат из полученных, играющий существенную роль при исследовании интегральных

операторов в следующем разделе.

Предложение 1.4.13. Пусть 𝑣 — произвольный вес в C. Верны следующие утверждения:

(i) Оператор умножения 𝑀𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(C) компактен тогда и только тогда, когда

lim
|𝑧|→∞

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

(ii) Оператор 𝑀𝑔𝐷 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(C) компактен тогда и только тогда, когда

lim
|𝑧|→∞

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

В заключительной части настоящего раздела формулируется критерий непрерывности

оператора весовой композиции на индуктивном (проективном) пределе последовательности ква-

зибанаховых пространств — следствие 1.4.6.

В разделе 1.5 изучаются топологические свойства интегрального оператора Вольтерра

𝑇𝑔 : 𝑓 ↦→
∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑤)𝑔′(𝑤)𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝐺,

и его союзного

𝑆𝑔 : 𝑓 ↦→
∫︁ 𝑧

0

𝑓 ′(𝑤)𝑔(𝑤)𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝐺.

Для получения требуемых результатов используется идея представления оператора Вольтерра

в виде композиции операторов интегрирования и умножения, а его союзного — в виде компо-

зиции оператора интегрирования с композицией операторов умножения и дифференцирования.

В связи с этим формулируются имеющие самостоятельный интерес вспомогательные крите-

рии изоморфности дифференциального оператора, действующего между пространствами типа

𝐻𝑣(D) и 𝐻𝑣(C), соответственно.

Предложение 1.5.5. Пусть 𝑣 — log – выпуклый радиальный вес на D и 𝑤(𝑟) = 𝑣(𝑟)
1−𝑟 , 0 ≤

𝑟 < 1. Оператор 𝐷 : 𝐻0
𝑣 (D) → 𝐻𝑤(D) является изоморфизмом тогда и только тогда, когда

0 < lim inf
𝑟→1−

(1− 𝑟) · 𝑣′(𝑟)
𝑣(𝑟)

≤ lim sup
𝑟→1−

(1− 𝑟) · 𝑣′(𝑟)
𝑣(𝑟)

<∞. (1)
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Теорема 1.5.13. Пусть 𝑣 — log-выпуклый вес на C. Оператор дифференцирования 𝐷 :

𝐻0
𝑣 (C) → 𝐻𝑣(C) — изоморфизм тогда и только тогда, когда выполнено неравенство:

0 < lim inf
𝑟→∞

𝑣′(𝑟)

𝑣(𝑟)
≤ lim sup

𝑟→∞

𝑣′(𝑟)

𝑣(𝑟)
<∞. (2)

Основными результатами раздела, в случае пространств 𝐻𝑣, являются предложения 1.5.7

и 1.5.22.

Предложение 1.5.7. Пусть 𝑣 — радиальный log-выпуклый вес на D, для которого вы-

полнено условие (1). Справедливы следующие утверждения:

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣(D) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈D

(1− |𝑧|) · |𝑔′(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

(ii) Оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣(D) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈D

(1− |𝑧|) · |𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

Предложение 1.5.22. Пусть 𝑣 — радиальный log-выпуклый вес на D, для которого

выполнено условие (1).

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(D) компактен тогда и только тогда, когда

lim
|𝑧|→1

(1− |𝑧|) · |𝑔′(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

(ii) Оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(D) компактен тогда и только тогда, когда

lim
|𝑧|→1

(1− |𝑧|) · |𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

Также в настоящем разделе формулируются аналоги этих предложений для случая всей

комплексной плоскости — теоремы 1.5.14 и 1.5.24.

Теорема 1.5.14. Пусть 𝑣 — радиальный вес на C, для которого выполнено условие (2).

Справедливы следующие утверждения:

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣(C) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈C

|𝑔′(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
<∞.
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(ii) Оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣(C) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈C

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

Теорема 1.5.24. Пусть 𝑣 — радиальный log-выпуклый вес на C, удовлетворяющий усло-

вию (2). Справедливы следующие утверждения:

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(C) компактен тогда и только тогда, когда

lim
|𝑧|→∞

|𝑔′
(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

(ii) Оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐻𝑣,0(C) компактен тогда и только тогда, когда

lim
|𝑧|→∞

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

Далее, в предложениях 1.5.17 и 1.5.27 установлены аналогичные результаты для про-

странств типа Блоха.

Предложение 1.5.17. Пусть 𝑣 — радиальный вес на D. Справедливы следующие утвер-

ждения:

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐵𝑣(D) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈D

|𝑔′(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

(ii) Оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐵𝑣(D) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈D

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
<∞.

Предложение 1.5.27. Пусть 𝑣 — произвольный вес на D. Справедливы следующие

утверждения:

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐵𝑣,0(D) компактен тогда и только тогда, когда выполнено

условие:

lim
|𝑧|→1−

|𝑔′
(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.

(ii) Оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐵𝑣,0(D) компактен тогда и только тогда, выполнено условие:

lim
|𝑧|→1−

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

𝑣(𝑧)
= 0.
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Вторая глава выполняет связующую роль между первой и третьей. В ней вводятся

и рассматриваются пространства голоморфных и целых функций, к которым позднее будут

применены результаты, приведённые в главе 1. Подчёркивается, что для этих целей необходимо

знать нормы дельта-функции и её производной на указанных пространствах или хотя бы их

равномерные оценки. Именно, в качестве пространств аналитических функций, в разделе 2.1

вводятся пространства Бергмана

𝐴𝑝𝛼 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(D) : ‖𝑓‖𝑝

𝐴𝑝𝛼
:=

∫︁
D
|𝑓(𝑧)|𝑝 · (1− |𝑧|2)𝛼𝑑𝐴(𝑧)

}︁
, 𝛼 > −1, 0 < 𝑝 <∞;

Дирихле

𝐷𝑝
𝛼 :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐻(D) : ‖𝑓‖𝑝

𝐷𝑝𝛼
:= |𝑓(0)|𝑝 +

∫︁
D
|𝑓 ′

(𝑧)|𝑝 · (1− |𝑧|2)𝛼𝑑𝐴(𝑧)
}︁
, 𝛼 > −1, 0 < 𝑝 <∞,

здесь и выше 𝑑𝐴(𝑧), нормализованная мера Лебега в D, т.е. 𝑑𝐴(𝑧) = 1
𝜋
𝑑𝜆(𝑧), где 𝑑𝜆(𝑧) — мера

Лебега в плоскости;

Харди

𝐻𝑝 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(D) : ‖𝑓‖𝐻𝑝 := sup

0<𝑟<1

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒𝑝
𝑑𝜃

⎞⎠
1
𝑝}︁

и Дирихле-Харди

𝑆𝑝 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐻(D) : ‖𝑓‖𝑆𝑝 := |𝑓(0)|+ ‖𝑓 ′‖𝐻𝑝

}︁
, 0 < 𝑝 <∞.

При этом при 𝑝 ≥ 1 эти пространства банаховы, а в случае 0 < 𝑝 < 1 — квазибанаховы. В за-

ключительной части раздела 2.1 приводятся значения нормы дельта-функции и её производной

на указанных пространствах1.

Далее, в разделах 2.2 и 2.3 вводятся пространства целых функций — классическое и

обобщённое пространства Фока.

Пусть непрерывная функция 𝜓 : C → R такова, что

𝐴𝜓 :=

∫︁
C
𝑒−𝜓(𝑧)𝑑𝐴(𝑧) <∞, 𝜆𝜓 :=

1

𝐴𝜓
.

При каждом 0 < 𝑝 <∞ она задает обобщенное пространство Фока:

𝐹𝜓
𝑝 :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐻(C) : ‖𝑓‖𝐹𝜓𝑝 :=

(︁
𝜆𝜓

∫︁
C
|𝑓(𝑧)|𝑝 𝑒−𝜓(𝑧)𝑑𝐴(𝑧)

)︁ 1
𝑝
<∞

}︁
.

1Lin, Q. Order boundedness of weighted compostion operators on weighted Dirichlet spaces and derivative Hardy

spaces / Q. Lin, J. Liu, Y. Wu // Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin. — 2020. — Vol. 27, № 4. P. 627 — 637.
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В случае 𝑝 = ∞ полагаем 𝐹𝜓
∞ = 𝐻𝑒𝜓(C). При 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ пространство 𝐹𝜓

∞ является

банаховым, а при 0 < 𝑝 < 1 пространство 𝐹𝜓
𝑝 квазибанахово. Весу 𝜓(𝑧) = 𝛼𝑝

2
|𝑧|2, где 𝛼 > 0 (при

этом 𝜆𝜓 = 𝑝𝛼
2𝜋

), соответствует классическое пространство Фока 𝐹 2
𝛼.

В этом случае формулы для вычисления нормы дельта-функций известны лишь для клас-

сического пространства Фока2. Чтобы получить нужные оценки для обобщённых пространств

Фока, в разделе 2.3.2. вводится класс Ψ0 весов 𝜓, слабо растущих в среднем, то есть тех весов,

для которых существует такая постоянная 𝐶 > 0, что

𝐵𝜓(𝑧) :=
1

𝜋

∫︁
|𝜁|≤1

𝜓(𝑧 + 𝜁)𝑑𝐴(𝜁) ≤ 𝜓(𝑧) + 𝐶 для всех 𝑧 ∈ C.

Если, кроме того, вес 𝜓 (он у нас по условию непрерывен в C) из класса Ψ0 является

субгармонической функцией в C, то есть для любого 𝑟 > 0

𝜓(𝑧) ≤ 1

𝜋𝑟2

∫︁
|𝜁|≤𝑟

𝜓(𝑧 + 𝜁)𝑑𝐴(𝜁),

и, в частности,

𝜓(𝑧) ≤ 1

𝜋

∫︁
|𝜁|≤1

𝜓(𝑧 + 𝜁)𝑑𝐴(𝜁), ∀𝑧 ∈ C,

то существует такая постоянная 𝐶 > 0, что

𝜓(𝑧) ≤ 1

𝜋

∫︁
|𝜁|≤1

𝜓(𝑧 + 𝜁)𝑑𝐴(𝜁) ≤ 𝜓(𝑧) + 𝐶, ∀𝑧 ∈ C.

Веса, для которых выполняются приведённые выше условия, будем называть почти гармониче-

скими. Подчеркнём, что при наложении на такие веса некоторых дополнительных ограничений,

приведённых в лемме 2.3.7, имеется нужная оценка норм дельта-функций в пространствах Фока,

ими задаваемых.

Лемма 2.3.7. Пусть 𝜓(𝑟) — возрастающая непрерывная на [0,∞) функция, которая

является дважды дифференцируемой на [𝑟0,∞) при некотором 𝑟0 ≥ 0, и при этом, sup
𝑟≥𝑟0

𝜓
′′
(𝑟) <

∞. Тогда радиальная функция 𝜓(𝑧) = 𝜓(|𝑧|) при некотором 𝐶 > 0 удовлетворяет условию

∃𝐶 > 0 :
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝜓(𝑧 + 𝑒𝑖𝜃)𝑑𝜃 ≤ 𝜓(𝑧) + 𝐶, при всех 𝑧 ∈ C. (0.0.1)

В этом же разделе лемма 2.3.7 иллюстрируется на конкретных частных случаях весов,

порождающих пространства — функциях вида 𝛾|𝑧|𝑞, 0 < 𝑞 ≤ 2, и |𝑧|𝜌(|𝑧|), где 𝜌(𝑟) — некоторый

сильный уточнённый порядок с 𝜌 ≤ 2.
2Zhu, K. Analysis on Fock spaces. Graduate texts in Mathematics / K. Zhu. New York: Springer, 2012. — № 346.

— 263 p.
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Основными результатами раздела являются оценки сверху норм дельта-функции и её

производной на обобщённых пространствах Фока, задаваемых весами 𝜓 из класса Ψ0, удовле-

творяющими описанным выше условиям.

Предложение 2.3.9. Пусть 𝜓(𝑧) удовлетворяет всем условиям леммы 2.3.7 и является

субгармонической в C функцией. Тогда при любом 𝑝 ∈ (0,∞) имеем

‖𝛿𝑧‖*𝐹𝜓𝑝 ≤ 𝐴𝑒𝜓(𝑧) при всех 𝑧 ∈ C,

где 𝐴 — некоторая постоянная.

Лемма 2.3.15. Пусть 𝜓 ∈ Ψ0 — субаддитивный вес. Тогда

‖𝛿′𝑧‖*𝐹𝜓𝑝 ≤

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

(2𝜋𝜆𝜓)
1
𝑝
· 𝑒𝜓(2) · 𝑒𝜓(|𝑧|), 1 ≤ 𝑝 <∞

𝑒𝜓(1) · 𝑒𝜓(|𝑧|), 𝑝 = ∞.

Кроме того, в разделе 2.3 и подразделе 2.3.1, в леммах 2.3.13 и 2.3.17, устанавливаются

аналоги приведённых выше оценок для пространств, задаваемых весами вида 𝛾|𝑧|𝑞, 0 < 𝑞 ≤ 2,

и |𝑧|𝜌(|𝑧|), где 𝜌(𝑟) — некоторый сильный уточнённый порядок с 𝜌 ≤ 2.

В третьей главе рассмотрены приложения полученных в главе 1 абстрактных кри-

териев к пространствам голоморфных в единичном круге (пространства Бергмана, Харди, Ди-

рихле и Дирихле-Харди) и целых функций (классическое и обобщённое пространства Фока).

Основным требованием на веса, порождающие пространства, как и прежде, остаётся их ради-

альность.

В разделе 3.1 изучен вопрос о непрерывности и компактности интегральных операторов,

действующих из конкретных пространств аналитических функций в весовые пространства типа

𝐻𝑣(D) и 𝐵𝑣(D). Установленные в настоящем разделе критерии существенным образом опира-

ются на результаты, полученные в главах 1 и 2. Так, конкретные результаты мы получаем из

общих, приведённых в главе 1, путём замены нормы дельта-функции или её производной на аб-

страктном пространстве, формулой для её вычисления в конкретном пространстве. Именно, в

следствиях 3.1.1 и 3.1.2 формулируются критерии непрерывности в случае действия оператора

Вольтерра и его союзного в пространства 𝐻𝑣(D) и 𝐵𝑣(D), соответственно. В следствиях 3.1.3

и 3.1.4 устанавливаются критерии компактности указанных операторов в тех же самых про-

странствах.

В разделе 3.2 для композиционных и интегральных операторов, действующих в про-

странствах целых функций, получены достаточные условия их непрерывности и компактности.
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Для получения требуемых результатов используется тот же подход, что и при работе с про-

странствами голоморфных в D функций. Отдельное внимание в настоящем разделе уделяется

исследованию интегральных операторов, действующих в обобщённые пространства Фока.

Обозначим через 𝑇 семейство всех дифференцируемых функций 𝜏 : [0,∞) → (0,∞),

которые удовлетворяют следующим условиям:

(a) lim
𝑟→∞

𝜏(𝑟) = lim
𝑟→∞

𝜏 ′(𝑟) = 0;

(b) Либо при некотором 𝐶 > 0 функция 𝜏(𝑟) 𝑟𝐶 возрастает, либо

lim
𝑟→∞

𝜏 ′(𝑟) ln
1

𝜏(𝑟)
= 0.

Пусть, далее, 𝜓 : [0,∞) → [0,∞) — возрастающая функция класса 𝐶2 на [0,∞) такая, что

𝜓(𝑧) = 𝜓(|𝑧|), 𝑧 ∈ C, ее лапласиан ∆𝜓 положителен в C и ∃𝜏 ∈ 𝑇 : (∆𝜓(𝑧))−
1
2 ≃ 𝜏(|𝑧|), |𝑧| ≥ 1.

Класс всех функций 𝜓, обладающих указанными свойствами, будем обозначать символом ℐ.

Подчеркнём, что в изучении поставленного вопроса существенную роль играет критерий изо-

морфности дифференциального оператора, действующего между пространствами Фока общего

вида, установленный в лемме 3.2.5.

Лемма 3.2.5. Пусть 𝜓 ∈ ℐ. Положим 𝜑(𝑟) := 𝜓(𝑟) + ln(1 + 𝜓′(𝑟)), 𝑟 ∈ [0,∞). Тогда

оператор дифференцирования 𝐷 : 𝑓 ↦→ 𝑓
′ является изоморфизмом из 𝐹𝜓

∞,0 на 𝐹 𝜑
∞ , где 𝐹𝜓

∞,0 :=

{𝑓 ∈ 𝐹𝜓
∞ : 𝑓(0) = 0}.

Лемма 3.2.5 и предложение 2.3.9 позволяют установить условия непрерывности и ком-

пактности оператора Вольтерра и его союзного.

Предложение 3.2.6. Пусть 𝜓 ∈ ℐ.

(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐹𝜓
∞(C) ограничен тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈C

|𝑔′
(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

(1 + 𝜓′(|𝑧|)) 𝑒𝜓(𝑧)
<∞.

(ii) Для того чтобы оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐹𝜓
∞(C) был ограничен, достаточно, чтобы выполнялось

условие:

sup
𝑧∈C

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿′𝑧‖*

(1 + 𝜓′(|𝑧|)) 𝑒𝜓(𝑧)
<∞.

Предложение 3.2.12. Пусть 𝜓 ∈ ℐ. Справедливы следующие утверждения:
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(i) Оператор Вольтерра 𝑇𝑔 : 𝑋 → 𝐹𝜓
∞(C) компактен, если выполнено условие:

lim
|𝑧|→∞

|𝑔′
(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

(1 + 𝜓′(|𝑧|))𝑒𝜓(𝑧)
= 0.

(ii) Для того чтобы оператор 𝑆𝑔 : 𝑋 → 𝐹𝜓
∞(C) был компактен, достаточно, чтобы выполнялось

условие:

lim
|𝑧|→∞

|𝑔(𝑧)| · ‖𝛿𝑧‖*

(1 + 𝜓′(|𝑧|))𝑒𝜓(𝑧)
= 0.

В разделе 3.3 получены критерии непрерывности операторов умножения 𝑀𝑔 и его компо-

зиции с оператором дифференцирования на индуктивных и проективных пределах пространств

Харди, Бергмана и др.

В разделе 3.4. формулируются приложения установленных в главе 1 результатов к част-

ным случаям рассмотренных ранее интегральных операторов. Именно, в следствиях 3.4.4, 3.4.9,

3.4.11, 3.4.12 получены критерии непрерывности интегральных операторов Чезаро и Харди.
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