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ВВЕДЕНИЕ

Математическое описание сложных процессов различной природы реа-

лизуется с помощью нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, нелинейных уравнений в частных производных, функционально-диф-

ференциальных уравнений (ФДУ), а также нелинейных интегральных урав-

нений. Как раздел математики сформировалась и бурно развивается при-

кладная нелинейная динамика (ПНД) с широкими междисциплинарными

связями. В рамках ПНД исследуется поведение решений нелинейных урав-

нений с параметрами. Рассматриваются вопросы устойчивости, бифуркации

решений, возникновения неоднородных в пространстве структур, квазипе-

риодических решений и др. При этом используются различные теории, мето-

ды и алгоритмы.

Именно модели нелинейной оптики позволяют наблюдать богатый на-

бор систем, обладающих свойством самоорганизации, управление которыми

происходит путем воздействия на внутренние параметры системы и может

быть реализовано в реальных экспериментах в виде широкого спектра изме-

нений светового поля. Одной из таких систем является оптическое устрой-

ство, которое представляет собой некоторый специально устроенный внешний

контур, называемый "контуром обратной двумерной связи" [89], состоящий

из различных оптических устройств (линз, призм и др.) и тонкого слоя нели-

нейной среды.

Эксперименты М. А. Воронцова, В. Ю. Иванова, А. В. Ларичева [138]

показали, что воздействие внешнего контура обратной связи, которое выпол-

няется входящими в его состав оптическими устройствами, приводит к суще-

ственному видоизменению нелинейной динамики системы. Генерация слож-

ных пространственно-временных структур светового поля (автоволн, стацио-

нарных и движущихся структур, оптических вихрей и др.) может быть полу-

чена как результат использования достаточно простых преобразований: по-

ворота, сжатия, отражения пространственных аргументов.

Возобновление интереса к данным оптическим системам вызвано воз-



6

можностью использования оптических эффектов в информационных техно-

логиях, прежде всего с точки зрения создания устройств для обработки боль-

ших данных. В последнее время особый интерес вызывают оптические вихри

(винтовые дислокации волнового фронта), которые возникают, в частности,

в турбулентной атмосфере, через которую распространяется пучок лазерного

излучения. Поэтому анализ математических моделей, описывающих динами-

ку нелинейных оптических систем, которые обладают возможностью управ-

ления преобразованием пространственных аргументов с помощью устройств

в контуре обратной связи, является актуальным и с теоретической, и с прак-

тической точек зрения.

В зависимости от того, как реализуется воздействие контура обратной

связи, динамика оптической системы может быть описана либо обыкновен-

ным дифференциальным уравнением, либо параболическим ФДУ с преобра-

зованием пространственных переменных искомой функции [112,137], которое

может сопровождаться запаздыванием в системе [117,120,133]. В этом случае

управляемое изменение (фазовая модуляция) световой волны u(x, t), которая

в пределах области S ⊂ R2 проходит через тонкий слой нелинейной среды

керровского типа, представляется математической моделью

τ1
∂u(x, t)

∂t
= D△u(x, t)− u(x, t) +K(1 + γ cosQu(x, t)), (0.1)

где x ∈ S, t ≥ 0. Уравнение (0.1) дополняется краевыми условиями на гра-

нице области S и начальными условиями. Здесь △ — оператор Лапласа,

D > 0 — коэффициент диффузии,K > 0 — коэффициент, пропорциональный

интенсивности входного светового поля, γ ∈ (0, 1) — коэффициент обратной

связи» [90,112], Qu(x, t) = u(q(x), t), q(x) — гладкое обратимое преобразова-

ние пространственной переменной (например, отражение, поворот).

В диссертационной работе проводится бифуркационный анализ ФДУ па-

раболического типа (0.1) без запаздывания при τ1 = 1 в замкнутой области

S для случая круговой области (круг, кольцо, окружность (тонкое кольцо)),

бесконечной полосы и прямоугольной области, где в качестве преобразования

Q пространственных переменных искомой функции u(x, t) выбраны поворот
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на некоторый угол, радиальное сжатие или отражение c условием периодич-

ности и с краевыми условиями второго рода и косой производной на границе

∂S для полосы и прямоугольника.

Исследования ФДУ имеет большую историю, начиная с работ А. Д. Мыш-

киса [69], Р. Беллмана, К. Кука [22], классической работы Дж. Хейла [121],

цикла работ А. Л. Скубачевского и его учеников [97–101, 135], Е. М. Варфо-

ломеева [27,28], Л. Е. Россовского [92,93], А. Б. Муравника [79,80], С. А. Ка-

щенко [40, 122], А. В. Разгулина и его учеников [83–89, 134], А. Н. Куликова,

Д. А. Куликова [66, 67, 94], Е. П. Белана и его учеников [4–6, 8–10, 17–21, 45],

О.Б. Лыковой [14,15], и др.

Целью данной работы является выявление и описание условий, приводя-

щих к появлению в начально-краевой задаче для ФДУ (0.1) новых структур;

построение неоднородных в пространстве стационарных решений и периоди-

ческих по времени решений; нахождение их асимптотических представлений

с использованием метода центральных многообразий и согласованного с ним

метода Галеркина, а также бифуркационный анализ полученных решений

для круговых областей, бесконечной полосы и прямоугольника в зависимо-

сти от значений параметров — коэффициента диффузии (малый параметр)

и коэффициента нелинейности среды (большой параметр).

Достижение поставленной цели требует решения следующих задач:

1. На кольце, круге, окружности (тонком кольце), бесконечной полосе и

прямоугольнике описать в зависимости от значений бифуркационных

параметров условия возникновения и существования 2π-периодических

стационарных неоднородных в пространстве структур и периодических

по времени структур ФДУ параболического типа с преобразованием

пространственных переменных (оператором поворота, оператором сжа-

тия, оператором отражения) с краевыми условиями второго рода. Про-

вести бифуркационный анализ возникающих новых структур и иссле-

довать их устойчивость при варьировании значений бифуркационных

параметров.
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2. На кольце, круге, окружности (тонком кольце), бесконечной полосе и

прямоугольнике, используя метод центральных многообразий и согла-

сованный с ним метод Галеркина, в зависимости от значений пара-

метров получить асимптотическое представление неоднородных в про-

странстве стационарных структур, а также периодических по времени

структур, провести анализ их устойчивости и выполнить численные экс-

перименты.

3. Описать условия, при которых происходит возникновение в рассматри-

ваемой задаче на окружности метаустойчивых структур.

4. Показать существование и получить асимптотическую форму стацио-

нарных неоднородных в пространстве структур в задаче с косой произ-

водной для бесконечной полосы и для прямоугольника, возникающих

при изменении значений бифуркационных параметров.

Объект исследования — квазилинейные ФДУ параболического типа с

операторами преобразования пространственных переменных, дополненные

краевыми условиями Неймана или условиями с косой производной.

Предмет исследования — стационарные неоднородные в пространстве и

периодические по времени структуры, бифурцирующие при потере устойчи-

вости одного из однородных в пространстве решений параболического ФДУ

в пределах кольца, круга, окружности (тонкого кольца), полосы и прямо-

угольника с операторами поворота, радиального сжатия и отражения про-

странственных переменных, а также медленно меняющиеся (метаустойчивые)

структуры в уравнении на окружности.

Методы исследования. Для решения поставленных задач были исполь-

зованы методы функционального анализа, качественной теории дифферен-

циальных уравнений, теории устойчивости, теории бифуркаций и асимпто-

тические методы, в частности, метод центральных многообразий и метод Га-

леркина. Для проведения вычислительных экспериментов и визуализации ре-

зультатов использован пакет Wolfram Mathematica 11.3.
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Научная новизна. Проведен бифуркационный анализ начально-краевой

задачи для параболического ФДУ с преобразованием пространственных ар-

гументов (оператором поворота, оператором поворота и сжатия) на коль-

це, (оператором поворота) на круге и окружности, (оператором отражения)

на прямоугольнике, при условии что в качестве бифуркационного парамет-

ра рассматриваются коэффициент диффузии или коэффициент, пропорци-

ональный интенсивности входящего светового поля. Доказано существова-

ния неоднородных в пространстве стационарных структур и периодических

по времени структур. Исследованы форма и устойчивость неоднородных в

пространстве стационарных структур и периодических по времени структур

при непрерывном изменении бифуркационных параметров. Выявлены усло-

вия возникновения в параболическом ФДУ с оператором поворота простран-

ственной переменной на окружности медленно меняющихся структур.

Используя преобразования Лапласа и Фурье, получено интегральное пред-

ставление задачи с преобразованием инволюции на бесконечной полосе с кра-

евыми условиями с косой производной. Доказано существование и получена

асимптотическая форма решения задачи на прямоугольнике с преобразова-

нием инволюции на бесконечной полосе с краевыми условиями с косой про-

изводной и условием периодичности.

Разработаны алгоритмы проведения численных экспериментов для за-

дач, представленных в работе.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Результаты аналитического и численного бифуркационного анализа

начально-краевой задачи с условиями Неймана для параболического

ФДУ с преобразованием пространственных аргументов (оператором по-

ворота, оператором поворота и сжатия) на кольце, (оператором пово-

рота) на круге и окружности, при условии что в качестве бифуркаци-

онного параметра рассматриваются коэффициент диффузии или коэф-

фициент, пропорциональный интенсивности входящего светового поля.

Доказательство существования неоднородных в пространстве стацио-
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нарных структур и периодических по времени структур.

2. Построение асимптотической формы и результаты анализ устойчивости

неоднородных в пространстве стационарных структур и периодических

по времени структур при непрерывном изменении бифуркационных па-

раметров. Условия возникновения в задаче на окружности с оператором

поворота пространственной переменной медленно меняющихся струк-

тур и описание их динамики.

3. Результаты аналитического и численного анализа начально-краевой за-

дачи с условиями с косой производной для параболического ФДУ с пре-

образованием инволюции на полосе и на прямоугольнике, при условии

что в качестве бифуркационного параметра рассматриваются коэффи-

циент диффузии. Доказательство существования неоднородных в про-

странстве стационарных структур. Представление задачи на бесконеч-

ной полосе с краевыми условиями с косой производной в виде нелиней-

ного интегрального уравнения.

4. Доказательство существования и трехмодовая апроксимация решения

задачи на прямоугольнике с преобразованием инволюции и краевыми

условиями с косой производной и условием периодичности.

5. Результаты проведения численных экспериментов для задач, представ-

ленных в работе.

Теоретическая и практическая значимость работы. Исследование посвя-

щено изучению процессов структурообразования в начально-краевой задаче

для ФДУ параболического типа с преобразованием переменных. Работа име-

ет теоретическую направленность и может быть полезна для исследования

задач в области нелинейной оптики. Полученные результаты дополняют и

развивают теорию ФДУ параболического типа, могут быть использованы для

построения алгоритмов решения краевых задач, а также при исследовании

различных оптических эффектов, важных для развития информационных
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технологий, при планировании реальных экспериментов по нелинейной оп-

тике в специальных оптических системах с обратной связью.

Степень достоверности результатов. Степень достоверности результатов

проведенных исследований обеспечивается строгостью математических до-

казательств, использованием проверенного математического аппарата: мето-

дов функционального анализа, качественной теории полулинейных парабо-

лических дифференциальных уравнений, теории устойчивости, теории би-

фуркаций; метода центральных многообразий и метода Галеркина. Получен-

ные результаты согласуются с результатами других авторов: Е. П. Белана,

Е.М. Варфоломеева, А. Б.Муравника, А. В. Разгулина, А. С.Скубачевского,

Ю.А. Хазовой и др.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и об-

суждались на 23 международных, всероссийских и региональных конферен-

циях, что подтверждается опубликованием тезисов докладов [51]- [65].

Результаты исследования были представлены на семинарах кафедры диф-

ференциальных уравнений и геометрии, кафедры математического анали-

за Физико-технического института Крымского федерального университета

им. В. И. Вернадского и Института математики, механики и компьютерных

наук ЮФУ.

Благодарности. С чувством глубокой признательности автор посвяща-

ет данную работу памяти своего научного руководителя доктора физико-

математических наук профессора Евгения Петровича Белана, при актив-

ном участии которого были получены первые результаты, представленные

в диссертации. Автор также выражает благодарность научному руководите-

лю кандидату физико-математических наук доценту Владимиру Андреевичу

Лукьяненко, за ценные советы по продолжению работы и за внимательное

отношение к обсуждению проблем и результатов исследования.

Публикации и личный вклад автора. Основные результаты по теме дис-

сертации изложены в 22 печатных изданиях. Публикации полностью соот-

ветствуют теме диссертационного исследования и раскрывают её основные

положения. Научные статьи [46], [50], [125], [126] опубликованы в журналах
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из списка, рекомендованного диссертационным советом ЮФУ801.01.02 при

ФГАОУ ВО "Южный федеральный университет" . Научные статьи [46], [49],

[50], [125], [126] опубликованы в журналах,входящих в перечень ВАК и ин-

дексированных в МБД Scopus, Web of Science. Научные статьи [45], [47], [48]

индексированы в РИНЦ. Остальные научные статьи опубликованы в мате-

риалах и сборниках тезисов конференций.

Все результаты, изложенные в диссертации, получены автором самосто-

ятельно. Из совместных работ [48], [49], [50] в диссертацию включены только

результаты, полученные лично автором.

На базе Wolfram Mathematica 11.3 составлены и протестированы алго-

ритмы численных экспериментов и визуализации полученных результатов

для каждой задачи, представленной в диссертационном исследовании.

Работа поддержана Министерством науки и высшего образования Рос-

сийской Федерации, соглашение № 075–02-2023-1799.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-

тырех глав, заключения, списка иллюстраций, списка литературы и прило-

жения. Полный объем диссертации составляет 143 страницы с 21 рисунком.

Список литературы содержит 141 наименование.
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ГЛАВА 1. Начально-краевые задачи для нелинейного уравнения
параболического типа с преобразованием аргументов

1.1. Обзор основных результатов и методов

Базовые результаты в исследовании инвариантных многообразий для со-

стояний равновесия аналитических систем обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений седлового типа принадлежат А. Пуанкаре [82] и А.М. Ляпу-

нову [72], а также для случая гладких систем О. Перрону и Дж. Адамару.

Именно А.Пуанкаре впервые сформулировал принцип сведения, позво-

ляющий заменить систему дифференциальных уравнений большой размер-

ности интегральным многообразием решений малой размерности, сохраня-

ющим качественные свойства первоначальной задачи и притягивающим все

остальные интегральные кривые. Позднее Дж.Адамар доказал существова-

ние инвариантных многообразий, удовлетворяющих условию Липшица,

для случая гладких систем.

Идеи, высказанные А. Пуанкаре, получили развитие в работах

А. М. Ляпунова, которым было доказано, что во многих случаях анализ

устойчивости тривиального решения системы нелинейных дифференциаль-

ных уравнений можно свести к анализу устойчивости решения одного урав-

нения первого порядка. Результаты исследований А. Пуанкаре и А. Данжуа

для динамических систем на торе послужили основной теоретической базой

метода интегральных многообразий нелинейной механики, основы которого

были заложены Н. М. Крыловым и Н. Н. Боголюбовым в [25], а обоснование

проведено в 1945 году Н.Н. Боголюбовым [24].

Метод интегральных многообразий Н. Н. Боголюбова получил развитие

в работах Ю. А. Митропольского. В [26] Ю.А. Митропольский приводит обоб-

щение теоремы Н. Н. Боголюбова об усреднении уравнений, а в [75] прово-

дит изучение нестационарных процессов с применением метода интегральных

многообразий. О.Б. Лыковой [71] эти идеи применены для решения задачи

построения и исследования устойчивости локальных интегральных многооб-

разий в окрестности стационарной точки и цикла.
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Дальнейшее развитие метод интегральных многообразий получил в ра-

ботах Ю. Н.Бибикова [23], Ю. Л. Далецкого и М. Г.Крейна [35], Ю.А. Мит-

ропольского и О. Б. Лыковой [76], В. А.Плисса [81], А.М. Самойленко [96],

В. В. Стрыгина и В.С. Соболева [102], Д. Хенри [106], Дж. Хейла [107]. Зна-

чительное влияние на развитие теории центральных многообразий оказала

изданная в 1967 году работа А. Келли [70]. Д. Руэль и Ф.Такенс в фундамен-

тальной работе [95] успешно применили метод центральных многообразий

для анализа бифуркаций Пуанкаре-Андронова-Хопфа.

В 1976 году Дж.Марсден и М. Мак-Кракен [74] сформулировали и до-

казали общую теорему о центральном многообразии для отображений в ба-

наховом пространстве, а также установили возможность применения этой

теоремы к широкому классу параболических уравнений, включая уравнение

Навье-Стокса.

В 1981 году издана монография Д.Хенри [106], в которой для боль-

шого класса полулинейных параболических уравнений доказаны фундамен-

тальные теоремы об инвариантных и центральных многообразиях. Для об-

щего случая обоснован принцип сведения. В этом же году вышла работа

J.Carr [116] о методе центральных многообразий и его применении для би-

фуркационного анализа систем обыкновенных дифференциальных уравне-

ний. Метод центральных многообразий используется для проведения бифур-

кационного анализа в работах многих авторов, в частности, Дж. Гукенхеймера

и Ф. Холмеса [34], C.Уиггинса [140], Ю.А. Кузнецова [131], Б. Хэссарда,

Н.Казаринова, И. Вэна [108] и др.

Задачи, связанные с математическими моделями различных процессов в

физике, химии, биологии, экологии и др., могут приводить к системам с ма-

лой диффузией бесконечной размерности. Для решения указанных задач

Ю.С. Колесовым [42] был предложен асимптотический метод, основанный

на применении одночастотного метода Боголюбова-Митропольского. Даль-

нейшие исследования бифуркаций в задачах для уравнений параболического

типа с малым значением коэффициента диффузии представлены в работах

А.Б. Васильевой, С. А. Кащенко, Ю.С. Колесова и Н.Х. Розова [30].
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А.Ю. Колесовым и Н. Х. Розовым [41], Е. Ф.Мищенко, В. В.Садовничевым [77]

были сформулированы базовые положения об автоволновых процессах, про-

исходящих в нелинейных средах с малой диффузией, и разработаны новые

асимптотические методы их исследования.

Изучение явления структурообразования в оптических системах с дву-

мерной обратной связью, для которых характерен богатый набор самоорга-

низаций светового поля с возможностью управления данным явлением че-

рез изменение характеристик входного оптического сигнала или самой систе-

мы, приводит к параболическим ФДУ с преобразованием аргументов искомой

функции (0.1). Характерна оптическая система, состоящая из тонкого слоя

нелинейной среды керровского типа и по-разному организованной внешней

двумерной обратной связью. В зависимости от того, как реализуется обрат-

ная связь, рассматриваемые модели могут быть обыкновенным дифферен-

циальными уравнениями или параболическими ФДУ с преобразованием про-

странственных переменных искомой функции. Возможен более общий слу-

чай с учетом запаздывания в системе [117,120,133]. В этом случае ФДУ (0.1)

описывает фазовую модуляцию световой волны u(x, t), которая прошла через

область в границах области S ⊂ R2 тонкого слоя нелинейной среды керров-

ского типа. Уравнение дополняется краевыми условиями на границе ∂S, а

также начальными условиями при (x, t) ∈ S × [−τ, 0].
В результате экспериментальных исследований в оптических системах

с обратной связью и теоретического анализа их математических моделей

М.А. Воронцовым, Н. И.Железных [31,139] были обнаружены неоднородные

в пространстве стационарные структуры. В цикле работ С. А.Кащенко, E. В. Григорьевой,

H.Haken, A. Pelster (например, [40,122]) исследованы вопросы существования,

формы и устойчивости неоднородных в пространстве стационарных структур

в параболической задаче на окружности с малой диффузией и оператором

поворота пространственной переменной на угол близкий к рационально со-

измеримому с π.

Для случая задачи параболического типа с оператором отражения на от-

резке, симметричном относительно начала координат, в работе В.А. Чуш-
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кина, А. В. Разгулина [110] проведен анализ неоднородных в пространстве

стационарных режимов, которые возникают в результате потери устойчиво-

сти однородного в пространстве стационарного режима. Аналогичные вопро-

сы исследовались в работах М.А. Воронцова [32,33].

В работах С.А. Кащенко [40], А.В. Разгулина [84,86], Т. Е. Романенко [91]

исследовались периодические по времени решения типа бегущей волны, ко-

торые возникают в параболическом уравнении на окружности с оператором

поворота пространственной переменной. Проблемы описания асимптотиче-

ской формы и анализа устойчивости ротационных волн в параболическом

уравнении на круге с оператором поворота пространственной переменной ис-

следовались в работах А.В. Разгулина [85], Т. Е. Романенко [90], Е. П.Белана

и О.Б. Лыковой [14, 15]. В частности, Е.П. Беланом в [7, 40, 122] исследовано

взаимодействие периодических по времени решений, возникающих в пара-

болической задаче на окружности с оператором поворота пространственной

переменной в регулярном случае. Е. П.Беланом и О.Б. Лыковой [14, 15] ис-

следована бифуркация рождения вращающихся структур в параболическом

уравнении на круге с оператором поворота и радиального сжатия простран-

ственных аргументов. Близкие к рассматриваемым в диссертации задачи ис-

следовались в работах А. Н. Куликова и Д.А. Куликова [66,67,94].

А.Л. Скубачевским в [97–101, 135] исследованы бифуркации периодиче-

ских решений на гладкой произвольной области S с условиями Неймана и

гладким обратимым преобразованием q. В [97,135] описаны методы построе-

ния периодических решений.

Согласно работам Ю. С. Колесова, Н.Х. Розова [43], Е. Ф.Мищенко,

В.А. Садовничего, А. Ю.Колесова, Н.Х. Розова [77], Е. П. Белана [4, 6, 8, 21]

в параболической задаче с преобразованием пространственной переменной и

малой диффузией реализуется явление буферности бегущих волн, которое,

как показано в [8, 10], носит высокомодовый характер. В [10–12] строится

иерархия упрощенных моделей — галеркинских аппроксимаций.

Метод квазинормальных форм для параболического ФДУ с поворотом

для случая малой диффузии применен в [40, 122] для описания динамики
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бегущих волн и медленно меняющихся структур.

В параболических задачах с малой диффузией при выполнении опреде-

ленных условий наблюдаются медленно меняющиеся решения (так называе-

мые метаустойчивые структуры) [45,104]. Отметим, что фундаментальные ре-

зультаты по метаустойчивым структурам в параболической задаче на отрезке

с условием Неймана и малым коэффициентом диффузии получены J. Carr,

R. L. Pego [9], G. Fusco, J. K.Hale [121].

Е. П. Беланом в [13] приведены представления неоднородных в простран-

стве стационарных структур для прямоугольника с оператором отражения

одной из пространственных переменных.

В [90, 122, 137] показано, что на окружности в случае использования

оператора поворота пространственных аргументов в результате бифуркации

Андронова-Хопфа происходит рождение вращающихся волн, их взаимодей-

ствие на окружности изучалось в работах [7, 8]. Двумерные вращающиеся

волны в круге с оператором поворота рассматривались в [14].

Подобные модели возникают при исследовании мезомасштабных вихре-

вых структур (торнадо) [73] в активной среде и описываются системой нели-

нейных дифференциальных уравнений параболического типа

∂ui
∂t

= Di∆ui + fi(u1, u2, . . . , un), i = 1, 2, . . . , n. (1.1)

Для математического описания процесса образования вихревых структур в

работе [73] используется уравнение Навье-Стокса [136]. В уравнениях ти-

па (1.1) учитываются наличие неоднородностей, нелинейностей и значимых

параметров (коэффициента интенсивности входного сигнала, коэффициента

диффузии среды, коэффициента контрастности среды), типа преобразования

координат, области, вида краевых условий и др. Конкретные типы решений

получаются в результате выбора параметров входного излучения или пара-

метров оптической системы.

В диссертационной работе к системе уравнений (1.1) сводится уравнение

с оператором инволюции Q (n уравнений для Qn = I).

В работе [37] (продолжение работ [38, 112]) "рассматриваются процессы
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формирования фазовых пространственных структур в поперечном сечении

когерентного светового пучка в нелинейной оптической системе с простран-

ственно распределенной обратной связью — нелинейном кольцевом резона-

торе (используется тонкий слой нелинейной среды керровского типа). Вза-

имодействие световой волны с нелинейной средой учитывает диффузию и

дифракцию при распространении волны в резонаторе" [37]. Динамика нели-

нейной фазовой модуляции u(r, t) описывается системой уравнений (анало-

гичных рассматриваемым в данной работе)

τ0
∂u(r, t)

∂t
+ u(r, t) = D∆u(r, t) +K|A(r, z = 0, t)|2, (1.2)

A(r, z = 0, t+ tr) =
√
1−RAin(r)+

+R exp[iφ0] exp[iL∆]A(r, t = 0) exp[in(r1t)],
(1.3)

−2ik0
∂A(r, z, t)

∂z
= ∆A(r, z, t). (1.4)

"Здесь r = (x, y) — радиус-вектор в поперечном сечении светового поля; z —

продольная координата; t — время; τ0 — характерное время релаксации нели-

нейности; ∆ — лапласиан по переменным (x, y), описывающий диффузион-

ный процесс в нелинейной среде; D — нормированный коэффициент диффу-

зии; K — коэффициент нелинейности среды; |A(r, z = 0, t)|2 — интенсивность

светового поля, попадающего в нелинейную среду; A(r, z, t) — комплексная

медленно меняющаяся амплитуда светового поля внутри резонатора; R — ко-

эффициент отражения зеркал по интенсивности; tr — время распространения

поля в резонаторе; Ain(r) — комплексная амплитуда входной световой вол-

ны; φ0 — постоянный фазовый сдвиг световой волны; L — длина резонатора

(нормированная на дифракционную длину); k0 = 2π/λ — волновое число; l —

толщина слоя нелинейной среды [37]. При допущениях l ≪ L, tr = L/c ≪ τ0

"медленной нелинейности" уравнение (1.2) является упрощенным вариантом

уравнения Икеды" [123].

Однородным в пространстве стационарным решением системы (1.2)–(1.4),

в окрестности которого проводится линеаризация исходных уравнений, явля-
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ется решение определяемое равенством

us =
(1−R)KI0

1 +R2 − 2R cos(us + φ0)
,

где us = K|As|2, I0 = |Ain|2. Проведенные вычислительные эксперименты

продемонстрировали богатую динамику исследуемой системы: формируют-

ся сложные поперечные структуры (flower like — структуры), динамические

фазовые пространственные структуры типа ролла и гексагона, возникающие

в результате конкуренции нелинейных мод в резонаторе, а также сложные

фазовые структуры, формирующиеся в результате кооперативной динамики

нелинейных мод.

В работах Н. А. Куликова, Д.А. Куликова [67, 68, 130] и А. М.Ковале-

вой [129] рассматриваются математические модели процесса формирования

рельефа на поверхности пластины под воздействием потока ионов, описыва-

емые уравнениями

∂u

∂t
= d

∂2u

∂x2
+ hc

∂w

∂x
+ hb1

(
∂w

∂x

)2

+ hb2

(
∂w

∂x

)3

,

где u = u(t, x), w = u(t, x+ h), h, c, b1, b2 ∈ R, |h| ≪ 1 при условии, что h ̸= 0,

b21 + b21 ̸= 0. Используя метод центральных инвариантных многообразий и ап-

парат теории нормальных форм, строятся неоднородные в пространстве ре-

шения и проводится анализ их устойчивости.

Известно, что дифференциальные уравнения в частных производных па-

раболического типа могут описывать временные и пространственные зако-

номерности распространения информации в онлайновых социальных сетях.

Исследования неавтономной диффузионной модели с граничными услови-

ями Дирихле, описывающей процесс распространения информации в соци-

альных сетях, проводилось Б. Ду, К. Лианом и К. Ченгом [119]. Постро-

ив верхнее и нижнее решения, получено описание динамики поведения ре-

шения неавтономной диффузионной логистической модели. Показано, что

на распространение информации сильно влияют коэффициент диффузии и

собственная скорость роста. Логические модели рассматривались в работах

В. Г.Цибулина ().
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Динамика решений, рассматриваемых задач, зависит от краевых усло-

вий. Как правило, исследуются краевые краевые задачи с условиями Нейма-

на. В работах [132], [118] показано, что краевые условия с косой (наклонной)

производной позволяют моделировать спиральные волны, которые возника-

ют в процессах различной природы, в частности, в нелинейных оптических

системах [113], [141].

В работах [44] приводится решение краевой задачи с косой производной

для уравнения эллиптико-гиперболического типа Лаврентьева – Бицадзе в

области, состоящей из верхней полуплоскости (где уравнение эллиптическое)

и прилегающей полосы (где уравнение гиперболическое). На прямой, огра-

ничивающей полосу, задана наклонная производная, а на границе раздела

полосы и полуплоскости решения сопрягаются краевыми условиями четвер-

того рода. В результате получено сингулярное интегральное уравнение, ко-

торое сводится к краевой задаче Римана со сдвигом [124].

Вопросам существования и устойчивости спиральных волн в модель-

ном ФДУ диффузии с запаздыванием, описывающем динамику нелинейно-

оптической системы с контуром обратной связи в тонком кольцевом про-

странстве с граничными условиями с косой производной, посвящены рабо-

ты [114], [115].

Задача нахождения гармонической функции в области, являющейся чет-

вертью круга, с наклонной производной на части границы приводится в [78].

Показано существование и единственность линейно независимого нетриви-

ального решения и получено его представление.

Таким образом, задача моделирования явлений структурообразования

в начально-краевых задачах ФДУ параболического типа, проявляющихся в

экспериментах, таких как бегущие (вращающиеся) волны, актуальна и далека

от завершения. Здесь существенную роль играют форма области, парамет-

ры задачи, организация обратной связи, краевые условия и др. Исследование

таких задач актуально, как с точки зрения теории нелинейных ФДУ парабо-

лического типа, так и в связи с разнообразными приложениями в нелинейной

оптике.



21

1.2. Общая постановка задач для уравнений с преобразованием
переменных

Рассмотрим ФДУ параболического типа:

∂u

∂t
= D∆u− u+ f(Qu), t ≥ 0, D > 0, (1.5)

которым определяется фазовая модуляция световой волны u(x, t), прошед-

шая тонкий слой нелинейной среды керровского типа в оптической системе

в контуре обратной связи [1, 89] в пределах апертуры S ⊂ R2, с условия-

ми на границе ∂S, начальным условием и условием 2π-периодичности. Из

физической постановки задачи следует, что f(Qu) = K(1 + γ cosQu), где в

качестве оператора Q для круговых областей выбраны либо оператор инво-

люции Q = Qh, обладающий свойством Qp = I [39], p ∈ N, либо комбинация

операторов поворота и радиального сжатия; для полосы и прямоугольника —

оператор отражения относительно одного из пространственных аргументов.

В отличии от многих исследователей в работе биффуркационными па-

раметрами являются либо коэффициент диффузии D, либо одновременно D

и коэффициент пропорциональности интенсивности светового потока K.

В качестве области S рассматриваются:

1) кольцо S = Sr = {(r, θ)| 0 < r1 ≤ r ≤ r2; 0 ≤ θ ≤ 2π};
2) круг (r1 = 0, r2 = r0) S = Sc = {(r, θ)| 0 ≤ r ≤ r0; 0 ≤ θ ≤ 2π};
3) окружность (узкое кольцо, r2 − r1 = δ << 1)

S = S1 = {(r, θ)| 0 < r1 ≤ r ≤ r2; r2 − r1 = δ << 1, 0 ≤ θ ≤ 2π};

4) полоса S = Sl =
{
(x, y)| x ∈ R, |y| < l;

5) прямоугольник S = Sd =
{
(x, y)| |x| < d, |y| < l

}
.

Для круговых областей ∆u =
∂2u

∂r2
+
1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
— оператор Лапласа в

полярной системе координат. Для всех указанных круговых областей реше-

ние u(r, θ, t) удовлетворяет условию периодичности u(r, θ + 2π, t) = u(r, θ, t).

Для круга и кольца оператор Q может совмещать преобразование и ради-

альной, и угловой координат q(r, θ) = (κr, θ + h), 0 < κ < 1, 0 < h < 2π, т. е.
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операторы сжатия и поворота. Для окружности оператор Q представляет

собой преобразование только угловой координаты q(θ) = (θ + h) — оператор

поворота. Если рассматривается Qu = Qhu = u(r, θ+h, t) — оператор поворо-

та на угол h =
2π

p
(p ∈ N), то оператор Qh является оператором инволюции

Qp = I [39]. В уравнении (1.5) для бесконечной полосы и прямоугольника —

преобразование Qu = Qhu = u(−x, y, t), Q2
h = I.

При исследовании задачи (1.5) для кольца и круга используются функ-

циональные пространства:H = H(S) = Lr
2(S) — пространства функций из L2(S),

квадратично интегрируемых с весом r, со скалярным произведением и нор-

мой, соответственно,

< u, v >H=

2π∫
0

r2∫
r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, ∥u∥2H =

2π∫
0

r2∫
r1

|u(r, θ)|2rdrdθ,

здесь < ∗, ∗ > — скалярное произведение в гильбертовом пространстве H;

функциональное пространствоH2 — пространство Соболева комплекснознач-

ных функций двух вещественных переменных со скалярным произведением

и нормой [84], соответственно,

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)1/2u, (−∆)1/2v >H , ∥u∥2H2 =< u, u >H2 .

Шкалу пространств, порожденную оператором −∆ с учетом краевых

условий обозначим Hs, s ∈ Z+. Норма в пространстве Hs, определяется фор-

мулой ∥u∥2s =< (−∆)su, u > + < u, u >.

Скалярное произведение в пространстве Соболева Hm(S) функций, из-

меримых на S, определим равенством

⟨u, v⟩m =
1

π

∑
0≤|α|≤m

∫
S

∂αu(x)∂αv(x)dx,

где α = (α1, α2) ∈ Z+, ∂
α = ∂α1

1 ∂
α2

2 , |α| = α1+α2. Норма в Hm(S) определяет-

ся стандартным образом. Пространство Hm = Hm(S)
∩ {∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂S

= 0

}
явля-

ется пополнением пространства бесконечно дифференцируемых на S функ-

ций, удовлетворяющих краевому условию по норме || · ||m.
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Обозначим H−1 — пространство, сопряженное пространству H1. Норма

в этом пространстве определяется равенством

∥u∥−1 = sup

{
⟨u, v⟩
∥v∥1

(
v ∈ H1, v ̸= 0

)}
.

По теореме Соболева имеют место непрерывные вложения H1 ⊂ H ⊂ H−1.

Пусть B — банахово пространство, C(B) — банахово пространство непре-

рывных и ограниченных на вещественной оси функций, принимающих зна-

чения из пространства B. Определим норму в этом пространстве равенством

∥u∥C(B) = sup
t∈R

∥u∥B. В банаховом пространстве M 2(B) измеримых функций

u : R → B определим норму ∥u∥M2(B) =

(
sup
t∈R

1∫
0

∥u(t+ s)∥2Bds
)1/2

. Введем

пространство U = C(B)
∩
M 2(B) с нормой ∥u∥ = ∥u∥C(H) + ∥u∥M2(H1).

Оператор Q : H → H, Q : H1 → H1 в правой части уравнения (1.5), яв-

ляется линейным и ограниченным и ∥Q∥Hom(H) = κ−1.

На основании работы [3] следует утверждение.

Теорема 1.1. Пусть T > 0. Начально-краевая задача (1.5) с начальным

условием u(r, θ, 0) = u0(r, θ) ∈ H имеет единственное решение u(r, θ, t), при-

надлежащее пространству L∞(H, [0, T ])
∩
L2(H

1, [0, T ]).

В задаче (1.5) выбрано фазовое пространство H1.

Корректность начально-краевой задачи (1.5) доказана в [111], для кольца

Sr и окружности S1 доказательство аналогично. Легко показать, что если

u(r, θ, t) решение этой задачи, то функция u(r, θ + α, t), где 0 ≤ α ≤ 2π,

также решение (1.5), т. е. задача (1.5) S1-эквивариантна.

Покажем существование, исследуем асимптотическую форму и проведем

анализ устойчивости решений начально-краевой задачи (1.5), которые бифур-

цируют из однородного в пространстве состояния равновесия, определяемого

уравнением

w = K(1 + γ cosw). (1.6)

Известно, что указанная задача в зависимости от вида преобразования

Q обладает богатым набором бифурцирующих структур. Согласно [41, 77]
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при увеличении значения параметра K происходит рост числа корней урав-

нения (1.6), которые существуют одновременно, причем состав их постоян-

но обновляется. Зафиксируем непрерывную ветвь решений уравнения (1.6)

w = w(K), удовлетворяющую следующему условию.

Условие 1.1. Уравнение (1.6) при K = K̂ имеет такое решение w = ŵ,

что 1 + K̂γ sin ŵ ̸= 0.

Выполнение условия 1.1, по теореме о неявной функции, обеспечивает су-

ществование в окрестности точки K̂ аналитической функции w(ν) = w(K̂ + ν),

w(0) = ŵ, w′(0) =
1 + γ cos ŵ

1 + K̂γ sin ŵ
, удовлетворяющей уравнению (1.6) при

K = K̂ + ν.

Имеет место следующее утверждение, позволяющее рассматривать раз-

личные модельные уравнения задачи (1.5).

Лемма 1.1. Пусть w = w(x, t), x ∈ S — какое-либо решение уравне-

ния (1.5), обозначим u = w+v, где v = v(x, t) — новая неизвестная функция.

Тогда относительно v получим уравнение

∂v

∂t
+ v = D∆v −Kγ sinQw ·Qv + f(Qv,Qw), (1.7)

где

f(Qv,Qw) = Kγ

[
cosQw

(
− (Qv)2

2!
+

(Qv)4

4!
− . . .

)
−

− sinQw

(
− (Qv)3

3!
+

(Qv)5

5!
− . . .

)]
, v ∈ H.

Доказательство. Действительно, так как

cos(w + v) = cosw(cos v − 1)− sinw sin v + cosw,

то выражение K [1 + γ cosQu] примет вид:

K
[
1 + γ cosQu

]
= K

[
1 + γ cosQ(w + v)

]
=

= K
[
1 + γ(cosQw(cosQv − 1)− sinQw sinQv + cosQw)

]
=

= K
[
1 + γ cosQw

]
−Kγ sinQw ·Qv + f(Qw,Qv).

В предположении, что исследуются малые решения v в окрестности из-
вестной функции w, сохраняя несколько членов разложения функций f(Qw,Qv)
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в ряд по степеням v, получим ряд модельных задач. Действительно, учиты-
вая разложение cos v и sin v по степеням v, разложение нелинейной функции
f(Qv,Qw) в ряд по степеням v начинается с v2 и f(0, Qw) = 0 :

f(Qv,Qw) = Kγ
[
cosQw

(
− (Qv)2

2!
+

(Qv)4

4!
− (Qv)6

6!
+ . . .+

+(−1)n−1 (Qv)
2(n−1)

(2(n− 1))!
+ . . .

)
−

− sinQw
(
− (Qv)3

3!
+

(Qv)5

5!
− (Qv)7

7!
+ . . .+ (−1)n−1 (Qv)

2n−1

(2n− 1)!
+ . . .

)
.

Далее будем рассматривать одно из модельных уравнений задачи (1.5):

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv + ΩQv2 − Λ

6
Qv3 + . . . , x ∈ S, t ≥ 0 (1.8)

Λ = −Kγ sinw, Ω =
Kγ cosw

2
, (1.9)

с условием Неймана или условием с косой производной на границе, началь-

ным условием и условием периодичности. Здесь и далее многоточие означает

те слагаемые, которые имеют более высокий порядок малости чем v3.

При различных значениях параметров D и K уравнения (1.5) рассмат-

риваются вопросы существования, формы и устойчивости неоднородных в

пространстве стационарных решений и периодических по времени решений

типа бегущей волны, бифурцирующих от одного из решений u(x, t) = w,

определяемых уравнением (1.6).

Наиболее общей является задача для кольца Sr(r1 ≤ r ≤ r2, 0 ≤ φ ≤ 2π).

Набор круговых областей позволяет конкретизировать структуру решений и

получать приближенные решения характерные для конкретных областей.

1.3. Частные случаи решений

На примере кольца рассмотрим частные решения задачи, зависящие от

конкретных аргументов. Рассмотрим линеаризацию уравнения (1.8) в зави-

симости от предположений о решении w.
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1. Решение постоянное. Пусть w = const — однородное в пространстве

решение (1.8), которое определяется равенством (1.6). Число решений урав-

нения (1.6) зависит от параметров K и γ. При возрастании значения K про-

исходит увеличение числа решений. В пакете Wolfram Mathematica 11.3 по-

строена бифуркационная диаграмма для (1.6) (см. рисунок 1.1), из которой

видно, как возрастает число решений уравнения (1.6).

2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Рис. 1.1: Бифуркационная диаграмма решений уравнения (1.6).

Далее, через W0 будем обозначать класс однородных в пространстве ста-

ционарных решений w уравнения (1.8), определяемых равенством (1.6), W1 —

класс неоднородных в пространстве стационарных решений w

уравнения (1.8).

2. Решение, зависящее только от времени w = w(t), определяется урав-

нением
∂w

∂t
+ w = K(1 + γ cosw), которое можно записать в виде

w∫
w0

ds

K (1 + γ cos s)− s
= t+ C. (1.10)

При t = 0 значение u(r, θ, 0) = u0(r, θ), но так как u = w(t) не зависит от r

и θ, то w(0) = const = w0, т. е. C = 0. На рисунке 1.2 представлены решения

уравнения (1.10) при γ = 0, 5 и различных значений K.

3. Решение зависит только от угловой координаты w = w(θ). Получаем

обыкновенное нелинейное ФДУ второго порядка

Dw′′(θ)− w(θ) +K(1 + γ cosQw(θ)) = 0 (1.11)
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Рис. 1.2: Решения u = w(t) при фиксированном значении γ = 0, 5 и различных значениях
параметра K.

с условием периодичности w(θ + 2π) = w(θ).

Решение уравнения (1.11) в зависимости от оператора Q может быть све-

дено к равносильной системе обыкновенных дифференциальных уравнений.

В частности, при p = 2 получим Q2w(θ) = w(θ). Обозначив w(θ) = w0(θ),

Qw(θ) = Qw0(θ) = w1(θ), Q
2w(θ) = w0(θ), перейдем к системе дифференци-

альных уравнений второго порядка:

w′′
0(θ) = D−1 (w0(θ)−K(1 + γ cosw1(θ))) ,

w′′
1(θ) = D−1 (w1(θ)−K(1 + γ cosw0(θ))) .

Обозначим w′
0(θ) = v0(θ), w′′

0(θ) = v′0(θ), w′
1(θ) = v1(θ), w′′

1(θ) = v′1(θ),

тогда (аналог системы (1.5))

w′
0(θ) = v0(θ), v′0(θ) = D−1(w0(θ)−K(1 + γ cosw1(θ))),

w′
1(θ) = v1(θ), v′1(θ) = D−1(w1(θ)−K(1 + γ cosw0(θ))).

(1.12)

Стационарные точки системы (1.12) в плоскости переменных w0, w1 опре-

деляются равенствами

w0(θ) = K(1 + γ cosw1(θ)), w1(θ) = K(1 + γ cosw0(θ)). (1.13)

На рисунке 1.3а) для γ = 0.5 и K = 1, 2, 3, 4, 5 особые точки систе-

мы (1.13) представляют собой точки пересечения симметричных относитель-

но прямой w0 = W1 линий (сплошной и пунктирной линий). На рисунке 1.3b)
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изображен фазовый портрет системы (1.13) при γ = 0.5, K = 10. Систе-

ма (1.13) при w0(θ) = w1(θ) имеет те же решения, что и (1.6).

0 2 4 6 8
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4

6

8

w0

w
1

γ =0.5

а)

0 5 10 15

0

5

10

15

w0
w
1

γ =0.5, K=10

b)

Рис. 1.3: (а) Решения (1.13) при K = 1, 2, 3, 4, 5; (б) фазовый портрет системы (1.13) при
γ = 0.5, K = 10.

Аналогично, можно провести исследования для других p.

4. Решение зависит только от радиальной координаты r. В этом случае

∆w =
d2w

dr2
+

1

r

dw

dr
и приходим к обыкновенному дифференциальному урав-

нению второго порядка

d2w

dr2
+

1

r

dw

dr
− 1

D
w +

K

D
(1 + γ cosw) = 0, r1 < r < r2, (1.14)

например, c краевыми условиями первого, второго и третьего рода.

На рисунке 1.4 представлены приближенные решения уравнения (1.14)

с начальным условием w(0) = 1 при γ = 0, 5 и различных значениях па-

раметра K. Обозначив
dw

dr
= V,

d2w

dr2
=

dV

dr
, получим следующую систему

дифференциальных уравнений

w′ = V, V ′ = −1

r
V +

1

D
w − K

D
(1 + γ cosw). (1.15)

Точки равновесия определяются равенством w = K(1 + γ cosw), т. е. усло-

вием 1.1. Фазовые траектории (1.15) в окрестности точек равновесия систе-



29

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

1

2

3

4

5

r

w
(r
)

=0.5

Рис. 1.4: Решения u = w(r) при фиксированном значении γ = 0, 5 и различных значениях
параметра K.

мы (1.15) определяются уравнением

dV

dw
= −1

r
+

1

D
· w −K(1 + γ cosw)

V
.

5. Решение зависит только от пространственных переменных r и θ :

w = w(r, θ) : w = D∆w +K(1 + γ cosQhw) – возникает при решении задачи

Штурма-Лиувилля для линейного уравнения
∂v

∂t
+v = D∆v−(Kγ sinQhw)Qhv.

Этот случай более подробно будет рассмотрен в разделе 2.

Выводы к главе 1

Изучение явлений структурообразования в оптической системе, состоя-

щей из тонкого слоя нелинейной среды керровского типа и различным обра-

зом организованного внешнего контура двумерной обратной связи, управле-

ние динамикой которой производится за счет изменения параметров оптиче-

ского сигнала на входе или параметров самой системы, описываемые парабо-

лическими ФДУ с преобразованием аргументов искомой функции, актуально

и имеет богатую историю исследований. Возобновление интереса к дальней-

шим научным изысканиям в данной области связано, прежде всего, с пер-

спективой их использования в области обработки данных в компьютерных

технологиях. Наиболее востребованы задачи с краевыми условиями первого

или второго рода.
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Выделена характерная математическая формализованная модель с нели-

нейностью до третьего порядка, которая исследуется в следующих главах и

представляет собой начально-краевую задачу с условиями Неймана или усло-

вием с косой производной на границе и условием периодичности для ФДУ

параболического типа с преобразованиями поворота и радиального сжатия

на кольце, поворота на круге и окружности, с условием с косой производной

на полосе и прямоугольнике.

В зависимости решения от переменных приводятся частные случаи за-

дач.
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ГЛАВА 2. Задача на кольце с операторами поворота и радиального сжатия

В данной главе рассматривается ФДУ на кольце S = Sr =

= {(r, θ)|0 < r1 ≤ r ≤ r2; 0 ≤ θ < 2π}, в частности, с оператором инволюции

Q = Qh : Qp = I, p ∈ N [39] в контуре обратной связи [1, 89]

∂u

∂t
+ u = D∆u+K(1 + γ cosQhu), x ∈ Sr, t ≥ 0, (2.1)

где u = u (r, θ, t), Qhu = u(r, θ + h, t) — оператор поворота на угол h, напри-

мер, для h = 2π/p (p ∈ N), с условиями первого, второго или третьего рода

на границе в зависимости от параметров a1, a2, b1, b2

a1
∂u(r1, θ, t)

∂r
+ b1u(r1, θ, t) = g̃1(θ, t),

a2
∂u(r2, θ, t)

∂r
− b2u(r2, θ, t) = g̃2(θ, t),

(2.2)

начальным условием

u (r, θ, 0) = u0 (r, θ) , (2.3)

условием 2π-периодичности

u (r, θ + 2π, t) = u (r, θ, t) . (2.4)

Здесь ∆u — оператор Лапласа в полярной системе координат, D > 0, K > 0,

γ (0 < γ < 1).

Пусть w = w(r, θ, t) — одно из решений задачи (2.1)–(2.4). Представим

u = w + v, где v = v(r, θ, t) — новая неизвестная функция. Тогда уравне-

ние (2.1) относительно v примет вид

∂v

∂t
+ v = D∆v −Kγ sinQhw ·Qhv + f(Qhv,Qhw), (2.5)

где f(Qhv,Qhw) = Kγ (cosQhw(cosQhv − 1)− sinQhw(sinQhv −Qhv)). Рас-

смотрим данную задачу c условиями Неймана на границе при a1 = a2 = 1,

b1 = b2 = 0 в (2.2)

∂v(r1, θ, t)

∂r
= g1(θ, t),

∂v(r2, θ, t)

∂r
= g2(θ, t), (2.6)
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начальным условием v (r, θ, 0) = v0(r, θ) и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) .

Ставится задача получения асимптотического представления для стаци-

онарного решения их класса W1 и периодического по времени решения, ко-

торые возникают при потере устойчивости стационарного решения их класса

W0, определяемого условием 1.1, а также проведения анализа их устойчиво-

сти.

2.1. Линейная задача для кольца

Запишем уравнении (2.5) в виде (подчеркнём зависимость от параметров

D и K):
∂v

∂t
= L(D,K)v +N(Qhv), (2.7)

где L(D,K) = D∆v − v −Kγ sinwQhv, N(Qhv) = f(Qhv, w).

Согласно лемме 3.1 [97], оператор L(D,K) в пространстве H с областью

определения H2 имеет компактную резольвенту и, следовательно, дискрет-

ный спектр. Обозначим λn, n = 1, 2, ... — собственные значения оператора

L(D,K).

В работе автора [125], используя метод разделения переменных, для опе-

ратора L(D,K), действующего в пространствеH(Sr) с областью определения

H2 (Sr), доказана лемма.

Лемма 2.1. Оператор L(D,K) на кольце Sr имеет полную в H(Sr) орто-

нормированную систему собственных функций

ψn,m(r, θ) = R(λn,mr) exp[inθ] = Rn,m(r) exp[inθ],

где

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2n,m + Λexp[inh])ψn,m(r, θ),

Rn,m(r) = Jn (λn,mr) · Y ′
n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′

n (λn,mr1) ,

R̃n,m(r) =
Rn,m(r)

||Rn,m(r)||
,
(
R̃n,m, R̃n,m

)
= 1, n ∈ Z, m ∈ N.

(2.8)
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Здесь Jn, Yn функции Бесселя первого и второго рода соответственно, поряд-

ка n,

Jn(x) =
(x
2

)n
· ψ̃n(x), где ψ̃n(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k + 1) · Γ(n+ k + 1)

(x
2

)2k
,

Yn(x) = lim
α→n

(
ctg πα · Jα(x)−

1

sin πα
· J−α(x)

)
,

λ̃ = λn,m — корни уравнения

J ′
n

(
λ̃r1

)
· Y ′

n

(
λ̃r2

)
− J ′

n

(
λ̃r2

)
· Y ′

n

(
λ̃r1

)
= 0. (2.9)

Функции R(r) = R (λn,mr) являются решениями краевой задачи для уравне-

ния Бесселя
r2R′′(r) + rR′(r) +

(
λ̃2r2 − n2

)
R(r) = 0,

R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . .
(2.10)

Норма R(r) определяется равенством

d2n,m =
2

π2λ2n,mr
2
1

[
π2r21
4

(
λ2n,mr

2
2 − n2

)
(Rn,m(r2))

2 −
(
λ2n,mr

2
1 − n2

)]
,

n = 0,±1,±2, . . . m = 1, 2, . . .

(2.11)

Собственные значения оператора L(D,K) для w = const:

λrn,m = −Dλ2n,m − 1 + Λ exp[inh], (2.12)

где n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . ., Λ = −Kγ sinQw = −Kγ sinw.

В зависимости от значений действительной и мнимой частей λrn,m мо-

гут быть реализованы различные типы решений, бифурцирующие из стаци-

онарного решения, принадлежащего классу решений W0. В частности, при

Reλrn,m ̸= 0, Imλrn,m = 0 происходит бифуркация решения из класса W1,

при Reλrn,m = 0, Imλrn,m ̸= 0 — периодических по времени решений.

2.2. Интегральное представление

Пусть u = w = const — одно из решений задачи (2.1) из класса W0, удо-

влетворяющее условию 1.1, определяемое уравнением (1.6). В окрестности w

рассмотрим задачу (2.5)–(2.6).
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Уравнение (2.5), в зависимости от специфики постановки задачи, будем

представлять в трех операторных формах

∂v

∂t
= Ljv +Nj, j = 1, 2, 3,

L1v = D∆v, N1 = −v −Kγ sinQhw ·Qhv + f(Qhv,Qhw);

L2v = D∆v − v, N2 = −Kγ sinQhw ·Qhv + f(Qhv,Qhw);

L3v = D∆v − v −Kγ sinQhw ·Qhv, N3 = f(Qhv,Qhw).

В случае N1 = N2 = N3 = 0 функции Грина G1, G2 для операторов

L1, L2 имеют вид

G1(r, ρ, θ, φ, t, τ) =

=
ρ

2π

+∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

exp[−in(θ − φ)]Rn,m(r)Rn,m(ρ) exp[−Dλ2n,m(t− τ)]

d2n,m(r)
,

G2(r, ρ, θ, φ, t, τ) =

=
ρ

2π

+∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

exp[−in(θ − φ)]Rn,m(r)Rn,m(ρ) exp[−
(
1 +Dλ2n,m

)
(t− τ)]

d2n,m(r)
,

здесь Rn,m(r) определяются равенством (2.8), λn,m — расположенные по воз-

растанию корни уравнения (2.9), d2n,m определяется равенством (2.11).

Для неоднородного линейного уравнения с оператором L1 с краевыми и

начальным условиями, приведенными к однородным

∂v

∂t
= L1v+v0(r, θ)δ(t)+g2(θ, t)δ(r−r2)−g1(θ, t)δ(r−r1)+f(r, θ, t) ≡ L1v+f1,

где δ(r) – функция Дирака, решение можно представить через функцию Гри-

на

v(r, θ, t) =

t∫
0

r2∫
r1

2π∫
0

G1(r, ρ, θ, φ, t, τ)f1(ρ, φ, τ)dφρdρdτ.

В случае нелинейных уравнений с операторами L1, L2 с нулевыми крае-

выми условиями и ненулевыми начальными условиями использование функ-

ции Грина G1, G2 приводит к нелинейным уравнениям следующего вида

vj(r, θ, t) =

t∫
0

r2∫
r1

2π∫
0

Gj(r, ρ, θ, φ, t, τ)[Nj(v(ρ, φ, τ)) + v0(ρ, φ)δ(τ)]dφρdρdτ,
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где j = 1, 2. Аналогичное уравнение справедливо для оператора L3. Далее

задача с L3 будет рассматриваться более подробно.

2.3. Анализ структур нелинейных уравнений для кольца

2.3.1. Бифуркация стационарных решений для кольца,
асимптотическое представление

Далее исследованы решения из класса W1, которые бифурцируют из ста-

ционарного решения u(r, θ, t) = w = const, принадлежащего классуW0, опре-

деляемых уравнением (1.6) (условие 1.1). Фиксируя гладкую ветвь, соответ-

ствующую одному из решений (1.6) w = w (K, γ),

1 +Kγ sinw(K, γ) ̸= 0, проведем линеаризацию задачи (2.1)–(2.4) на выде-

ленном решении w(K, γ) из класса W0, выполняя замену u = v+w, получим

задачу (2.5).

Действительная часть λrn,m (2.12) содержит параметры K, γ, w,D. В ка-

честве бифуркационного параметра рассматривается коэффициент диффу-

зии D, при этом параметр Λ = −Kγ sinw считается фиксированным.

Раскладывая f(Qhv, w) в ряд и оставляя некоторое конечное число чле-

нов ряда, получаем набор модельных уравнений (1.8). Рассмотрим случай

Reλrn,m ̸= 0 для одной из модельных задач (2.5):

∂v

∂t
+ v = D∆v + ΛQv + ΩQv2 − Λ

6
Qv3, r1 ≤ r ≤ r2, t ≥ 0, (2.13)

с однородными условиями второго рода на границе, начальным условием

v (r, θ, 0) = v0(r, θ) и условием периодичности v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t), v ∈
R. Параметры Λ и Ω определяются равенствами (1.9).

Линеаризованное уравнение (2.13) представим в виде (2.7). Далее будем

считать, что h = π/3 (аналогично можно рассмотреть другие случаи).

Согласно теореме 5.1.1 ( [106]) и лемме 1.1, если Λ > 1 нулевое реше-

ние (2.13) неустойчиво для любых D > 0. Если −1 < Λ < 1, то нулевое реше-

ние (2.13) является асимптотически устойчивым для любых D > 0. Интерес

представляет случай Λ < −1. Выберем теперь K так, чтобы выполнялось
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условие:

Условие 2.1. Λ = Λ (K) < −1.

Лемма 2.2. Для h = π/3, Reλrn,m ̸= 0, Imλrn,m = Kγ sinw sin
πn

3
= 0, опе-

ратору L3 соответствует разложение в ряд по собственным функциям

ψ3s,m(r, θ) = R3s,m cos 3sθ, s = 1, 2, . . . с собственными значениями

λr3s,m = −Dλ23s,m − 1 + (−1)sΛ, (2.14)

где λr3s,m — m-корень уравнения (2.9) при n = 3s.

Доказательство следует из общего случая (лемма 2.1) разложения линей-

ного оператора L3, рассматриваемого в гильбертовом пространстве H, с об-

ластью определения H2, по полной ортонормированной системе собственных

функций ψn,m(r, θ).

Обозначим

Ds,m =
−1− (−1)sΛ

λ23s,m
, s = 1, 2, . . . . (2.15)

Если D > D1,m, то согласно лемме нулевое решение задачи (2.13) является

устойчивым. При убывании параметра D и его прохождении через значение

D1,m одно собственное значение λr3,m меняет знак. Нулевое решение становит-

ся неустойчивым. Если D2,m < D < D1,m, то индекс неустойчивости нулево-

го решения задачи (2.13) равен 1. Индекс неустойчивости нулевого решения

повышается на единицу при уменьшении D и его прохождении через Ds,m,

s = 2, 3, . . . .

Теорема 2. 1. При h = π/3, Λ < −1 существует µ > 0 такое, что при фик-

сированном значении m = 1 и для любых значений параметра D, удовле-

творяющих неравенству D1,1 − µ < D < D1,1, существует решение φ(r, θ,D)

задачи (2.13) из класса W1, определяемое равенством

φ(r, θ,D) = zR3,1(r) cos 3θ + z2P6(r,D) cos 6θ+

+z3P9(r,D) cos 9θ + ξ(z, r, θ,D) |z=z(D),
(2.16)

P6(r,D) =
Ωγ1

2
(
2λr3,1 − λr6,1

)
d26,1

·R6,1(r),
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P9(r,D) = − 1(
3λr3,1 − λr9,1

)
d29,1

[
Ω2γ1γ2(

2λr3,1 − λr6,1
)
d26,1

+
γ4
4

]
·R9,1(r),

здесь ξ(z, r, θ,D) = O(|z|4), z(D) > 0 — непрерывная ветвь стационарных

точек уравнения

ż = λr3,1(D)z +
1

d23,1

[
Ω2γ21

2
(
2λr3,1 − λr6,1

)
d26,1

− 3γ4
4

]
z3 + . . . , (2.17)

где R3s,1 и d23s,1, s = 1, 2, 3 определяются равенствами (2.8) и (2.11) соответ-

ственно,

γ1 =

r2∫
r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr, γ2 =

r2∫
r1

rR4
3,1(r)dr,

γ3 =

r2∫
r1

rR3,1(r)R6,1(r)R9,1(r)dr, γ4 =

r2∫
r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr.

Решение φ(r, θ,D) — орбитально устойчиво.

Доказательство. Согласно теореме 5.1.1 ( [106]) и лемме 1.1 интерес пред-
ставляет случай Λ < −1. Выберем K так, чтобы выполнялось условие 2.1.

Если D > D1,1 , то согласно лемме 2.1 нулевое решение задачи (2.13)
является устойчивым. При уменьшении значения параметра D и прохожде-
нии через первое критическое значение D1,1 одно собственное значение λr3,1,
проходя через мнимую ось, становится положительным.

В окрестности v = 0 существует µ > 0 такое, что для значений параметра
D, удовлетворяющих неравенству D1,1 − µ < D < D1,1, существует централь-
ное многообразие [106], представимое в виде

φ(r, θ,D) = zR3,1(r) cos 3θ+

+
N∑
k=2

zkP3k(r,D) cos 3kθ + ξ(z, r, θ,D) |z=z(D),
(2.18)

где P3k(r,D) (k = 2, N) — функции из пространства H(Sr). Учитывая пред-
ставление многообразия (2.18), уравнение (2.13) принимает вид

ż = λr3,1(D)z +
N∑
k=2

zkCk. (2.19)
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Проведём доказательство для N = 3. Коэффициенты разложений (2.18)
и (2.19) определим из равенства:(

λr3,1(D)z + z2C2 + z3C3

)
×

×
(
zR3,1(r) cos 3θ + 2zP6(r,D) cos 6θ + 3z2P9(r,D) cos 9θ

)
=

= D

(
zR

′′

3,1(r) cos 3θ + z2P
′′

6 (r,D) cos 6θ + z3P
′′

9 (r,D) cos 9θ+

+
zR

′

3,1(r) cos 3θ

r
+
z2P

′

6(r,D) cos 6θ

r
+
z3P

′

9(r,D) cos 9θ

r
−

−
9zR

′′

3,1(r) cos 3θ

r2
− 36z2P

′′

6 (r,D) cos 6θ

r2
− 81z3P

′′

9 (r,D) cos 9θ

r2

)
+

+Λ

(
− zR3,1(r) cos 3θ + z2P6(r,D) cos 6θ − z3P9(r,D) cos 9θ

)
+

(2.20)

+Ω

(
− zR3,1(r) cos 3θ + z2P6(r,D) cos 6θ − z3P9(r,D) cos 9θ

)2

−

−Λ

6

(
− zR3,1(r) cos 3θ + z2P6(r,D) cos 6θ − z3P9(r,D) cos 9θ

)3

.

В силу ортогональности системы собственных функций cos 3sθ, s = 1, 2, 3

из (2.20). получим

R3,1(r)

[
z

(
λr3,1 + 1 + Λ

)
+ C2z

2(t) + C3z
3

]
=

= Dz

(
R

′′

3,1(r) +
R

′

3,1(r)

r
− 9R3,1(r)

r2

)
−Ωz3R3,1(r)P6(r,D) +

Λz3R3
3,1(r)

8
.

Так как R3,1(r) — решение краевой задачи уравнения Бесселя (2.10), то

R3,1(r)

[
z

(
λr3,1 + 1 + Λ + µλ23,1

)
+ C2z

2 + C3z
3

]
=

= −Ωz3R3,1(r)P6(r,D) +
Λz3R3

3,1(r)

8
.

Выражение при z равно нулю. Из (2.14) следует, что C2 = 0,

C3 =
1

d23,1

−Ω

r2∫
r1

rR2
3,1(r)P6(r,D)dr +

Λγ1
8

 ,
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где γ1 =
r2∫
r1

rR4
3,1(r)dr, P6(r, µ) =

γ2ΩR6,1(r)

2d26,1
(
2λr3,1 − λr6,1

) .
Исходя из условия 2.1 и равенства (2.14), C3 < 0, тогда имеет место су-

перкритическая бифуркация типа "вилка" (см. [106], гл. 6. 3) и от тривиаль-
ного решения уравнения (2.17) ответвляются две устойчивые непрерывные
по параметру D ветви стационарных точек из класса W1.

Проводя аналогичные выкладки для s = 2, 3, получим утверждение тео-
ремы.

Таким образом, в некоторой окрестности D1,1 существует стационарное
решение v = φ(r, θ,D) из класса W1 уравнения (2.13), определяемое равен-
ством (2.16). Решение φ(r, θ,D) — орбитально устойчиво.

Для доказательства теоремы использован метод центральных многооб-

разий. Теорема 2.1 имеет место только в левой полуокрестности критического

значения бифуркационного параметра D = D1,1.

Используя пакет символьных вычислений Wolfram Mathematica, постро-

ены приближенные стационарные решение φ(r, θ,D) из классаW1 задачи (2.13),

определяемые равенством (2.16), для Λ = −3/2 и D = 0, 1; 0, 01 (см. рису-

нок 2.1).

а) б)

Рис. 2.1: Приближенные решение (2.16) для Λ = −3/2, h = π/3: а) при D = 0, 1; б) при
D = 0, 01.
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2.3.2. Галеркинские аппроксимации неоднородных
в пространстве стационарных решений для кольца

Для построения приближенных решений при значениях бифуркацион-

ных параметров, отходящих от критических значений, использованный выше

в доказательстве теоремы 2. 1 метод центральных многообразий дополняется

согласованным с ним методом Галеркина.

Для того чтобы провести исследование асимптотики стационарных ре-

шений модельной задачи (2.13) при уменьшении значения параметра D и

его отходе от критического значения, в соответствии с методом Галеркина

приближенные решения представим в виде

φ∗(r, θ,D) =
N∑
n=1

(zn exp[inθ] + zn exp[−inθ])Rn,1(r), (2.21)

здесь zn, zn — комплексно сопряженные выражения, Rn,m(r) = R(λn,mr) опре-

деляются равенством (2.8) λn,m — корни уравнения (2.9). Функции R(r) =

Rn,m (r) являются решениями краевой задачи для уравнения Бесселя (2.10).

Так как функция φ∗(r, θ,D) должна удовлетворять уравнению (2.13),

приходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

żn = λrn,1zn + σn(z, z), żn = λrn,1zn + σn(z, z), (2.22)

где λrn,1(D) = −1−Dλ2n,1 + exp[inh]Λ, λrn,1(D) = −1−Dλ2n,1 + exp[−inh]Λ,
σn(z(D), z(D)), σn(z(D), z(D)) — формы третьей степени относительно zn, zn,

n = 1, 2, . . . , N.

Системы (2.22) имеют нулевое решение, устойчивость которого определя-

ется спектром λrn,1(D), λrn,1(D) (n = 0,±1,±2, . . .) соответствующей матрицы

устойчивости.

Как и выше будем считать, что выполняется условие 2.1 и как в [125]

h = π/3, тогда критическое значение бифуркационного параметра, при ко-

тором нулевое стационарное решение системы (2.22) теряет устойчивость,

D∗ =
−Λ− 1

λ23,1
. В результате реализуется суперкритическая бифуркация ти-

па "вилка" и при прохождении D = D∗ рождается пара устойчивых ста-
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ционарных точек ±z∗(D) = {0, 0,±z∗3, 0, 0,±z∗6, . . .}, являющихся решениями

алгебраической системы уравнений

λrn,1zn + εn(zl) = 0, n, l = 1, 2, . . . , N, (2.23)

где εn(zl) — полином третьей степени. Учитывая (2.21), стационарное реше-

ние из класса W1 задачи (2.13) определяется асимптотическим равенством

φ∗(r, θ,D) =

[N/3]∑
k=1

z3k(D) cos[3kθ]R3k,1(r). (2.24)

Например, при N = 3 решение z∗(D) определяется системой

λr3,1z1 +
1

8d23

[
Λ
(
β3z

3
1 + 2δ36z

2
2z1 + 2δ39z

2
3z1 + ζ39z

2
1z3 + ξ639z

2
2z3
)
−

−8Ωz2 (δ369z3 + ξ36z1) = 0,

λr6,1z2 +
1

8d26

[
−Λz2

(
β6z

2
2 + 2δ36z

2
1 + 2δ69z

2
3 + 2ξ639z1z3

)
+

+Ωz1 (8δ369z3 + 4ξ36z1) = 0,

λr9,1z3 +
1

24d29

[
3Λ
(
β9z

3
3 + 2δ39z

2
1z3 + 2δ69z

2
2z3 + ζ39Λz

3
1 + ξ639z

2
2z1
)
−

−24δ369Ωz2z1 = 0,

где d2n,1 задается равенством (2.11),

βk =

r2∫
r1

rR4
k,1(r)dr, k = 3, 6, 9;

δkl =

r2∫
r1

rR2
k,1(r)R

2
l,1(r)dr, k, l = 3, 6, 9 (k < l);

ζ39 =

r2∫
r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr, ξ36 =

r2∫
r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

δ369 =

r2∫
r1

rR2
3,1(r)R

2
6,1(r)R

2
9,1(r)dr, ξ639 =

r2∫
r1

rR2
6,1(r)R3,1(r)R9,1(r)dr.

(2.25)

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 2.2. При выполнении условий 1.1 и 2.1 для h = π/3 существу-

ет непрерывное по D стационарное решение φ∗(r, θ,D) уравнения (2.13) из

класса W1

φ∗(r, θ,D) =

[N/3]∑
k=1

z3k(D) cos[3kθ]R3k,1(r), (2.26)

где z3k(D) при N = 3 определяется системой (2.24).

Описанный процесс может быть продолжен.

В пакете символьных вычислений Wolfram Mathematica 11.3 были про-

ведены численные эксперименты для различных значений N , в частности,

для N = 9 при фиксированных значениях параметров K = 2, γ = 0.761058,

w = 1.74147, которым соответствуют Λ = −3/2, Ω = 0.129264. Получены

следующие результаты.

1. Критическое значение бифуркационного параметра D∗ ≈ 0.113315.

2. При D > D∗ нулевое решение системы (2.23) устойчиво.

3. При уменьшении параметра D и прохождении критического значе-

ния D∗ одно собственное значение спектра матрицы устойчивости нулевого

решения λr3,1 проходит через мнимую ось и становится положительным. В ре-

зультате происходит бифуркация типа "вилка" и от теряющего устойчивость

нулевого решения ответвляется две устойчивые непрерывные по параметру

D ветви стационарных точек.

4. При дальнейшем уменьшении параметра D собственное значение λr3,1
остается положительным.

5. Спектр матрицы устойчивости решения z∗(D) лежит на отрицатель-

ной полуоси.

Построены полученные с применением метода Галеркина приближенные

решения φ∗(r, θ,D), определяемые равенством (2.24) (см. рисунок 2.2).

Таким образом, наличие поворота пространственного аргумента модели-

рует ситуацию, когда однородное в пространстве стационарное решение при

изменении параметров (D,K) в задаче (2.13) теряет устойчивость и происхо-

дит рождение неоднородного в пространстве стационарного решения.
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а) б)

Рис. 2.2: Приближенные решение (2.16) для Λ = −3/2, h = π/3: а) при D = 0, 1; б) при
D = 0, 01

2.4. Бифуркация вращающихся структур в уравнении на кольце
с операторами поворота и сжатия

В кольце Sr для случая комбинации операторов поворота и радиально-

го сжатия рассматривается начально-краевая задача (2.1) с краевыми усло-

виями Неймана на границе ∂(Sr)

(
∂u(r1, θ, t)

∂r
=
∂u(r2, θ, t)

∂r
= 0

)
и началь-

ным условием u (r, θ, 0) = u0 (r, θ). Здесь оператор Q определяется равен-

ством Qu(r, θ, t) = u(κr, θ + h, t), где 0 < κ < 1. Рассмотрим данную задачу

при выполнении следующего условия (аналогично [97]).

Условие 2.2. Λ < κ−1.

Линеаризуем уравнение (2.1) на выбранном решении w из класса W0,

определяемом условием 1.1. Задача (2.1), с выделенным линейным операто-

ром L(D,K) и нелинейным оператором N(Qv), имеет вид (2.7).

В лемме 2.1 определены собственные функции и соответствующие им

собственные значения оператора L(D,K). Считая бифуркационными пара-

метрами D и K, определим их критические значения, исходя из леммы 2.1.

Потребуем, чтобы выполнялось условие.

Условие 2.3. Существуют n ∈ Z+, действительные положительные D̂, K̂,

ω0 ̸= 0 такие, что выполняется равенство

−D̂λ2n,m − 1− K̂γ sinw exp[inh]δn,m = −iω0,
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где δn,m =

r2∫
r1

rRn,m (r)Rn,m (κr) dr.

Используя равенства D = D̂ + µ, K = K̂ + ν, перейдем к параметрам µ

и ν. Получим

λrn,m(µ, ν) = −(D̂ + µ)λ2n,m − 1− (K̂ + ν)γ sinw exp[inh]δn,m. (2.27)

Пусть выполняются следующие условия.

Условие 2.4.

1. Необходимое условие бифуркации устойчивых структур:

Reλrn,1(0, 0) ≤ 0 для любого целого n;

2. Условие, определяющее Хопф-Хопф бифуркацию: при µ = 0, ν = 0,

существует ровно две пары собственных значений λr±n1,1
, λr±n2,1

, для которых

Reλr±ni,1
= 0, i = 1, 2.

3. Условие регулярности: det
∂(Reλrn1,1

, Reλrn2,1
)

∂(µ, ν)
̸= 0.

Так как Λ < −κ−1, то sin ŵ > 0.

В пространстве Lr
2 (S

r) определим линейный оператор Ln :

Lnf = D∆f − f + exp[inh]ΛQ̂f,

где Q̂f(r) = f(κr). Его область определения

D(Ln) = {f ∈ Lr
2 (Sr) : Lnf ∈ Lr

2 (Sr) , f
′(r1) = f ′(r2) = 0}.

В Lr
2 (S

r) введем преобразование Q̂∗ :

Q̂∗f(r) =

{
κ−2f(κ−1r), r1 ≤ r ≤ κr2;

0, κr2 < r ≤ r2.

Оператор L∗
n, сопряженный оператору Ln, имеет область определения

D(L∗
n) = D(Ln). Справедливо равенство

L∗
nf = D∆f − f + exp[inh]ΛQ̂∗f.
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Любая собственная функция оператора L(0, 0) представима в виде

exp[inθ]Rn,m(r), n ∈ Z, Rn,m(r) — собственная функция оператора Ln. Сле-

довательно,

L(0, 0) exp[inθ]Rn,m(r) = exp[inθ]LnRn,m(r).

По условию 2.4 существует s ∈ Z+ такое, что

L(0, 0) exp[isθ]Rn,m(r) = −iω0 exp[isθ]Rn,m(r),

где Rn,m(r) собственная функция оператора Ls, соответствующая собствен-

ному значению λr1,1(0, 0) = −iω0. ВыберемRn,m согласно условию нормировки

(см. лемму 2.1 для кольца) ⟨Rn,m;Rn,m⟩ = 1, здесь обозначено

Rn,m := Rn,md
−1
n,m. Пусть R∗

n,m собственная функция оператора L∗
s, соответ-

ствующая собственному значению iω0 и нормированная следующим образом

⟨R∗
n,m;Rn,m⟩ = 1.

Критическим пространством оператора L(0, 0), очевидно, является дву-

мерное евклидово пространство H0 = {z exp[isθ]R(r) + z exp[−isθ]R(r)}, где

z ∈ C со скалярным произведением ⟨·, ·⟩.
Обозначим V (z) = z exp[isθ]Rn,m(r) + z exp[−isθ]Rn,m(r).

Используя одночастотный метод Боголюбого-Митропольского [26] в со-

четании с формализмом построения центральных многообразий Sr-эквива-

риантных уравнений, представляем решение уравнения (2.13) в виде

v = (z exp[isθ] + z exp[−isθ])Rn,m(r) + p2(z exp[isθ], z exp[−isθ], r, µ, ν)+

+p3(z exp[isθ], z exp[−isθ], r, µ, ν) + . . . ,

(2.28)

где z определяется из уравнения

zt = λrn,1(µ, ν)z + C1(µ, ν)z
2z + . . . . (2.29)

p2, p3 — формы второй и третей степеней относительно z exp[isθ], z exp[−isθ],
символ «. . . » обозначает слагаемые, имеющие более высокий порядок мало-



46

сти по параметрам µ, ν. Представим p2 и p3 как в [14]

p2 =
1

2
P2,0Z

2 + P1,1ZZ +
1

2
P0,2Z

2
,

p3 =
1

6
P3,0Z

3 +
1

2
P2,1Z

2Z +
1

2
P2,1Z

2Z +
1

6
P0,3Z

3
,

где Z = z exp[isθ], Z = z exp[−isθ]. Для определения p2, p3 подставим (2.28)

и (2.29) в (2.13). При µ = 0, ν = 0 находим коэффициенты форм p2, p3 :

P2,0(r) =
2Ω exp[2ihs]

⟨
R2s,1, (Q̂Rs,1)

2
⟩

(
2λrs,1 − λr2s,1

) R2s,1, P0,2(r) = P2,0,

P1,1(r) =
4Ω exp[ihs]

⟨
Rs,1, (Q̂Rs,1)

2
⟩

exp[ihs] ⟨Rs,1, Rs,1⟩
(
λrs,1 + λrs,1

)
+ Λ (−1 + exp[ihs])2

Rs,1.

Аналогично, находим P3,0 и P0,3 = P 3,0 :

P3,0(r) =
1(

2λrs,1 − λr2s,1
) (

3λrs,1 − λr3s,1
)[ exp[3ihs]Λ (2λrs,1 − λr2s,1

)
×

×
⟨
R3s,1, (Q̂Rs,1)

3
⟩
+ 12Ω2 exp[2ihs]

⟨
R2s,1, (Q̂Rs,1)

2
⟩
×

×
⟨
R3s,1, (Q̂Rs,1Q̂R2s,1)

⟩]
R3s,1,

где δ3s,s,2s =
r2∫

r1

rR3s,1(r)Rs,1(κr)R2s,1(κr)dr.

Для определения функции P2,1 получаем равенство

C1Rs,1(r)−
1

2
Λ exp[ihs]Rs,1(κr)

3 − 2 exp[ihs]P1,1(κr)Rs,1(κr)−

−Ωexp[ihs]P2,0(κr)Rs,1(κr)−
1

2
Λ exp[ihs]P2,1(κr) +

µs2P2,1(r)

2r2
−

−
µP ′

2,1(r)

2r
− 1

2
µP ′′

2,1(r) + λrs,1P2,1(r) = 0.

(2.30)

Условие
⟨
R∗

n,m, p
⟩
= 0, где p— свободный член уравнения (2.30), является

необходимым и достаточным условием его разрешимости. Отсюда, учитывая

найденные ранее P11, P20, определяем C1 = C1(0, 0) :

C1 =
exp[ihs]

2(λrs,1 − λr2s,1)

[(
2λrs,1 − λr2s,1

) (
4Ω
⟨
R∗

s,1, (Q̂P1,1Q̂Rs)
⟩
+

+Λ
⟨
R∗

s,1, (Q̂Rs,1)
3
⟩
+ 4Ω2 exp[2ihs]

⟨
R2s,1, (Q̂Rs,1)

2
⟩⟨

R∗
s,1, (Q̂Rs,1Q̂R2s,1)

⟩]
.
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Следовательно,

P21 =
1

λrs

[
4Ω2 exp[3ihs]

⟨
R2s,1, Q̂Rs,1

⟩⟨
Rs,1, (Q̂Rs,1Q̂R2s,1)

⟩
(
2λrs,1 − λr2s,1

) +

+4Ω exp[ihs]
⟨
Rs,1, (Q̂P1,1Q̂Rs,1)

⟩
− 2C3 + Λexp[ihs]

⟨
Rs,1, (Q̂Rs,1)

3
⟩]

Rs,1.

Таким образом, как и в [14], существует единственное с точностью до

сдвига по t периодическое решение (2.29)

z =

((
Reλr1,1(0, 0)

ReC1
ν

)1/2

+O(µ, ν)

)
exp[iω(µ, ν)t],

где

ω(µ, ν) = ω0 + Im

(
exp[ish]

⟨
R∗

s,1, Q̂Rs,1

⟩(
γ
(
K̂ + ν

)
sinw(ν)−

−K̂γ sin ŵ
))

+ ImC1ν
Reλr1,1(0, 0)

ReC1
+O

(
ν3/2

)
.

(2.31)

Имеет место следующая теорема (аналогичная теореме 5 в [14]).

Теорема 2.3. При выполнении условий 1.1, 2.2, 2.3 и ReC1 < 0 существу-

ют µ0 > 0, ν0 > 0 такие что для любых значений параметров µ и ν, удовле-

творяющих неравенствам 0 < µ < µ0, −ν0 < ν < 0, решение w(ν) = w(K̂+ν)

задачи (2.13) экспоненциально устойчиво. Для µ и ν, удовлетворяющих нера-

венствам −µ0 < µ < 0, 0 < ν < ν0, решение w(ν) задачи (2.13) неустойчиво

и задача (2.13) имеет периодическое по t решение us = w(ν) + v(ω(µ, ν)t +

sθ, r, µ, ν), где

v = 2

(
νReλr1,1
ReC1

)1/2

R1,1(r)Re exp[i(ω(ν)t+ sθ)]+

+
νReλr1,1
ReC1

Λctg ŵ
[
−L−1

0

⟨
Q̂R1,1, Q̂R1,1

⟩
(r) +

+ Re exp[2i(ω(ν)t+ sθ)] (2iω0 − L2s)
−1
⟨
Q̂RR1,1, Q̂RR1,1

⟩
(r)
]
+O(ν3/2),

где ω(µ, ν) определяется равенством (2.31)

Решение v — экспоненциально устойчиво.
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2.5. Двухмодовая аппроксимация вращающихся структур
в уравнении на кольце с оператором инволюции

В кольце Sr для задачи (2.13) с оператором поворота (оператором инво-

люции) построим двухмодовую аппроксимацию вращающихся структур типа

"бегущая волна которые ответвляются в результате бифуркации Андронова-

Хопфа при наибольшем критическом значении параметра

D = {D∗ : Reλ(D∗) = 0} (2.15) из теряющего колебательным образом устой-

чивость нулевого решения системы (2.22).

Для построения воспользуемся методом Галеркина, который согласован

с рассмотренным выше методом центральных многообразий. В искомом ре-

шении, определяемом равенством (2.21), будем считать, что

z1(t) = ρ1 exp[iθ1], z2(t) = 0, z3(t) = ρ3 exp[i(3θ1 + α3)],

z1(t) = ρ1 exp[−iθ1], z2(t) = 0, z3(t) = ρ3 exp[−i(3θ1 + α3)],
(2.32)

где ρk = ρk(t,D) > 0, θk = θk(t,D), k = 1, 3; θ1(t,D) = ω(D)t.

Подставим (2.32) в (2.22), получим систему для определения ρk, α3 :

ρ1(λ
∗
1d

2
1,1 − iω)− 1

2
Λ exp[ih]

[
ξ13 exp[iα3]ρ3ρ

2
1 − β1ρ

3
1 − 2δ13ρ

2
3ρ1
]
= 0,

ρ1(λ̂
∗
1d

2
1,1 + iω)− 1

2
Λ exp[−ih]

[
ξ13 exp[−iα3]ρ3ρ

2
1 − β1ρ

3
1 − 2δ13ρ

2
3ρ1
]
= 0,

ρ3(λ
∗
3d

2
3,1 − 3iω)− 1

6
Λ exp[3ih]

[
ξ13 exp[−iα3]ρ

3
1 − 3β3ρ

3
3 − 6δ13ρ3ρ

2
1

]
= 0,

ρ3(λ̂
∗
3d

2
3,1 + 3iω)− 1

6
Λ exp[−3ih]

[
ξ13 exp[iα3]ρ

3
1 − 3β3ρ

3
3 − 6δ13ρ3ρ

2
1

]
= 0,

здесь d2k,1(k = 1, 3) определяется равенством (2.11), βk(k = 1, 3), δ13 опреде-

ляются равенствами (??), ξ13 =
r2∫

r1

rR3
1,1(r)R3,1(r)dr.

При D > D∗ система имеет только нулевое (ρ1 = 0, ρ3 = 0) устойчивое

решение. При уменьшении значения параметраD и прохождении критическо-

го значения D∗ нулевое решение меняет характер устойчивости (становится
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неустойчивым) и при этом происходит рождение решения вида:

ρ21(D) =
6Ψc

3

Λ (Ψc
1 (3γ1(Ψ

c
3)

2 − 4δ13Ψc
3 − γ3Ψc

1))

[
ω
(
3ω sin 4h+ d23Υ

c
13

)
+

+
(
d21,1

(
3ωΥc

31 + d23,1
(
Λ sin 3h

(
1 +Dλ23,1

)
−Υs

(
1 +Dλ21,1

)))) ]
,

sin2 α3(D) = − 12Ψc
1Ψ

c
3

Λ2ξ213ρ1(D)4
,

cosα3(D) =
sinα3(D)

(
γ1Λρ

2
1(t)− 2d21Λ

)
Ψs

2Ψc
1

+
4δ13Ψ

c
1

Λξ213 sinα3(D)ρ21(t)
,

ρ3(D) =
−2Ψc

1

Λξ13 sinα3(D)ρ1(D)
,

где

Ψc
k = kω cos(kh)− d2k,1 sin(kh)

(
Dλ2k,1 + 1

)
, k = 1, 3,

Ψs = ω sinh+ d21,1 cosh
(
Dλ21,1 + 1

)
,

Υc
jk = −Λcos jh+ cos 4h

(
Dλ2k,1 + 1

)
, (j, k = 1, 3, j ̸= k),

Υs = −Λ sinh+ sin 4h
(
Dλ23,1 + 1

)
,

значение ω определяется из основного тригонометрического тождества для

α3(D), знак sinα3(D) выбирается противоположным знаку Ψc
1.

Следовательно, система (2.22) при D < D∗ имеет решение

z1(t,D) = ρ1(D) exp[iθ1(D)t], z1(t,D) = ρ1(D) exp[−iθ1(D)],

z2(t,D) = 0, z3(t,D) = ρ3(D) exp[i(3θ1(D)t+ α3(D))],

z2(t,D) = 0, z3(t,D) = ρ3(D) exp[−i(3θ1(D)t+ α3(D))].

(2.33)

Подставив (2.33) в (2.21), получим периодическое решение φ∗(r, θ, t,D)

задачи (2.13).

Указанное решение рождается устойчивым.

Численное моделирование проводилось для h =
2π

3
при фиксирован-

ных значениях параметров Λ = −3/2, Ω = 0.129264, которые соответству-

ют параметрам K = 2, γ = 0.761058, w = 1.74147 исходной задачи. В пакете

символьных вычислений Wolfram Mathematica 11.3 для различных значений

бифуркационного параметра D при N = 5 были построены галеркинские

аппроксимации периодических решений φ∗(r, θ, t,D) (см. рисунок 2.3).
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а) б)

Рис. 2.3: Приближенное решение (2.21) типа "бегущая волна полученное с применением
метода Галеркина, для Λ = −3/2, D = 0, 02: a) при t = 1; b) при t = 5.

Выводы к главе 2

В главе 2 исследована математически формализованная модель ФДУ с

нелинейностью до третьего порядка, представляющая собой начально крае-

вую задачу с условиями Неймана на границе и условием периодичности для

уравнения параболического типа с операторами поворота, радиального сжа-

тия на кольце.

Проведен анализ существования, формы и устойчивости неоднородных в

пространстве стационарных решений и периодических по времени решений,

бифурцирующих из некоторых однородных в пространстве стационарных ре-

шений указанной задачи.

Для начально-краевой задачи ФДУ параболического типа с оператора-

ми поворота и радиального сжатия пространственных аргументов, с крае-

вым условием Неймана и условием 2π-периодичности, рассматриваемой на

кольце, доказаны утверждения о существовании, асимптотической форме и

характере устойчивости стационарных решений из класса W1 и периодиче-

ских по времени решений, которые бифурцируют от некоторого решения из

класса W0 в результате изменения характера его устойчивости.

Получены следующие результаты.

1. В окрестности критического значения бифуркационного параметра

сформулирована и доказана методом центральных многообразий теорема о
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существовании и асимптотической форме стационарного решения из класса

W1 параболического уравнения с оператором поворота, которое рождается

в результате бифуркации из меняющего характер устойчивости решения из

класса W0.

2. Используя результаты применения метода центральных многообразий

и согласованного с ним формального построения решения методом Галерки-

на, найдено асимптотическое представление для стационарных решений из

класса W1 параболического ФДУ с оператором поворота на кольце, проведен

анализ их динамики в зависимости от значений параметра D.

3. В окрестности критических значений бифуркационных параметров D

и K сформулирована и доказана методом центральных многообразий теоре-

ма о существовании и асимптотической форме периодического по времени

решения параболического уравнения с оператором поворота и радиального

сжатия, которое рождается в результате бифуркации Андронова-Хопфа из

меняющего характер устойчивости пространственно-однородного решения.

4. Используя результаты применения метода центральных многообразий

и согласованного с ним формального построения решения методом Галерки-

на, построена двухмодовая аппроксимация периодического по времени реше-

ния параболического ФДУ с оператором поворота, описана его динамика в

зависимости от значений бифуркационного параметра D.

5. Проведенные с применение пакета символьных вычислений Wolfram

Mathematica 11.3 численные эксперименты показали, что применение форма-

лизма метода Галеркина, согласованного с методом центральных многообра-

зий, качественно и количественно приводит к верным результатам.
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ГЛАВА 3. Структуры решений с оператором поворота на круге и
окружности

В данной главе исследуются модели с кубической нелинейностью (1.8) с

краевыми условиями Неймана для круга Sc и условиями периодичности для

окружности S1. Для других краевых условий и нелинейностей более высоко-

го порядка схема исследований остается прежней, но выкладки становятся

более громоздкими. Конкретизация задач позволяет получать новые сцена-

рии поведения решений в зависимости от бифуркационных параметров D и

K (периодические по времени решения, метаустойчивые структуры и др.).

3.1. Анализ структур нелинейных уравнений для круга

3.1.1. Бифуркация неоднородного в пространстве
стационарного решения для круга, асимптотическое
представление

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения

∂v

∂t
= L(D,K)v +N(Qv),

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=r0

= 0, u(r, θ, 0) = u0(r, θ), (r, θ) ∈ Sc,
(3.1)

где L(D,K) = D∆v − v −Kγ sinwQhv, N(Qv) = f(Qhv, w). Используя ме-

тод Фурье, для оператора L(D,K) в пространстве H(Sc) с областью опреде-

ления H2 (Sc) доказана лемма.

Лемма 3.1. Оператор L(D,K) на круге Sc имеет полную в пространстве

H(Sc) ортонормированную систему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Jn(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2n,m + Λexp[inh])ψn,m(r, θ),

где Jn (r) функции Бесселя первого рода порядка n (2.1), λn,m — упорядочен-

ные по возрастанию корни уравнения J ′
n

(
λ̃r0

)
= 0. Функции

R(r) = Rn,m(r) = Jn (λn,mr) (3.2)
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являются решениями краевой задачи для уравнения Бесселя

r2R′′(r) + rR′(r)+
(
λ̃2r2 − n2

)
R(r) = 0, R′(r0) = 0, n = 0,±1,±2, . . ..

Собственные значения для оператора L(D,K) :

λcn,m = −1−Dλ2n,m + Λexp[inh], n = 0,±1,±2, . . . , m = 1, 2, . . . .

В зависимости от значений действительной и мнимой частей λcn,m могут

быть реализованы различные типы решений, бифурцирующие из решения

классаW0. Если Reλcn,m ̸= 0, Imλcn,m = 0, то от решения из классаW0, бифур-

цируют решения из класса W1, если Reλcn,m = 0, Imλcn,m ̸= 0, то происходит

бифуркация периодических по времени решений.

Пусть u = w (K, γ) = const — решение задачи (3.1) из класса W0, удо-

влетворяющее условию 1.1. В главе показано, что в окрестности w, выполняя

замену u (r, θ, t) = w + v (r, θ, t) , где v(r, θ, t) — новая неизвестная функция,

относительно v получаем задачу

∂v

∂t
+ v = D∆v −Kγ sinw ·Qhv + f(Qhv, w), (r, θ) ∈ Sc, t ≥ 0, (3.3)

где f(Qhv, w) = Kγ (cosw(cosQhv − 1)− sinw(sinQhv −Qhv)) , с условия-

ми Неймана на границе
∂v

∂ν

∣∣∣∣
∂Sc

= 0, ν — единичная внутренняя нормаль к

границе Sc, начальным условием v (r, θ, 0) = v0(r, θ), условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t).

Рассмотрим одно из модельных уравнений, соответствующих (3.3)

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQhv + ΩQhv

2 − Λ

6
Qhv

3,

0 ≤ r ≤ r0, 0 ≤ θ ≤ 2π, t ≥ 0.
(3.4)

Как в главе 2 для уравнения (3.3) справедливо интегральное представ-

ление решения с использованием функции Грина (2.2) при r1 = 0, r2 = r0.

Бифуркационным параметром выбран коэффициент диффузии D.

Рассмотрим случай Reλcn,m ̸= 0 для модельной задачи (3.4). Линеаризо-

ванное уравнение, представим в виде (3.1). Далее будем считать, что h = π/3
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(аналогично можно рассмотреть другие случаи). Согласно теореме 5.1.1 [106]

и лемме 3.1, интерес представляет случай Λ < −1 (условие 2.1) Выберем K

так, чтобы выполнялось условие 2.1. Доказана следующая теорема.

Теорема 3.1. При h = π/3, Λ < −1, существует µ > 0 такое, что при фик-

сированном значении m = 1 и для любых значений параметра D, удовлетво-

ряющих неравенству D1 − µ < D < D1, существует решение φc(r, θ,D) урав-

нения (3.4) из класса W1, определяемое равенством

φc(r, θ,D) = zR3,1(r) cos 3θ + z2P6(r,D) cos 6θ+

+z3P9(r,D) cos 9θ + ξ(z, r, θ,D) |z=z(D),
(3.5)

P6(r,D) =
Ωγ1

2
(
2λc3,1 − λc6,1

)
d26,1

·R6,1(r),

P9(r,D) = − 1(
3λc3,1 − λc9,1

)
d29,1

[
Ω2γ1γ2(

2λc3,1 − λc6,1
)
d26,1

+
γ4
4

]
·R9,1(r),

здесь ξ(z, r, θ,D) = O(|z|4), z(D) > 0 – непрерывная ветвь стационарных

точек уравнения

ż = λc3,1z +
1

d23,1

[
Ω2γ21

2
(
2λc3,1 − λc6,1

)
d26,1

− 3γ4
4

]
z3 + . . . ,

где R3s,1 определяется равенством (3.2), d23s,1 =
r0∫
0

rR2
3s,1(r)dr s = 1, 2, 3,

γ1 =

r0∫
0

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr, γ2 =

r0∫
0

rR4
3,1(r)dr,

γ3 =

r0∫
0

rR3,1(r)R6,1(r)R9,1(r)dr, γ4 =

r0∫
0

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr.

Решение φ(r, θ,D) — орбитально устойчиво.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.1 для кольца Sr.

Используя пакет символьных вычислений Wolfram Mathematica 11.3, раз-

работаны и проведены численные эксперименты по построению приближен-

ных решений задачи (3.4), определяемых равенством (3.5), для значений па-

раметров Λ = −3/2, D = 0, 1; 0, 01. Заметим, что теорема 3.1 носит локаль-
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Рис. 3.1: Приближенные решение (3.5) для Λ = −3/2, h = π/3 при D = 0, 1; 0, 01

ный характер. Для исследования построенных из класса W1 при уменьшении

значения бифуркационного параметра и выходе его значения в область над-

критичности воспользуемся методом Галеркина, согласованным с методом

центральных многообразий.

3.1.2. Галеркинские аппроксимации неоднородных
в пространстве структур

В соответствии с методом Галеркина, приближенные решения предста-

вим в виде

φ∗(r, θ,D) =
N∑
n=1

(zn exp[inθ] + zn exp[−inθ])Rn,1(r), (3.6)

здесь zn, zn — комплексно сопряженные выражения, функции Rn,m(r) опре-

деляются равенством (3.2).

Так как функция φ∗(r, θ,D) должна удовлетворять уравнению (3.4), при-

ходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

żn = λcn,1zn + σn(z, z), żn = λcn,1zn + σn(z, z), (3.7)

где λcn,1(D) = −1−Dλ2n,1 + exp[inh]Λ, λcn,1(D) = −1−Dλ2n,1 + exp[−inh]Λ,
σn(z(D), z(D)), σn(z(D), z(D)) — формы третей степени относительно zn, zn,

n = 1, 2, . . . .
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Системы (3.7) имеют нулевое решение, устойчивость которого определя-

ется спектром λcn,1, λ
c
n,1 (n = 0, 1, 2, . . .) соответствующей матрицы устойчи-

вости. Как и выше будем считать, что выполняется условие 2.1.

Считая h = π/3, критическое значение бифуркационного параметра, при

котором нулевое стационарное решение системы (3.7) теряет устойчивость,

D∗ =
−Λ− 1

λ23,1
. При уменьшении параметра D и прохождении через крити-

ческое значение реализуется бифуркация типа "вилка" и рождается пара

устойчивых стационарных точек ±z∗(D) = {0, 0,±z∗3, 0, 0,±z∗6, . . .}, являю-

щихся решениями алгебраической системы уравнений

λcn,1zn + εn(zl) = 0, k, l = 1, 2, . . . , N, (3.8)

где εn(zl) — полином третей степени, содержащий вторую и третью степень zl.

Исходя из этого, с учетом (3.6), стационарное решение задачи (3.4) из класса

W1 определяется асимптотическим равенством

φ∗(r, θ,D) =

[N/3]∑
k=1

z3k(D) cos[3kθ]R3k,1(r). (3.9)

Например, при N = 3 решение φ∗(r, θ,D) определяется системой (3.8)

при условии R3k,1 = J3k,1, k = 1, 2, 3.

Справедливо утверждение аналогичное теореме 2.2.

Теорема 3.2. При выполнении условий 1. 1 и 2. 1 для h = π/3 при фик-

сированном значении m = 1 и для любых значений параметра D, удовле-

творяющих неравенству D < D∗, существует непрерывное по D стационар-

ное решение φ∗(r, θ,D) уравнения (3.4) из класса W1, определяемое равен-

ством (3.9), где z3k(D) при N = 3 является решением системы (3.8).

Численные эксперименты проводились для различных N , в частности,

дляN = 7 при фиксированных значениях параметров Λ = −3/2,Ω = 0.12926,

что соответствует K = 2, γ = 0.76106, w = 1.74147. Получены результаты,

которые повторяют результаты применения метода центрального многообра-

зия.



57

3.1.3. Периодические по времени решения начально-краевой задачи
на круговой области с оператором инволюции

На круге Sc рассматривается задача (3.3) с однородными краевыми усло-

виями Неймана на границе и условием периодичности по θ и t :

u(r, θ, t+ T ) = u(r, θ, t), T >> 1.

Периодические по времени решения в задаче (3.3) представим в виде

u(r, θ, t) = v(r, ξ), где ξ = α(θ + ωt).

Периодичность по θ означает, что v(r, ξ + 2απ) = v(r, ξ).

Периодичность по t означает, что v(r, ξ + ωT ) = v(r, ξ). Следовательно,

u(r, θ+2π, t+T ) = v(r, ξ+α2π+αωT ) = v(r, ξ). Далее для 2π−периодичности

по θ, положим α = 1, тогда v(r, ξ + ωt) = v(r, ξ).

Как и выше уравнение (3.3) представим в виде

∂u(r, θ, t)

∂t
+ u−D∆u+Kγ sinw ·Qhu = f(Qhu,w) (3.10)

или Lu = f(Qhu,w), где Lu =
∂u(r, θ, t)

∂t
+u−D∆u+Kγ sinw·Qhu, (r, θ) ∈ Sc.

Замена переменных ξ = θ+ ωt, u(r, θ, t) = v(r, ξ) приводит к уравнению

∆v +D−1 (ωvξ − v + ΛQhv) = D−1f(Qhv, w). (3.11)

Лемма 3.2. Решение спектральной задачи

∆v +D−1(ωvξ − v + ΛQhv) = −λv,

v(r, ξ + ωT ) = v(r, ξ),
∂v(r0, ξ)

∂r
= 0

(3.12)

в классе периодических функций позволяет представить решение задачи (3.11)

в виде нелинейного интегрального уравнения

v(r, ξ) =

2π∫
0

r0∫
0

k(r, ρ, ξ, η)f(Qhv(ρ, η), w)ρdρdη,
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где ядро имеет вид

k(r, ρ, ξ, η) =
1

2πd2n,m

∞∑
n=−∞

∞∑
m=1

R

(
λn,m

r

r0

)
R

(
λn,m

ρ

r0

)
×

× exp[in(ξ + η)]
(
inω + 1 + µλ2n,m + Λexp[inη]

)−1
.

Воспользуемся заменой v(r, ξ) = R(r) exp[inξ], тогда

∂v

∂ξ
= inR(r) exp[inξ], ∆v =

(
R′′(r) +

1

r
R′(r)− n2

r2
R(r)

)
exp[inξ],

Qhv = R(r) exp[in(ξ + h)] = R(r) exp[inh] · exp[inξ].
(3.13)

Подставляя (3.13) в (3.12), получим

R′′(r) +
1

r
R′(r) +

(
−n

2

r2
+ µ−1 (−inτ1ω − 1 + Λ exp[inh]) + λ

)
R(r) = 0.

Выберем функции R(r), удовлетворяющие уравнению Бесселя

r2R′′(r) + rR′(r) +
(
λ̃2r2 − n2

)
R(r) = 0, n = 0,±1,±2, . . . , (3.14)

с краевым условием R′(r0) = 0 и условием ограниченности |R(0)| < ∞. Об-

щее решение уравнения Бесселя (3.14), учитывая условие ограниченности,

с точностью до постоянной имеет вид R(r) = Jn(λ̃r), где Jn(x) — функция

Бесселя первого рода порядка n ≥ 0.

Уравнение

J ′
n(λ̃r0) = 0 (3.15)

имеет счетное число положительных корней λn,m, n = 0,±1,±2, . . . , m = 1, 2, . . .

Тогда λ̃ =
λn,m
r0

, следовательно, решение уравнения (3.14) можно записать в

виде:

R(r) = R (λn,mr) d
−1
n,m = Rn,m(r)d

−1
n,m, d

2
n,m =

λ2n,mr
2
0 − n2

2λ2n,m
R2

n,m(r0), (3.16)

где λn,m — m-й корень уравнения (3.15) при каждом фиксированном

n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . ..

Решение спектральной задачи (3.12) будет иметь вид

ψn,m(r, ξ) =
1√
2π

Rn,m(r)

dn,m
exp[inξ] = Cn,mJn

(
λn,m
r0

r

)
exp[inξ],
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λcn,m = inω + 1 + µ
λ2nm
r20

+ Λexp[inh], n = 0,±1,±2, . . . , m = 1, 2, . . .

где Cn,m =
1

dn,m
√
2π

— нормирующий множитель. Следовательно,

un,m(r, θ, t) = vn,m(r, θ + ωt) = Cn,mJn (λn,mr) exp[in(θ + ωt)].

Подстановка разложения функции v(r, ξ) по собственным функциям

v(r, ξ) =
∞∑

n=−∞

∞∑
m=1

ṽn,mJn

(
λn,m
r0

r

)
exp[inξ],

Jn,m(r),ṽn,m – коэффициенты разложения по ψn,m, vn,m = (v, ψn,m), в уравне-

ние (3.10) приводит к искомому нелинейному уравнению.

Бифуркация вращающихся структур в уравнении на круге с операто-

рами поворота и сжатия рассмотрена в [7]. Рассмотрим задачу нахождения

решения типа "бегущая волна" в задаче (3.4). Выберем K так, чтобы выпол-

нялось условие 2.1.

Обозначим Dn,m = (−1 + Λ exp[inh])/λ2n,m, n = 1, 3, . . . ,m = 1, 2, . . . Ес-

ли D > D1,1, то согласно лемме 3.2 нулевое решение задачи (3.3) является

устойчивым. При убывании параметра D и его прохождении через значение

D1,1 два собственных значения λc1,1, λc1,1, проходят через мнимую ось. Будем

считать, что h = 2π/3, аналогично можно рассмотреть другие случаи.

Теорема 3. 3. При Λ < −1, существует µ > 0 такое, что при фиксирован-

ном значении m = 1 и для любых значений параметра D, удовлетворяющих

неравенству D1,1 − µ < D < D1,1, существует решение φc(r, θ, t,D) уравне-

ния (3.3) вида

φc(r, θ, t,D) =

= ρ(D)R1,1(r)
(
z(t) exp[i(ω(D)t+ θ)] + z(t) exp[−i(ω(D)t+ θ)]

)
+

+P3(r)ρ
3(D)

(
α3(D)z3(t) exp[3i(ω(D)t+ θ)]+

+β3(D)z3(t) exp[−3i(ω(D)t+ θ)]
)
+

+P5(r)ρ
5(D)

(
α5(D)z5(t) exp[5i(ω(D)t+ θ)]+

+β5(D)z5(t) exp[−5i(ω(D)t+ θ)]
)
,

(3.17)
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P3(r) =
γ2
d23,1

·R3,1(r), P5(r) =
γ3
d25,1

·R5,1(r),

α3(D) =
exp[3ih]

3λc1,1 − λc3,1
, β3(D) =

exp[−3ih]

3λc1,1 − λc3,1

α5(D) =
3 exp[8ih](

3λc1,1 − λc3,1
) (

5λc1,1 − λc5,1
) , β5(D) =

3 exp[−8ih](
3λc1,1 − λc3,1

) (
5λc1,1 − λc5,1

) ,
ω(D) = Im

(
λc1,1(D) +

3

d21,1

[
γ1 exp[ih]ρ

2(D) +
γ22
d23,1

exp[4ih](
3λc1,1 − λc3,1

)ρ4(D)

])
,

здесь ρ(D) > 0 — корень уравнения

Re

(
λc1(D) +

3

d21,1

[
γ1 exp[ih]ρ

2(D) +
γ22
d23,1

exp[4ih]

(3λc1 − λc3)
ρ4(D)

])
= 0,

где Rn,1 и d2n,1, n = 1, 3, 5 определяются равенствами (3.16),

γ1 =

r0∫
0

rR1(r)
4dr, γ2 =

r0∫
0

rR3
1(r)R3(r)dr, γ3 =

r0∫
0

rR2
1(r)R3(r)R5(r)dr.

Решение φc(r, θ, t,D) — экспоненциально устойчиво.

Доказательство теоремы проведено метод центральных многообразий.

При фиксированных значениях параметров проводились численные экс-

перименты с применением пакета символьных вычислений Wolfram

Mathematica 11.3. Построены приближенные решения φc(r, θ, t,D), опреде-

ляемые равенством (3.17) (см. рисунок 3.2).

а) б)

Рис. 3.2: Приближенные решение (3.17) для Λ = −3/2, h = 2π/3, D = 0, 02 при а) t = 1;

б) t = 5
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3.2. Сценарии поведения решений нелинейных уравнений
с оператором поворота на окружности

В данной главе рассматривается ФДУ (2.1) на окружности S1 (узком

кольце, r2 − r1 = δ << 1) с оператором инволюции Q = Qh : h = 2π/p, p ∈ N,

Qp = I [1, 89]

∂u

∂t
+ u = D∆u+K(1 + γ cosQhu), θ ∈ S1, t ≥ 0, (3.18)

с начальным условием

u (θ, 0) = u0 (θ) (3.19)

и условием периодичности

u (θ + 2π, t) = u (θ, t) , (3.20)

здесь D > 0, K > 0, 0 < γ < 1, Qhu(θ, t) = u(θ + h, t) — оператор поворота

на угол h.

Отметим, что исследованию метаустойчивых (медленно меняющихся)

структур параболической задачи

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
− f(u), x ∈ (0, 1),

ux (0, t) = ux (1, t) ,

где D << 1, функция f (u) является гладкой и удовлетворяет условиям

f (±1) = 0, f ′ (±1) > 0, f (−x) = −f (x), посвящены работы [116,121].

Было доказано, что при достаточно малых значениях параметра D для

произвольного фиксированного n ∈ N существует n-параметрическое семей-

ство решений, являющихся медленно меняющимися функциями c внутренни-

ми переходными слоями [29] с n точками перехода h1, h2, ..., hn. Переменные

h1, h2, ..., hn являются решениями системы n обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений.

Будем предполагать, что выполняется условие 1.1. Фиксируем гладкую

ветвь решений u = w (K) из класса W0 уравнения (3.18). Как и ранее, вы-

полняем замену u = v + w, где v = v(θ, t) — новая неизвестная функция, и
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рассматриваем одну из модельных задач для задачи (3.18)–(3.20):

∂v

∂t
+ v = D

∂2v

∂θ2
+ Λ

(
Qhv +

1

2
(Qhv)

2 ctgw − 1

6
(Qhv)

3 +O
(
v4
))

,

v (θ + 2π, t) = v (θ, t) , v(θ, 0) = v0(θ), t > 0.

(3.21)

На окружности S1 устанавливается существование, описывается асимп-

тотическая форма и определяется характер устойчивости стационарных струк-

тур из класса W1, бифурцирующих от решения u (θ, t) = w из класса W0

модельной задачи (3.21), которое задается уравнением (1.6). Также описыва-

ются условия, при выполнении которых возможен сценарий возникновения

медленно меняющихся решений задачи (3.18)–(3.20) с внутренними переход-

ными слоями с шестью точками перехода для 2.

Для решения поставленных задач, используя галеркинские аппроксима-

ции (3.21) средних размерностей, проводится построение иерархии упрощен-

ных моделей уравнения (3.21). Как известно [2], анализ иерархии упрощенных

моделей многих нелинейных диссипативных систем позволяет предсказать

качественные и количественные характеристики решений.

3.2.1. Бифуркация неоднородного в пространстве
стационарного решения для окружности,
асимптотическое представление

Уравнение (3.21), линеаризованное в окрестности нулевого решения, пред-

ставим в операторной форме

∂v

∂t
= L(D,K)v, (3.22)

где L(D,K)v = −v +D∆v + ΛQhv, Qhv = v (x+ h), Λ определяется равен-

ством (1.9).

Частным случаем леммы 2.1 является следующее утверждение для опе-

ратора L(D,K), действующего в пространствеH(S1) с областью определения

H2
(
S1
)
.
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Лемма 3.3. Оператор L(D,K) имеет полную в H(S1) ортогональную си-

стему собственных функций ψn(θ) = exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . , где

L(D,K)ψn(θ) =
(
−1−Dn2 + Λexp[inh]

)
ψn(θ),

Собственные значения оператора L(D,K) :

λn = −1−Dn2 + Λexp[inh], n = 0,±1,±2, . . . (3.23)

Согласно теореме 5.1.1( [106, стр.113]) и лемме 3.3, если Λ > 1, то нулевое

решение (3.21) неустойчиво для любых D > 0. Если −1 < Λ < 1, то нуле-

вое решение (3.21) является асимптотически устойчивым для любых D > 0.

Выберем K так, чтобы как и ранее выполнялось условие 2.1:

Обозначим Dn = (−1− Λ) /n2, n = 1, 2, . . . . Если D > D1, то согласно

лемме 3.3 нулевое решение задачи (3.21) является устойчивым. При умень-

шении значения параметра D и переходе через критическое значение D1 одно

собственное значение λ1 проходит через нуль. Если D2 < D < D1, то индекс

неустойчивости нулевого решения равен 1.

Предположим, что выполняется

Условие 3.4. cosw = 0.

Таким образом, рассматривается задача

∂v

∂t
+ v = D

∂2v

∂θ2
+ ΛQhv −

Λ

6
(Qhv)

3 +O
(
v4
)
,

v (θ + 2π, t) = v (θ, t) , v(θ, 0) = v0(θ), t > 0.

(3.24)

Имеет место теорема.

Теорема 3.4. При Λ < −1, h = π существует µ > 0 такое, что для любых

значений параметра D, удовлетворяющих неравенству D1 − µ < D < D1, су-

ществует z(D) > 0, z (D1) = 0 — непрерывная ветвь стационарных точек

уравнения

ż = λ1z+
Λ

8
z3+

Λ2

192(3λ1 − λ3)
z5+

Λ3 (λ1 + λ3)

4608 (3λ1 − λ3)
2 (5λ1 − λ3)

z7+ . . . , (3.25)

которой соответствует пара стационарных решений ±φ1(θ,D) задачи (3.24)
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из класса W1:

φ1(θ,D) =

(
z cos θ +

3∑
k=1

z2k−1σ3k−1(θ,D) + ξ(z, θ,D)

)∣∣∣∣∣
z=z(D)

, (3.26)

σ3 = − Λ

24(3λ1 − λ3)
cos 3θ, (3.27)

σ5 =
Λ2

192(3λ1 − λ3)

[
1

5λ1 − λ5
cos 5θ − 1

5λ1 − λ3
cos 3θ

]
, (3.28)

σ7 =
Λ3

4608(3λ1 − λ3)

[
1

(7λ1 − λ7)

(
1

3λ1 − λ3
+

3

5λ1 − λ5

)
cos 7θ +

+
1

(7λ1 − λ5)

(
1

3λ1 − λ3
− 3

5λ1 − λ3
− 9

5λ1 − λ5

)
cos 5θ+

+
3

(7λ1 − λ3)

(
1

5λ1 − λ5
+

3

5λ1 − λ3
− 1

3λ1 − λ3

)
cos 3θ

]
,

здесь ξ(z, x,D) = O(|z|9), Решение φ1(x,D) — орбитально устойчиво в про-

странстве H1
(
S1
)
.

Доказательство. Для доказательства утверждения теоремы воспользуемся
методом центральных многообразий [106, гл. 6]. Существование центрального
многообразия уравнения (3.24) в окрестности (0, D1) ∈ R×H1 доказывается,
как в [7, 14]. Как в [16] представим центральное многообразие в виде

u = z(t) cos (θ) +
N∑
k=1

z2k+1(t)σ2k+1(θ,D). (3.29)

где σ2k+1(θ,D), k = 1, N — функции из пространстваH2
(
S1
)
. Уравнение (3.24)

с учётом представления многообразия (3.29) принимает вид:

ż = λ1z +
N∑
k=1

C2k+1z
2k+1, z ≥ 0, (3.30)

Для определения коэффициентов разложений (3.29) и (3.30) воспользуемся
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равенством

(
λ1z +

N∑
k=1

C2k+1z
2k+1

)(
cos θ +

N∑
k=1

(2k + 1)z2kσ2k+1(θ,D)
)
+

+z cos θ +
N∑
k=1

z2k+1σ2k+1(θ,D) =

= D
(
− z cos θ +

N∑
k=1

z2k+1∂
2σ2k+1(θ,D)

∂θ2

)
+

+Λ
(
− z cos θ +

N∑
k=1

z2k+1σ2k+1(θ + π,D)
)
−

(3.31)

−Λ

6

(
− z cos θ +

N∑
k=1

z2k+1σ2k+1(θ + π,D)
)3
.

В (3.31) для коэффициентов при z в левой и правой частях выполняется
равенство. Из равенства коэффициентов в (3.31) при z3 получаем уравнение:

C3 cos θ+σ3(θ,D) (3λ1 + 1) = D
∂2σ3(θ,D)

∂θ2
+Λσ3 (θ + π,D)+

Λ

6
cos3 θ. (3.32)

Из условия разрешимости уравнения (3.32) в пространстве H2
(
S1
)

в клас-

се гладких по параметру D функций следует, что C3 =
Λ

8
. Тогда решением

уравнения (3.32) в указанном классе является функция σ3(θ,D) определяе-
мая равенством (3.27).

Легко видеть, что σ5 удовлетворяет уравнению

C5 cos θ + 3C3σ3(θ,D) + σ5(θ,D) (5λ1 + 1) =

= D
∂2σ5(θ,D)

∂θ2
+ Λσ5 (θ + π,D)− Λ

2
σ3(θ + π,D) cos2 θ,

(3.33)

учитывая (3.27) и условие разрешимости уравнения (3.33), находим

C5 =
Λ2

192 (3λ1 − λ3)
.

Тогда решением уравнения (3.33) является функция σ5, удовлетворяющая
равенству (3.28).

Аналогично находим C7 и σ7.



66

Процесс последовательного построения коэффициентов разложений (3.29)
и (3.30) неограниченно продолжим. Получающийся в результате ряд (3.29)
является асимптотически сходящимся в окрестности z = 0, D = D1 [106].

Проведем анализ семейства уравнений (3.30). Тривиальное решение (3.30)
асимптотически устойчиво, если значение бифуркационного параметраD боль-
ше первого критического значения D1. При уменьшении значения параметра
D и переходе через значение D1 нулевое решение меняет характер устой-
чивости: наибольшее собственное значение переходит через мнимую ось и
становится положительным. В результате этого от теряющего устойчивость
нулевого решения (3.30) ответвляется непрерывная по параметру D ветвь
асимптотически устойчивых стационарных точек φ1(θ,D). Отсюда, в силу
принципа сведения [106], следует справедливость теоремы.

Отметим, что утверждения теоремы 3.4 носят локальный по парамет-

ру D характер. Очевидно, что на основании выполненного выше анализа

никаких заключений об устойчивости φ1(θ,D) при углублении D в область

надкритичности сделать нельзя. Однако, приближенное равенство

φ1(θ,D) ≈
(
z cos θ + z3σ3(θ,D) + z5σ5(θ,D) + z7σ7(θ,D)

)
|z=z(D), (3.34)

где z(D) > 0, z(D1), — непрерывная ветвь стационарных точек уравнения

ż = λ1z −
3

4
z3 +

3

16 (3λ1 − λ3)
z5 − 3 (λ1 + λ3)

64 (3λ1 − λ3)
2 (5λ1 − λ3)

z7

открывает путь для исследования на устойчивость φ1(θ,D).

Рассмотрим поведение φ1 (θ,D) при уменьшении параметра D. С этой

целью воспользуемся приближенным равенством (3.34). Численные расчеты

проводились для случая Λ = −3/2. Вблизи значения параметра D1 гра-

фик функции φ1 имеет квазигармоническую форму с малой амплитудой.

При уменьшении параметра D амплитуда функции φ1 (θ,D) возрастает.

При этом |φ1 (θ,D)| функции принимает максимальное значение в точках

0, π и 2π. Когда функция |φ1 (θ,D)| достигает значения (−1 − Λ), рост ее

амплитуды прекращается. При дальнейшем уменьшение параметра D увели-

чиваются промежутки, примыкающие к θ = 0, θ = π, θ = 2π, на которых
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функция φ1 (θ,D) принимает почти постоянные значения. При достиженииD

некоторого значения, функция φ1 (θ,D) начинает колебаться (явление Гибб-

са). При D близких к нулю φ1 (θ,D) является функцией типа внутреннего

переходного слоя [29] с двумя точками перехода π/2 и 3π/2. В качестве ил-

люстрации на рис. 3.4 приведены графики функции φ1(θ,D) для D = 0.49,

D = 0.4, D = 0.2, D = 0.1, D = 0.01.
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Рис. 3.3: Функция φ1(θ,D) при Λ = −3/2, D = 0.49; 0.4; 0.2; 0.1; 0.01.

При уменьшении параметра D и прохождении значений

Dn =
−1 + (−1)nΛ

(2n− 1)2
, n = 1, 2, . . . каждый раз от v = 0 ответвляется пара

±φn(θ,D) стационарных решений задачи (3.24) из класса W1. Их бифур-

кационный анализ можно также провести методом центральных многооб-

разий или воспользоваться принципом подобия φk(θ,D) = φ1(kθ; kD), k =

2, 3, . . . [2]. Нетрудно установить, что φk(θ,D) рождаются неустойчивыми

с индексом неустойчивости k − 1.

3.2.2. Галеркинские аппроксимации неоднородных в пространстве
структур на окружности

Для исследования динамики стационарных структур φk(θ, µ), k = 1, 2, ...

при уменьшении значения бифуркационного параметра D строится иерархия
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упрощенных моделей уравнения (3.24). Для этого приближенные решения за-

дачи (3.24) представляются в виде

v = z0 +
N∑
k=1

(zk (t,D) cos kθ + yk (t,D) sin kθ) , (3.35)

что позволяет перейти к системам обыкновенных дифференциальных урав-

нений [45]:
żk = F1 (zk (t,D) , ys (t,D)) ,

ẏs = F2 (zk (t,D) , ys (t,D)) , k, s,= 0, N
(3.36)

Анализ систем (3.36) проводился дляN = 20, 33. Согласно проведенному

анализу они обладают рядом общих свойств. Опишем их.

Для Λ < −1 и любого N = 20, 33 нулевое решение (3.36) экспоненциаль-

но устойчиво при D > D1. При переходе параметра D значения D1 нулевое

решение теряет устойчивость: максимальная точка спектра нулевого решения

переходит с ненулевой скоростью с отрицательной на положительную полу-

ось. В результате этой бифуркации от нуля ответвляются две непрерывные

по D ветви неподвижных точек ±z1 (D,N) = ±
(
z10; z

1
1; . . . ; z

1
N

)
, такие что

z12s = 0, (−1)s z12s+1 > 0, s = 0, 1, . . . ; z11 >
∣∣z13∣∣ > z15 > . . .

В силу (3.35) и определения z1 имеет место следующее приближенное

равенство

φ∗
1 (θ,D) ≈

n∑
s=1

z12s−1 cos(2s− 1)θ, n = [
N + 1

2
]. (3.37)

Для значений N = 20, 33 проведенный анализ спектра ветви неподвижных

точек z1 (D,N) показал, что существует Λ = Λ (N) ≈ −2 такое, что при лю-

бых значениях параметра D, удовлетворяющих неравенству D > D1 спектр

лежит на отрицательной полуоси. При уменьшении параметра D собствен-

ные значения сближаются: максимальное собственное значение убывает, а

минимальное собственное значение — возрастает. Ветви неподвижных точек

z1 (D,N) устойчивы для указанных значений Λ при любых D < D1.

Для Λ < Λ∗ существует значение параметра D∗ = D∗ (N) , такое что

при D∗ < D < D1 все точки спектра z1 (D,N) принадлежат отрицатель-
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ной полуоси. При D = D∗ наибольшая точка спектра z1 (D,N) переходит

на положительную полуось. В результате от теряющей устойчивость ветви

z1 (D,N) ответвляется пара непрерывных по параметру D ветвей стационар-

ных точек z1± (D,N) =
{(
z1D
)
k
, k = 0, N

}
= {±z0, z1,±z2, z3..., } , zk = zk (D) ,

спектры которых совпадают. При уменьшении параметра D все точки спек-

тров z1± (D,N) находятся в левой полуплоскости для D < D∗.

Есть основания полагать, что решения φ1 (θ,D) для Λ < Λ∗ теряет устой-

чивость при переходе параметра D через значение D∗
1. В результате бифурка-

ции "вилка" от φ1 (θ,D) ответвляются две ветви φ±
1 (θ,D) асимптотически

устойчивых стационарных решений (3.36). Справедливо приближенное ра-

венство

φ±
1 (θ,D) ≈

N∑
k=0

(
z1±
)
k
cos kθ. (3.38)

На рис. 3.4 приведены графические представления решений системы (3.36)

вида (3.38) для Λ = −3, D = 0.58394; 0.5; 0.1; 0.010, 01.
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Рис. 3.4: Приближенные решение системы (3.36) вида (3.38) для Λ = −3, h = π/3 при
D = 0.58394; 0.5; 0.1; 0.01.

Далее считаем, что −2 < Λ < −1. При уменьшении параметра D и

переходе значения D = (−1− Λ)/3 индекс неустойчивости нулевого решения

системы (3.36) увеличивается на единицу. В результате от нулевого решения

ответвляется вторая пара непрерывных по параметруD ветвей стационарных

точек ±z2 (D,N) = ±
(
z20, z

2
1, . . . z

2
N

)
такиx, что

z2k = 0, k ̸= 3, 9, . . . ; (−1)s z26s+3 > 0, s = 0, 1, . . . ; z23 >
∣∣z29∣∣ > z215 > . . . .
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В силу (3.36) справедливо приближенное равенство

φ2 (x,D) ≈
n∑

s=1

z26s−3 cos(6s− 3)θ, n =

[
N − 1

9

]
+ 1. (3.39)

Вблизи значения параметра D2 график функции φ2 (x,D) имеет квази-

гармоническую форму с малой амплитудой. При уменьшении параметра D

амплитуда функции φ2 (x,D) возрастает. При этом |φ2 (θ,D)| принимает мак-

симальное значение в точках θ = kπ/3, k = 0, 6. Когда функция |φ2 (θ,D)|
достигает значения (−1−Λ), рост ее амплитуды прекращается. При дальней-

шем уменьшение параметра D увеличиваются промежутки,примыкающие к

θ = kπ/3, k = 0, 6, на которых функция φ2 (θ,D) мало меняется. При дости-

жении D некоторого значения, зависящего от N , функция φ2 (θ,D) начинает

колебаться, т. е. проявляется явление Гиббса. ПриD близких к нулю φ2 (θ,D)

имеет вид функции типа внутреннего переходного слоя с шестью точками пе-

рехода kπ/6, k = 1, 3, . . . , 11 [29].

В качестве иллюстрации на рис. 3.5 построены графики приближенных

решений системы (3.36) вида (3.39) приN = 33, D = 0.05; 0.04; 0.02; 0, 005.
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Рис. 3.5: Приближенные решения (ф3.39704.36ф) при N = 33, Λ = −3/2, D = 0.05; 0.04;

0.02; 0, 005

Проведенный для N = 20, 33 анализ спектра ветви неподвижных точек
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системы (3.36) z2 (D,N) дал следующие результаты.

1. Спектр z2 (D,N) лежит на вещественной оси.

2. Все точки спектра z2 (D,N) , кроме максимальной точки λ0(D,N),

принадлежат отрицательной полуоси. При уменьшении параметра D отри-

цательные точки спектра сближаются: максимальная точка уменьшается, а

минимальная точка увеличивается.

3. В окрестности бифуркационного значения параметраD =
−1− Λ

9
мак-

симальная точка спектра λ0(D,N) ветви неподвижных точек z2 (D,N) по-

ложительна. При отходе D от бифуркационного значения λ0(D,N) убыва-

ет. Вблизи нуля скорость изменения λ0(D,N) мала. Существует интервал

(D1(N), D2(N)) изменения параметра D, на котором λ0(D,N) медленно ме-

няется вблизи нуля.

4. Поведение λ0(D,N) при убывании параметра D от значения D1(N)

зависит от размерности системы (3.36).

Для N ̸= 6k+1, 6k+2, k = 1, 5 точка λ0(D,N), переходит через нуль на

отрицательную полуось. Причем, для N = 6k−1, 6k, k = 1, 5 точка λ0(D,N)

при D → 0 близка к нулю.

ДляN = 6k+3, 6k+4, k = 1, 5 точка λ0(D,N) принимает отрицательные

значения, и монотонно убывая, отходит от нуля.

Согласно проведенному выше анализу при Λ < −1 ветвь неподвижных

точек φ1 (θ,D) устойчива для каждого D < D1. Ветвь неподвижных точек

φ2 (θ,D) , рождается из нуля неустойчивой с индексом неустойчивости 1 и со-

храняет, как и в [116,121], неустойчивость. Есть основания полагать, что мак-

симальная точка спектра φ2 (θ,D) стремится к нулю при D → D∗. Окруж-

ность неподвижных точек φk (θ,D) , k = 3, 4, ..., рождающаяся из нуля при

D = Dk = D1/(2k − 1)2, сохраняет при отходе параметра D от критическо-

го значения индекс неустойчивости. При этом (k − 1) положительная точка

спектра окружности неподвижных точек φk (θ,D) при D → D∗ стремится к

нулю.
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3.2.3. Метаустойчивые структуры задачи на окружности

Рассмотрим вопрос о построении решений задачи (3.24), которые в тече-

нии длительного промежутка времени меняются медленно, а затем за срав-

нительно небольшой промежуток времени переходят в окрестность одного из

устойчивых решений (3.24), так называемых медленно меняющихся решений.

Опишем один из вариантов эволюции метаустойчивых структур типа

внутреннего переходного слоя с шестью точками перехода [29].

В системах (3.36) при определённых значениях бифукрационного пара-

метра были обнаружены седло-узловые бифуркаций, результатом которых

является рождение двух непрерывных по параметру D ветвей неподвижных

точек (3.36), индексы неустойчивости которых отличаются на единицу. Им

соответствуют два приближенных решения начально-краевой задачи (3.24)

типа внутреннего переходного слоя с шестью точками перехода. Уменьше-

ние значения параметра D приводит к изменениям каждой пары непрерыв-

ных ветвей неподвижных точек (3.36). А это означает, что меняются и со-

ответствующие им ветви приближенных решений (3.24). Найдены прибли-

жённые значения бифуркационного параметра D, при которых происходят

седло-узловые бифуркации.

Показана реализация в системе (3.36) следующего сценария седло-узловой

бифуркации: одна из точек покоя устойчива (все собственные значения рас-

положены на отрицательной полуоси); вторая точка покоя неустойчива с ин-

дексом неустойчивости 1.

При уменьшении значения параметра D характер устойчивости непо-

движных точек в системе (3.36), возникающих в результате седло-узловых би-

фуркаций, остается неизменным. Причем, максимальные собственные значе-

ния, которые в окрестности критического значения параметраD были близки

к нулю, отходят от нуля.

Вычислительные эксперименты по исследованию бифуркации седло-узел

проводились для значений N = 20, 33.

Упорядочим по убыванию бифуркационного значения параметраD седло-
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узловые бифуркации каскада: седло-узловую бифуркацию с наибольшим кри-

тическим значением бифуркационного параметра будем считать первой. Для

нее седло-узловая точка покоя располагается около одной из двух стационар-

ных точек покоя ±z2(D,N) системы (3.36), которые рождаются при D = D2

в результате увеличения индекса неустойчивости нулевого решения систе-

мы (3.36). Для определённости, будем считать, что это z2(D,N). В соот-

ветствии с (3.35), каждая пара непрерывных по параметру D ветвей непо-

движных точек (3.36), порожденная указанной седло-узловой бифуркацией

каскада, соответствует паре приближенных непрерывных ветвей решений за-

дачи (3.24) типа внутреннего переходного слоя с шестью точками перехода.

Для бифуркации седло-узел с номером k точки перехода ветви, соответству-

ющей устойчивым точкам покоя, обозначим: θskm = θskm(D), k = 1, 5, m = 1, 6,

θsk1 < . . . < θsk6 , для неустойчивой ветви — θukm = θukm(D), θuk1 < . . . < θuk6. От-

метим, что две точки перехода одинаковы для любого k : для θsk2 = θuk2 = π/2,

θsk5 = θuk5 = 3π/2. При фиксированном значении N и Λ были обнаружены

два каскада седло-узловых бифуркаций, каждый из которых содержит 5 пар

непрерывных ветвей неподвижных точек, точки перехода соответствующих

им приближённым решениям, удовлетворяют следующим неравенствам:

i) π
6 < θs11 < θu11 < . . . < θs51 < θu51 <

π
2 ,

π
2 < θu53 < θs53 < . . . < θu13 < θs13 <

5π
6 ,

7π
6 < θs14 < θu14 < . . . < θs54 < θu54 <

3π
2 ,

3π
2 < θu56 < θs56 < . . . < θu16 < θs16 <

11π
6 ;

ii) 0 < θu51 < θs51 < . . . < θu11 < θs11 <
π
6 ,

5π
6 < θs13 < θu13 < . . . < θs53 < θu53 < π,

π < θu54 < θs54 < . . . < θu14 < θs14 <
7π
6

11π
6 < θs16 < θu16 < . . . < θs56θ

u
56 < 2π.

Показано, что в системах (3.36) реализуются оба случая. Найдены кри-

тические значения бифуркационного параметра, 5 пар седло-узловых бифур-

каций систем (3.36) каждого типа и соответствующих им приближенных ре-

шений краевой задачи (3.24).
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Отметим, что была обнаружена зависимость бифуркационных значений

параметра D от порядка N системы (3.36): рост порядка системы N сопро-

вождался уменьшением критических значений параметра D, соответствую-

щих седло-узловых бифуркаций. Движение параметра D к нулю, приводит

к тому, что родившиеся в результате седло-узловых бифуркаций в систе-

ме (3.36) устойчивая и неустойчивая ветви неподвижных точек при этом мед-

ленно расходятся.

Обозначим φs
k = φs

k(θ,D,N), φu
k = φu

k(θ,D,N), k = 1, 5, приближенные

решения (3.24), соответствующие устойчивой и неустойчивой непрерывным

ветвям стационарных решений системы (3.36), которые рождаются в резуль-

тате седло-узловой бифуркации с номером k.

При фиксированных значениях Λ = −3/2, N = 31, D = 0.0017 на рис. 3.6

представлены первые 4 пары приближенных решений типа i), на рис. 3.7

представлены первые 4 пары приближенных решений типа ii) краевой зада-

чи (3.24), порожденные описанными каскадами седло-узловых бифуркаций в

системе (3.36).
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Рис. 3.6: Приближенные решения (3.24) типа i), порождённые бифуркациями
седло-узел при Λ = −3/2, N = 31, D = 0.0017

Рассмотрим решения V s
1 (θ, t,D), V u

1 (θ, t,D) начально-краевой

задачи (3.24), для которой в качестве начальных условий выбраны прибли-
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Рис. 3.7: Приближенные решения (3.24) типа ii), порождённые бифуркациями седло-узел
при Λ = −3/2, N = 31, D = 0.0017

женные решения φs
1 (θ,D,N) , φu

1 (θ,D,N), соответственно. В результате чис-

ленных экспериментов, проведенных для фиксированных значений парамет-

ров Λ = −3/2, N = 31, построены V s
1 (θ, t,D) и V u

1 (θ, t,D), которые на зна-

чительных промежутках изменения времени меняются медленно, а затем на

сравнительно более коротком промежутке времени они переходят в окрест-

ность одного из устойчивых стационарных решений φ1 из класса W1, что

характерно для метаустойчивых структур [116,121].

На рис. 3.8 представлено решение V s
1 (θ, t,D) задачи (3.24)

для D = 0.0017, Λ = −3/2, φs
1, которое порождается седло-узловой бифурка-

цией при D = 0.005. Решение V s
1 (θ, t,D) в течении времени t ∈ [0;≈ 5 · 106]

меняется медленно. Затем за этапом медленной эволюции наступает более ко-

роткий этап быстрого изменения, в результате которого решение V s
1 (θ, t,D)

оказывается в окрестности одного из устойчивых стационарных решений φ1

(см. рис. 3.8).

При увеличении t решение V s
1 (θ, t,D) последовательно проходит вблизи

приближенных решений φs
1, φ

u
1 , φ

s
2, φ

u
2 , ... краевой задачи (3.24). Описанная

динамика характерна и для решений V s
2 (θ, t,D), V u

2 (θ, t,D),..., V u
5 (θ, t,D).

Отметим, что каждая функция V s
k (θ, t,D), V u

k (θ, t,D) характеризуется опре-
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Рис. 3.8: Решение (3.24), Λ = −3/2, D = 0.0017

деленным промежутком медленной эволюции, так называемым, временем

жизни метаустойчивой структуры. При этом время жизни метаустойчивых

структур V s
k (θ, t,D), V u

k (θ, t,D) быстро уменьшается при переходе от одной

из них к следующей в приведенной последовательности.

Указанное поведение наглядно представлена на рис. 3.9, где для различ-

ных значений времени t построены соответствующие сечения метаустойчивой

структуры, представленной на рис. 3.8.
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Рис. 3.9: Решение (3.24) при t = 4000000, 4900000, 4950000, 4959600, 4959737, 4959800,

D = 0.0017, Λ = −3/2.
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Далее будем считать, что выполняется следующее условие.

Условие 2.5. cosu ̸= 0.

Используя метод центральных многообразий в [47] доказана теорема,

аналогичная теореме 2.4, о существовании и асимптотической форме

решений φ∗
1(θ,D) из класса W1, бифурцирующих от решения из класса W0

при уменьшении параметра D и прохождении через первое критическое зна-

чение.

В качестве иллюстрации на рис. 3.10 приведены графики функции

φ∗
1(θ,D) для D = 0.49, D = 0.4, D = 0.2, D = 0.1, D = 0.01. При D близких

θ

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

φ1 θ,D,N)

3π

2

π

2

D 0.49

D 0.40

D 0.20

D 0.10

D 0.010

Рис. 3.10: Приближенное решение задачи (3.21) для случая cosw ̸= 0

при Λ = −3/2, D = 0.49; 0.4; 0.2; 0.1; 0.01.

к нулю φ1 (θ,D) является функцией типа внутреннего переходного слоя [29]

с двумя точками перехода π/2 и 3π/2.

При уменьшении параметра µ и прохождении значений

Dk =
√
−1− Λ/ (2k − 1) , k = 1, 2, . . . от v = 0 каждый раз ответвляется пара

φk(, D), φ∗
k(θ,D) стационарных решений задачи (3.18)-(3.20) из класса W1.

Для нахождения φk(θ,D) используем принцип подобия [2]

φk(θ,D) = φ1(kθ; kD), k = 2, 3, . . .
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Выводы к главе 3

Для начально-краевой задачи ФДУ параболического типа с оператором

поворота пространственного аргумента, с краевым условием Неймана и усло-

вием 2π-периодичности, рассматриваемой на круге и окружности доказаны

утверждения о существовании, асимптотической форме и характере устойчи-

вости стационарных решений из класса W1, которые бифурцируют от реше-

ния из класса W0 в результате изменения характера его устойчивости. Для

круга также показано существование периодических по времени решений.

В окрестности критического значения бифуркационного параметра спра-

ведливы результаты сформулированной и доказанной методом центральных

многообразий теоремы о существовании и асимптотической форме стационар-

ного решения параболического уравнения с оператором поворота из класса

W1, которое рождается в результате суперкритической бифуркации из ме-

няющего характер устойчивости пространственно-однородного решения. Ис-

пользуя результаты применения метода центральных многообразий и согла-

сованного с ним формального построения решения методом Галеркина, най-

дены представления бифурцирующих стационарных решений из класса W1

параболического ФДУ с оператором поворота пространственного аргумента,

проведен анализ их динамики в зависимости от значений бифуркационного

параметра D.

Проведенные с применение пакета Wolfram Mathematica численные экс-

перименты показали, что применение формализма метода Галеркина, согла-

сованного с методом центральных многообразий, качественно и количествен-

но приводит к верным результатам.

Применяя метод центральных многообразий и согласованный с ним ме-

тод Галеркина, построены каскады седло-узловых бифуркаций, в результате

которых одновременно происходит рождение устойчивой и неустойчивой с

индексом неустойчивости 1 непрерывных по параметру D ветвей стационар-

ных точек.

Описаны условия и сценарий возникновения метаустойчивых (медленно



79

меняющихся) решений в задаче на окружности.
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ГЛАВА 4. Структура решения для уравнения с оператором
отражения на прямоугольной области

4.1. Задача для уравнений с оператором отражения аргумента
на бесконечной полосе

В отличии от предыдущих случаев, где граничные области были круго-

выми, в данной главе рассматриваются области в R2 с границами, параллель-

ными координатным осям в прямоугольной декартовой системе координат.

Начально-краевая задача, как правило, рассматривается с краевыми услови-

ями первого, второго и третьего рода. Особый интерес представляют условия

с косой производной, частным случаем которой являются условия Дирихле

или Неймана.

Рассмотрим начально-краевую задачу для нелинейного ФДУ параболи-

ческого типа с преобразованием отражения по переменной x ∈ R. В отличии

от наиболее часто рассматриваемых условий Дирихле и Неймана, рассмотрим

условие с косой производной.

∂u

∂t
+ u = D∆u+K(1 + γ cosQu), x ∈ R, |y| ≤ l, t > 0, (4.1)(
∂u

∂y
− tgα1

∂u

∂x

)∣∣∣∣
y=−l

= 0,

(
∂u

∂y
− tgα2

∂u

∂x

)∣∣∣∣
y=l

= 0, (4.2)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (4.3)

здесь u = u(x, y, t), x ∈ R, |y| ≤ l, Qu(x, y, t) = u(−x, y, t).
Граничные условия (4.2) с косой производной определяют производные

по направлению, которое образуют с внешними нормалями углы α1 = α2 = α.

Представляет интерес асимптотическая форма и анализ устойчивости реше-

ний, бифурцирующих из однородного в пространстве решения (4.1)

u(x, y, t) = ŵ = const, которое определяется условием 1.1 w = K(1+γ cosw).

Фиксируем гладкую ветвь ŵ = ŵ(K), 1 +Kγ sin ŵ(K) ̸= 0 и выполняем за-

мену u = ŵ + v, где v = v(x, y, t) новая неизвестная функция, которую по

прежнему будем обозначать через u(x, y, t). Приходим к задаче

∂u

∂t
− Lu = N(Qu) = g, x ∈ R, |y| ≤ l, t > 0, (4.4)
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∂u

∂y
− tgα

∂u

∂x

)∣∣∣∣
y=±l

= 0, (4.5)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (4.6)

где L = D∆− I + ΛQ, N(Qu) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu ≈ Ω(Qu)2− Λ

6
(Qu)3,

Qu(x, y, t) = u(−x, y, t), Q2 = I. Через g(x, y, t) обозначен нелинейный опера-

тор N(Qu), как функция, зависящая от переменных (x, y, t). Уравнение (4.4)

является неоднородным. Представим задачу (4.4)-(4.6) в виде нелинейного

интегрального уравнения. Будем использовать преобразование Фурье по пе-

ременной x ∈ R и Лапласа па переменной t > 0. Обозначим

U(ω, y, t) = (Fu)(ω, y, t) = 1√
2π

∫
R
u(x, y, t) exp[iωx]dx,

U(ω, y, p) = (LFu)(ω, y, p) =
∞∫
0

U(ω, y, t) exp[−pt]dt.

Используя свойства преобразования Фурье

F
{
∂ku(x, y, t)

∂xk

}
(ω, y, t) = (−iω)kU(ω, y, t)

и преобразования Лапласа

L
{
∂u(x, y, t)

∂t

}
(x, y, p) = pU(x, y, p)− u(x, y, 0) = pU(x, y, p)− u0(x, y),

задача (4.4)-(4.6) в образах Фурье-Лапласа имеет вид функционально-диф-

ференциального уравнения второго порядка с оператором отражения

{Q : QU(ω, y, p) = U(−ω, y, p), Q2 = I} :

∂2U(ω, y, p)

∂y2
−
[
ω2 +

1 + p

D

]
U(ω, y, p)− Λ

D
U(−ω, y, p) =

= G(ω, y, p) + U0(ω, y),

(4.7)

∂U(ω,±l, p)
∂y

+ iω tgαU(ω,±l, p) = 0. (4.8)
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Обозначая через V (ω, y, p) = U(−ω, y, p) (V = QU), однородное уравне-

ние (4.7) приводится к системе уравнений, не содержащих явно оператор Q :

∂2U(ω, y, p)

∂y2
−
[
ω2 +

1 + p

D

]
U(ω, y, p) +

Λ

D
V (ω, y, p) = 0,

∂2V (ω, y, p)

∂y2
−
[
ω2 +

1 + p

D

]
V (ω, y, p) +

Λ

D
U(ω, y, p) = 0.

(4.9)

Решения определяются через корни характеристического уравнения систе-

мы (4.9)

λj(ω, p) = ±
(
ω2 +

1 + p∓ Λ

D

)1/2

, j = 1, 4.

Лемма 4.1. Решения системы (4.9) представимы в виде

U(ω, y, p) =
4∑

s=1

As(ω, p) exp[λs(ω, p)y],

V (ω, y, p) =
4∑

s=1

(−1)sAs(ω, p) exp[λs(ω, p)y].

Далее получим зависимость только от двух коэффициентов.

4.1.1. Сведение к нелинейному интегральному уравнению

Лемма 4.2 Решение U(ω, y, p) представимо в виде разложения по соб-

ственным функциям краевой задачи по переменной y :

U(ω, y, p) =
1

2
A0(ω, p) +

∞∑
k=1

(
Ak(ω, p) cos

kπ

2l
y +Bk(ω, p) sin

kπ

2l
y

)
,

G(ω, y, p) =
1

2
C0(ω, p) +

∞∑
k=1

(
Ck(ω, p) cos

kπ

2l
y +Dk(ω, p) sin

kπ

2l
y

)
,

U0(ω, y) =
1

2
A0(ω) +

∞∑
k=1

(
A0k(ω) cos

kπ

2l
y +B0k(ω) sin

kπ

2l
y

)
.

(4.10)

где

Ak(ω, p) =
1

l

l∫
−l

U(ω, y, p) cos
kπ

2l
ydy,

Bk(ω, p) =
1

l

l∫
−l

U(ω, y, p) sin
kπ

2l
ydy, k = 0, 1, 2, . . .

(4.11)
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Аналогично, выписываются коэффициенты разложения для G(ω, y, p) и

U0(ω, y).

Доказательство. В исходных переменных разложение (4.10) имеет вид

u(x, y, t) =
∞∑
k=0

(
ak(x, t) cos

kπ

2l
y + bk(x, t) sin

kπ

2l
y

)
,

g(x, y, t) =
∞∑
k=0

(
ck(x, t) cos

kπ

2l
y + dk(x, t) sin

kπ

2l
y

)
,

u0(x, y) =
∞∑
k=0

(
a0k(x, t) cos

kπ

2l
y + b0k(x, t) sin

kπ

2l
y

)
.

(4.12)

Исходные коэффициенты и их изображения Фурье-Лапласа связаны соотно-
шениями

Ak(ω, p) =
(
FLak(x, t)

)
(ω, p), Bk(ω, p) =

(
FLbk(x, t)

)
(ω, p)

Ck(ω, p) =
(
FLck(x, t)

)
(ω, p), Dk(ω, p) =

(
FLdk(x, t)

)
(ω, p),

Ak(x, p) =
(
Lak(x, t)

)
(x, p), Ak(ω, t) =

(
Fak(x, t)

)
(ω, t),

Bk(x, p) =
(
Lbk(x, t)

)
(x, p), Bk(ω, t) =

(
Fbk(x, t)

)
(ω, t),

Ck(x, p) =
(
Lck(x, t)

)
(x, p), Ck(ω, t) =

(
Fck(x, t)

)
(ω, t),

Dk(x, p) =
(
Ldk(x, t)

)
(x, p), Dk(ω, t) =

(
Fdk(x, t)

)
(ω, t),

A0k(ω) =
(
Fa0k(x)

)
(ω), B0k(ω) =

(
Fb0k(x)

)
(ω).

Подставляя выражение (4.10) в краевую задачу (4.7), (4.8) находим ко-
эффициенты разложения (4.11) и (4.12).

Теорема 4.1 Начально-краевая задача с косой производной (4.4)-(4.6)

представима в виде нелинейного интегрального уравнения

u(x, y, t) =
1√
2π

t∫
0

∫
R

(
chΛ(t− τ) exp

[
− (x+ ξ)2

4(t− τ)D

]
+

+ shΛ(t− τ) exp

[
− (x− ξ)2

4(t− τ)D

])
exp [−(t− τ)]

2
√
π(t− τ)D

×

×1

l

l∫
−l

[
1

2
+

∞∑
k=1

exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

(t− τ)

]
cos

kπ

2l
(y − η)

]
×

(4.13)
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×
(
K(1 + γ cosu(ξ, η, τ))− Λu(ξ, η, τ)

)
dηdξdτ+

+
1√
2π

exp [−t]
2
√
πtD

∫
R

(
chΛt exp

[
−(x− ξ)2

4tD

]
+

+ shΛt exp

[
−(x+ ξ)2

4tD

])
×

×1

l

l∫
−l

[
1

2
+

∞∑
k=1

exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

t

]
cos

kπ

2l
(y − η)

]
u0(ξ, η)dηdξ.

Доказательство. Применим метод разделения переменных. Представим
U(ω, y, p) =

∑
k

Yk(y)Zk(ω, p). Каждый член ряда удовлетворяет однородному

уравнению (4.7) и краевому условию (4.8). Далее опустим индекс k.
Разделяя переменные, для однородного уравнения получим

Y ′′(y)

Y (y)
=

[
ω2 +

1 + p

D

]
− Λ

D

Z(−ω, p)
Z(ω, p)

= −ν2. (4.14)

Из (4.14) и условия (4.8) следует

Y ′′(y) + ν2Y (y) = 0, Y ′(±l) + iω tgαY (±l) = 0. (4.15)

Решение краевой задачи (4.15) Y (y) = a cos νy + b sin νy нетривиально

при условии 2
(
ω2 tg2 α− ν2

)
sin νl cos νl = 0. Следовательно, νk =

kπ

2l
,

Yk(y) = ak cos
kπ

2l
y + bk sin

kπ

2l
y, k = 0, 1, 2, . . . , т.е. справедливо представ-

ление (4.10). Случай ν = ±ω tgα рассматривается отдельно.
Для Zk(ω, p) получим систему функциональных уравнений

Zk(ω, p)

[
ω2 + ν2 +

1 + p

D

]
− Λ

D
Zk(−ω, p) = 0,

−Λ

D
Zk(ω, p) + Zk(−ω, p)

[
ω2 + ν2 +

1 + p

D

]
= 0.

(4.16)

Второе уравнение получено в результате применения оператора Q. Систе-
ма (4.16) имеет нетривиальное решение при условии(

ω2 + ν2 +
1 + p

D

)2

−
(
Λ

D

)2

= 0,

или qk(ω, p) = ±Λ, где qk(ω, p) = 1 +D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
+ p.
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Коэффициенты разложения Ak и Bk определяются из неоднородной си-
стемы уравнений, содержащих оператор отражения Q :

qk(ω, p)Ak(ω, p)− ΛAk(−ω, p) = Ck(ω, p) + A0k(ω),

qk(ω, p)Bk(ω, p)− ΛBk(−ω, p) = Dk(ω, p) +B0k(ω).
(4.17)

Решения системы (4.17) имеют вид

Ak(ω, p) = K1(ω, p, k)Ck(ω, p) +K2(ω, p, k)Ck(−ω, p)+

+K1(ω, p, k)A0k(ω) +K2(ω, p, k)A0k(−ω),

Bk(ω, p) = K1(ω, p, k)Dk(ω, p) +K2(ω, p, k)Dk(−ω, p)+

+K1(ω, p, k)B0k(ω) +K2(ω, p, k)B0k(−ω),
где

K1(ω, p, k) =
qk(ω, p)

q2k(ω, p)− Λ2
, K2(ω, p, k) =

Λ

q2k(ω, p)− Λ2
,

kj(x, t, k) =
(
F−1L−1{Kj}

)
(x, t, k), j = 1, 2.

Следовательно,

u(x, y, t) =
1√
2π

t∫
0

∫
R

[ ∞∑
k=0

(
k1(x− ξ, t− τ, k)

[
ck(ξ, τ) cos

kπ

2l
y+

+dk(ξ, τ) sin
kπ

2l
y
]
+

+k2(x− ξ, t− τ, k)
[
ck(−ξ, τ) cos

kπ

2l
y + dk(−ξ, τ) sin

kπ

2l
y
])]

dξdτ+

+
1√
2π

∫
R

[ ∞∑
k=0

(
k1(x− ξ, t, k)

[
a0k(ξ) cos

kπ

2l
y + b0k(ξ) sin

kπ

2l
y
]
+

+k2(x− ξ, t, k)
[
a0k(−ξ) cos

kπ

2l
y + b0k(−ξ) sin

kπ

2l
y
])]

dξ.

(4.18)

С помощью обратных преобразований Фурье и Лапласа найдем
L−1{K1(ω, p, k)} и L−1{K2(ω, p, k)}, используя формулы из [36]

L−1

{
p+ d

(p− a)(p− b)

}
= A exp[at] +B exp[bt], A =

a+ d

a− b
, B =

b+ d

b− a
,

L−1

{
1

(p− a)(p− b)

}
= A exp[at] +B exp[bt], A =

1

a− b
, B =

1

b− a
,
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получим

L−1{K1(ω, p, k)} =
1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
+ Λ− 1

)]
+

+
1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
− Λ− 1

)]
,

L−1
{
K2(ω, p, k)

}
=

1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
+ Λ− 1

)]
−

−1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
− Λ− 1

)]
.

Следовательно,

k1(x, t, k) =
exp [−t]
2
√
πtD

exp

[
− x2

4tD

]
exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

t

]
chΛt,

k2(x, t, k) =
exp [−t]
2
√
πtD

exp

[
− x2

4tD

]
exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

t

]
shΛt.

(4.19)

Преобразовывая (4.18) с учетом (4.19) и выражения для
g(x, y, t) = K(1 + γ cosu(−x, y, t))− Λu(−x, y, t), получаем (4.13).

4.1.2. Частный случай представления в виде интегрального уравнения

При разделении переменных также получена зависимость решения Y (y)

в виде exp[−iω tgαy]. Рассмотрим данный случай.

После применения преобразования Фурье к (4.4)-(4.6) получим начально-

краевую задачу

∂U(ω, y, t)

∂t
− U(ω, y, t)−D

[∂2U(ω, y, t)
∂y2

− ω2U(ω, y, t)
]
−

−ΛU(−ω, y, t) = G(ω, y, t)

(4.20)

с начальным условием

U(ω, y, 0) = U0(ω, y) (4.21)

и краевым условием

∂U(ω,±l, t)
∂y

= (−iω)(tgα)U(ω,±l, t). (4.22)
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Представим решение однородного уравнения в виде

U(ω, y, t) = A(ω, t) exp[−iω tgα y]. (4.23)

Решение (4.23) удовлетворяет краевому условию (4.22). Имеет место следую-

щая теорема.

Теорема 4.2 Начально-краевая задача (4.20)-(4.22) представима в виде

нелинейного интегрального уравнения

u(x, y, t) =
1√
2π

∫
R
k1(x− ξ, y, t)u0(ξ, y)dξ+

+

t∫
0

1√
2π

∫
R
k2(x− ξ, t− τ)g(ξ, y, τ)dξdτ,

(4.24)

где
g(ξ, y, τ) = K(1 + γ cosQu(ξ, y, τ))− ΛQu(ξ, y, τ),

k1(x, y, t) =
exp

[
(1∓ Λ)t

]
2
√
πD (1 + tg2 α) t

exp

[
− (x+ y tgα)2

4D (1 + tg2 α) t

]
,

k2(x, t) =
exp

[
(1∓ Λ)t

]
2
√
πD (1 + tg2 α) t

exp

[
− x2

4D (1 + tg2 α) t

]
.

(4.25)

Доказательство. Подставим (4.23) в (4.20), получим неоднородное уравнение

∂A(ω, t)

∂t
−
[
1−Dω2(1 + tg2 α)

]
A(ω, t)− ΛQA(ω, t) =

= G(ω, y, t) exp[iω tgα y].

(4.26)

Разделяя переменные в однородном уравнении (4.26), получим:

T ′(t)− T (t)

T (t)
= −Dω2(1 + tg2 α) + Λ

QX(ω)

X(ω)
= −λ,

откуда T (t) = C exp
[
(1− λ)t

]
.

Спектральную задачу для функционального уравнения(
λ−Dω2

(
1 + tg2 α

) )
X(ω) + ΛX(−ω) = 0.

запишем в виде (
λ−Dω2

(
1 + tg2 α

) )
X(ω) + ΛX1(ω) = 0,(

λ−Dω2
(
1 + tg2 α

) )
X1(ω) + ΛX(ω) = 0,
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здесь X1(ω) = X(−ω). Существование нетривиального решения определяет-
ся условием λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
= ±Λ.

Если λ = λ+ = Dω2
(
1 + tg2 α

)
+Λ, то X(−ω) = −X(ω), следовательно,

X(ω)− произвольная нечётная функция. Если λ = λ− = Dω2
(
1 + tg2 α

)
−Λ,

то X(−ω) = X(ω), следовательно, X(ω)− произвольная чётная функция.
Тогда

T±(t) = C± exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
,

A±(ω, t) = X±C± exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
.

Общее решение соответствующего однородного уравнения (4.20)

U±(ω, y, t) = C±X± exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t− iω(tgα)y

]
.

Общее решение (4.20) получаем методом вариации произвольной посто-
янной, частные решения неоднородного уравнения имеют вид

Ũ±(ω, y, t) =

t∫
0

G(ω, y, τ) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)(t− τ)

]
dτ. (4.27)

Таким образом, с учетом (4.27) для общего решения получаем

U(ω, y, t) = U±(ω, y, t) + Ũ±(ω, y, t) =

= C±X±(ω) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t− iω(tgα)y

]
+

+

t∫
0

G(ω, y, τ) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)(t− τ)

]
dτ.

Из начального условия (4.21) следует, что

U(ω, y, 0) = C±X±(ω) exp
[
− iω(tgα)y

]
= U0(ω, y).

Итак,

U(ω, y, t) = U0(ω, y) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
+

+

t∫
0

G(ω, y, τ) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)(t− τ)

]
dτ =

= K1(ω, t)U0(ω, y) +

t∫
0

K2(ω, t− τ)G(ω, y, τ)dτ.
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С помощью обратного преобразования Фурье находим

k1(x, y, t) =
exp

[
(1∓ Λ)t

]
2
√
πD (1 + tg2 α) t

exp

[
− (x+ y tgα)2

4D (1 + tg2 α) t

]
,

k2(x, t− τ) =
exp

[
(1∓ Λ)(t− τ)

]
2
√
πD (1 + tg2 α) (t− τ)

exp

[
− x2

4D (1 + tg2 α) (t− τ)

]
.

Таким образом, имеет место представление (4.24).

Замечание. Представление (4.13) задачи (4.4)-(4.6) (теорема 4.1) в виде

нелинейного интегрального уравнения не содержит оператор Q, что удоб-

но для построения приближенного решения (итерационный процесс) un+1 =

Aun +Bu0, n = 0, 1, . . . Считая u0 = 0, получаем u1 = Bu0, т.е. видна струк-

тура решения (последнее итерационное слагаемое в (4.13)).

Аналогичное рассуждение справедливо для частного случая теоремы 4.1.

4.1.3. Дискретный случай задачи

Рассматриваем задачу (4.1)-(4.3). Соответствующее линейное уравнение

имеет вид
∂u

∂t
= D∆u− u+ ΛQu, t > 0 |x| ≤ d, |y| ≤ l

∂u(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
±l

= tgα
∂u

∂x(x, y, t)

∣∣∣∣
±l

.
(4.28)

Воспользуемся методом разделения переменных для уравнения (4.28)

u(x, y, t) = Z(x, y) · T (t), получим

T ′(t)

T (t)
=
D∆Z(x, y)− Z(x, y) + ΛQZ(x, y)

Z(x, y)
= −λ

В результате приходим к задаче Штурма-Лиувилля относительно Z(x, y)

∆Z(x, y)− 1

D
Z(x, y) +

Λ

D
QZ(x, y) = − λ

D
Z(x, y),

∂Z(x, y)

∂y

∣∣∣∣
±l

= tgα
∂Z(x, y)

∂x

∣∣∣∣
±l

.
(4.29)

и уравнению для функции T (t) : T ′(t) + λT (t) = 0. Следовательно,

T (t) = C exp[−λt].
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Разделение переменных в (4.29) Z(x, y) = X(x) · Y (y) приводит к урав-

нению
X ′′(x)

X(x)
+

Λ

D

QX(x)

X(x)
− 1

D
+
λ

D
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −ν.

Получаем задачи для Y (y):

Y ′′(y)− νY (y) = 0, Y ′(±l)− µ tg αY (±) = 0; (4.30)

и для X(x) (граничные условия для x = ±d пока не заданы):

X ′′(x) +

[
λ− 1

D
+ ν

]
X(x) +

Λ

D
QX(x) = 0,

X ′(x) = µX(x), X ′′(x) = µX ′(x) = µ2X(x), QX ′′(x) = Qµ2X(x),

(4.31)

где µ =
Y ′(l)

Y (l) tg α
.

Пусть ν = 0. Тогда Y (y) = D0y + C0. Из краевого условия задачи (4.30)

получаем Y0(y) = D0y.

Пусть ν = −κ2 < 0, тогда решение краевой задачи (4.30) вида

Y (y) = C1 cosκy + C2 sinκy. нетривиально при κ =
πk

2l
и

C2 = C1

µ tg(α) cos
πk

2
+
πk

2l
sin

πk

2
πk

2l
cos

πk

2
− µ tg(α) sin

πk

2

.

С точностью до постоянного множителя

Y (y) = C

[(
πk

2l
cos

πk

2
− µ tg(α) sin

πk

2

)
cos

πk

2l
y+

+

(
µ tg(α) cos

πk

2
+
πk

2l
sin

πk

2

)
sin

πk

2l
y

]
.

Отсюда,

При k = 2m : Y2m = C

[
cos
(πm
l
y
)
+
lµ tg(α)

πm
sin
(πm
l
y
)]

, (4.32)

при k = 2m+ 1 : Y2m+1 = C

[
cos

(
π(2m+ 1)

2l
y

)
−

−π(2m+ 1)

2lµ tg(α)
sin

(
π(2m+ 1)

2l
y

)
,

(4.33)
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где m = 0, 1, 2, . . .

Пусть ν = κ2 > 0. Тогда тогда решение краевой задачи (4.30) вида

Y (y) = C1 exp[κy] + C2 exp[−κy] нетривиально при κ = ±µ tgα. Тогда

Y (y) = C exp[µ tgαy].

Для определения функции X(x) рассмотрим задачу (4.31).

Представим X(x) = A1 exp[γx] + A2 exp[−γx]. Решение краевой зада-

чи (4.31) нетривиально при γ2 + ν +
λ− 1∓ Λ

D
= 0.

Если γ−1,2 = ±
√

−ν + 1− λ− Λ

D
, то A2 = −A1 и

X−(x) = A1

(
exp[γ−1,2x]− exp[−γ−1,2x]

)
.

Если γ+1,2 = ±
√

−ν + 1− λ+ Λ

D
, то A2 = A1 и

X+(x) = A1

(
exp[γ+1,2x] + exp[−γ+1,2x]

)
.

Таким образом, имеют место следующие случаи:

1) ν = 0 :

Y0(y) = D0y, X±(x) = A1

(
exp[γ+x]± exp[−γ+x]

)
,

где γ± =

√
1− λ± Λ

D
;

2) ν = −κ2 = −
(
πk

2l

)2

< 0 :

Y2m = C

[
cos
(πm
l
y
)
+
lµ tg(α)

πm
sin
(πm
l
y
)]

,

X±(x) = A1

(
exp[γ+x]± exp[−γ+x]

)
,

где γ± =

√(πm
l

)2
+

1− λ± Λ

D
,

Y2m+1 = C

[
cos

(
π(2m+ 1)

2l
y

)
− π(2m+ 1)

2lµ tg(α)
sin

(
π(2m+ 1)

2l
y

)]
,

X±(x) = A1

(
exp[γ+x]± exp[−γ+x]

)
,
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где γ± =

√(
π(2m+ 1)

2l

)2

+
1− λ± Λ

D
;

3) ν = κ2 = µ2 tg2 α > 0 :

Y (y) = C exp[µ tgα y], X±(x) = A1

(
exp[γ+x]± exp[−γ+x]

)
,

где γ± =

√
−µ2 tg2 α +

1− λ± Λ

D
.

Рассмотрим

X ′′(x) +

[
λ− 1

D
+ ν

]
X(x) +

Λ

D
QX(x) = 0.

Обозначим X1(x) = X(x), X2(x) = X1(−x) = X(−x), получаем систему

X ′′
1 (x) +

[
λ− 1

D
+ ν

]
X1(x) +

Λ

D
X2(x) = 0,

X ′′
2 (x) +

[
λ− 1

D
+ ν

]
X2(x) +

Λ

D
X1(x) = 0.

(4.34)

Решение X1(x) = a exp[αx], X2(x) = b exp[−αx] системы (4.34) нетривиально

при α2 =
1− λ± Λ

D
− ν.

Таким образом,

X(x) = A1 cos

√
ν +

λ− 1− Λ

D
x+ A2 sin

√
ν +

λ− 1− Λ

D
x+

+A3 cos

√
ν +

λ− 1 + Λ

D
x+ A4 sin

√
ν +

λ− 1 + Λ

D
x.

Из условия 2π-периодичности функции X(x) находим

λ± = D(n2 − ν) + 1± Λ, n = 0, 1, 2, . . .

При ν = −
(
kπ

2l

)2

: λ± =
(
n2 +

(
kπ
2l

)2)
D + 1± Λ, n = 0, 1, 2, . . .

Для λ+ бифуркационное значение параметра D = − (Λ + 1)4l2

π2k2 + 4l2n2
. Учи-

тывая, что 0 < D < 1, находим ограничение на значение параметра Λ :

−

(
1 + n2 +

(
kπ

2l

)2
)
< Λ < −1.
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Для λ− бифуркационное значение параметра D =
4(Λ− 1)l2

π2k2 + 4l2n2
. Учиты-

вая, что 0 < D < 1, находим ограничение на значения Λ :

1 < Λ < 1 + n2 +

(
πk

2l

)2

,

что противоречит условию 2.1.

Используя полученный результат, далее рассмотрим частный случай за-

дачи для прямоугольника SQ = {(x, y)
∣∣∣ |x| ≤ d, |y| ≤ l} при условии tgα = 0,

что соответствует условиям Неймана.

4.2. Задача для уравнений с оператором отражения аргумента
с условием периодичности на прямоугольнике

Рассмотрим начально-краевую задачу для нелинейного ФДУ параболи-

ческого типа с преобразованием отражения по переменной x ∈ R с краевыми с

косой производной. В прямоугольнике S = {(x, y)| − d < x < d, −l < y < l}
рассматривается уравнение

∂u

∂t
−D∆u+ u− ΛQu = f(u) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu ≡ g(x, y, t), (4.35)

где (x, y) ∈ S, t > 0, u = u (x, y, t) [1], [89] с инволюцией (преобразованием от-

ражения) Qu = u(−x, y, t), краевыми условиями с косой производной на гра-

ницах y = ±l
∂u

∂y

∣∣∣∣
±l

= tgα
∂u

∂x

∣∣∣∣
±l

, (4.36)

с краевыми условиями на границах x = ±d либо с косой производной

∂u

∂y

∣∣∣∣
±d

= tg β
∂u

∂x

∣∣∣∣
±d

, (4.37)

либо с условием 2π−периодичности (d = π)

u (x+ 2π, y, t) = u (x, y, t) (4.38)

и начальным условием

u(x, y, 0) = u0(x, y) (4.39)
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Здесь ∆u — двумерный оператор Лапласа в декартовой системе координат

(x, y), D > 0, K > 0, 0 < γ < 1.

Пусть w = w(x, y, t) — одно из решений задачи (4.35)–(4.39), выполним

замену u = w + v, где v = v(x, y, t) — новая неизвестная функция. Тогда

задача (4.35)–(4.39) относительно v примет вид

∂v

∂t
+ v = D∆v −Kγ sinQw ·Qv + f(Qv,Qw), (x, y) ∈ S, t ≥ 0,

v (x+ 2π, y, t) = v (x, y, t) ,
(4.40)

с соответствующими краевыми условиями для функции v, где f(Qw,Qv) =

Kγ (cosQw(cosQv − 1)− sinQw(sinQv −Qv)) [125].

Рассмотрим одно из модельных уравнений задачи (4.40) [49]

∂v

∂t
+ v = D∆v + ΛQhv + ΩQhv

2 − Λ

6
Qhv

3, t ≥ 0, (4.41)

где Λ, Ω определяются равенствами (1.9). Согласно (4.36)–(4.39) им соответ-

ствуют две линеаризованные задачи: с краевыми условиями с косой произ-

водной на горизонтальных и вертикальных границах области

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv, t > 0, |x| < d, |y| < l,

∂v(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=±l

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x

∣∣∣∣
y=±l

,

∂v(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
x=±d

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x

∣∣∣∣
x=±d

,

v(x, y, 0) = v0(x, y)

(4.42)

и с краевыми условиями с косой производной на горизонтальных границах и

условием периодичности на вертикальных границах

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv, t > 0, |x| < π, |y| < l,

∂v(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=±l

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x

∣∣∣∣
y=±l

, v (x+ 2π, y, t) = v (x, y, t)

v(x, y, 0) = v0(x, y).

(4.43)

Линеаризованное уравнение задач (4.42), (4.43) представим в операторной

форме
∂v

∂t
− Lv = 0, где Lv = L0v + LQv, L0v = −D∆v, LQv = v − ΛQv.
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Обозначим ψn,m — собственные функции операторов L0 и L:

L0ψn,m = −∆ψn,m = λn,mψn,m,

Lψn,m = λ̃n,mψn,m.
(4.44)

Линейный оператор L с областью определенияH2, рассматриваемый как

неограниченный оператор в пространствеH, является самосопряженным опе-

ратором. Найдем собственные функции и собственные значения оператора L.

4.2.1. Спектральная задача

Воспользуемся методом разделения переменных для уравнения Lv = 0.

Представим v(x, y, t) = Z(x, y) · T (t). Получим задачу для Z(x, y):

∆Z(x, y)− 1

D
Z(x, y) +

Λ

D
QZ(x, y) = − λ̃

D
Z(x, y)

с условиями первого типа(
∂Z(x, y)

∂y
− tgα

∂Z(x, y)

∂x

) ∣∣∣∣∣
y=±l

= 0,

(
∂Z(x, y)

∂x
− tg β

∂Z(x, y)

∂y

) ∣∣∣∣∣
x=±d

= 0

(4.45)

или второго типа (
∂Z(x, y)

∂y
− tgα

∂Z(x, y)

∂x

) ∣∣∣∣∣
y=±l

= 0,

Z(x+ 2π, y) = Z(x, y)

(4.46)

и уравнение для функции T (t) : T ′(t) + λ̃T (t) = 0. Следовательно,

T (t) = C exp[−λ̃t].
Предварительно в пространствеH рассмотрим спектральную задачу для

дискретного самосопряженного оператора L0 : L0φ = −∆Zφ

L0φ = λφ (4.47)

с краевыми условиями (4.45) или (4.46) .
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Лемма 4.3. Оператор L0, определенный краевой задачей (4.47), (4.45),

имеет в пространстве H = L2(S
d) полную ортонормированную систему соб-

ственных функций

φn,m =

[
cos

nπ

2d
x± i sin

nπ

2d
x

][
dm cos

πm

2l
y ± iln sin

πm

2l
y

]
, (4.48)

n = 0,±1,±2, . . . , m = 0,±1,±2, . . . Соответствующие собственные значения

определяются равенством

λn,m =
(mπ

2l

)2
+
(nπ
2d

)2
. (4.49)

Доказательство. Разделяя переменные Z(x, y) = X(x) ·Y (y) в уравнении за-
дачи (4.47), получим − (X ′′(x) · Y (y) +X(x) · Y ′′(y)) = λX(x) ·Y (y). Отсюда
X ′′(x) + (λ− ν)X(x) = 0 и Y ′′(y) + νY (y) = 0.

Рассмотрим краевую задачу для уравнения

Y ′′(y) + νY (y) = 0 (4.50)

с косой производной на границе(
X(x)Y ′(y)− tgαX ′(x)Y (y)

)∣∣∣∣∣
y=±l

= 0. (4.51)

Из условия (4.51) X ′(x) =
Y ′(±l)

tgαY (±l)
X(x) = µX(x) получаем краевые усло-

вия

Y ′(±l)− µ tgαY (±l) = 0. (4.52)

Пусть ν = κ2 > 0. Решение

Y (y) = A cosκy +B sinκy. (4.53)

краевой задачи (4.50), (4.52) нетривиально при κ =
mπ

2l
или µ2 tg2 α+κ2 = 0.

При νm = κ2 =
(mπ

2l

)2
решение (4.53) имеет вид

Ym(y) = Am cos
mπ

2l
y +Bm sin

mπ

2l
y.

Переходим к уравнению относительно X(x):

X ′′(x) +
(
λ− νm

)
X(x) = 0
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с условиями
X ′(±d)Y (y)− tg βX(±d)Y ′(y) = 0,

X ′(x) = µX(x).
(4.54)

Из (4.54) получаем Y ′(y) = ηY (y), где η = X ′(±d)
tg βX(±d) и приходим к задаче

X ′′(x) +
(
λ− νm

)
X(x) = 0,

X ′(±d)− η tg βX(±d) = 0.
(4.55)

Пусть λ − νm = λ −
(πm

2l

)2
= 0. Решение X(x) = Ax + B краевой

задачи (4.55) нетривиально при η = 0. Следовательно, A = 0, B ̸= 0.

Пусть λ− νm = λ−
(πm

2l

)2
= ξ2. Решение

X(x) = a cos ξx+ b sin ξx (4.56)

краевой задачи (4.55) нетривиально при ξ =
nπ

2d
или η2 tg2 β + ξ2 = 0.

Рассмотрим случай ξ2 =
(nπ
2d

)2
. Решение (4.56), представим в виде

Xn(x) = a cos
nπ

2d
x+ b sin

nπ

2d
x,

λn,m =
(mπ

2l

)2
+
(nπ
2d

)2
.

(4.57)

Учитывая X ′
n(x) = µXn(x), приходим к равенству

−anπ
2d

sin
nπ

2d
x+ b

nπ

2d
cos

nπ

2d
x = µ

(
a cos

nπ

2d
x+ b sin

nπ

2d
x
)
. (4.58)

Следовательно, b
nπ

2d
= µa, µ2 = −

(nπ
2d

)2
.

Отсюда, учитывая (4.57), с точностью до постоянного множителя нахо-
дим

Xn(x) = cos
nπ

2d
x± i sin

nπ

2d
x.

Из краевого условия (4.51)

Y ′(l) = µ tgαY (l) = ±inπ
2d

tgαY (l)

следует, что

Bm = ±i πn
2dκ

tgαAm = ±i ln
dm

tgαAm.
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Тогда с точностью до постоянного множителя решение (4.50) имеет вид

Yn,m(y) = A
[
dm cos

πm

2l
y ± iln sin

πm

2l
y
]
.

Таким образом, с точностью до постоянного множителя собственные
функции оператора L0 определяются равенством (4.48), соответствующие
собственные значения – равенством (4.49).

Отметим, что при доказательстве леммы 4.3 также были получены по-

лучены значения κ = ±iµ tgα и ξ = ±inπ
2d

. Исследования соответствующей

спектральной задачи будет рассмотрено позже.

Далее, в пространстве H рассмотрим спектральную задачу для дискрет-

ного самосопряженного оператора L0 : L0ψ = −∆ψ и краевыми условия-

ми (4.46) 2π-периодичности на границе x = ±d = ±π и условием с косой

производной на границе y = ±l. Доказано следующее утверждение.

Лемма 4.4. Оператор L0, определенный краевой задачей (4.47), (4.46),

имеет в пространстве H = L2(S
d) полную ортонормированную систему соб-

ственных функций

ψn,2s =

[
cosnx± i sinnx

][
πs cos

πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y

]
,

ψn,2s−1 =

[
cosnx± i sinnx

][
2ln tgα cos

π(2s− 1)

2l
y±

±iπ(2s− 1) sin
π(2s− 1)

2l
y

]
,

(4.59)

n = 0,±1,±2, . . .. Соответствующие собственные значения определяются ра-

венством

λn,m =
(mπ

2l

)2
+ n2. (4.60)

Доказательство. Как в лемме 4.3 находим функцию Ym(y). Для определения
функции Xn(x) вместо условия (4.42) используем условие 2π-периодичности,
тогда

X(x+ 2π)−X(x) = 2 sin ξπ(b cos ξ(x+ π)− a sin ξ(x+ π)) = 0.
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Отсюда ξ = n. Учитывая (4.56), Xn(x) = a cosnx+ b sinnx,

λn,m =
(mπ

2l

)2
+ n2.

Так какX ′(x) = µX(x), то −an sinnx+bn cosnx = µ (a cosnx+ b sinnx) .

Отсюда, b = −an
µ

, µ2 = −n2, Y ′(±l) = µ tgαY (±l) = ±in tgαY (±l). Следо-

вательно, учитывая (4.2.1), получаем

Bm = ±iln tgα
πs

Am (m = 2s), Bm = ±iπ(2s− 1)

2ln tgα
Am (m = 2s− 1).

Тогда с точностью до постоянного множителя решение (4.53) имеет вид

Yn,2s(y) = πs cos
πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y,

Yn,2s−1(y) = 2ln tgα cos
π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y.

Таким образом, в случае условия 2π-периодичности функции ψn,m опре-
деляются равенством (4.59), соответствующие собственные значения опреде-
ляются равенством (4.60).

Далее, в пространстве H рассмотрим спектральную задачу для операто-

ра L = L0+LQ : LψQ = λψQ и краевыми условиями (4.46) 2π-периодичности

на границе x = ±π и условием с косой производной на границе y = ±l.
Справедливо следующее утверждение.

Лемма 4.5. Оператор LQ, определяемый краевой задачей

LψQ = λQψQ,(
∂ψQ(x, y)

∂y
− tgα

∂ψQ(x, y)

∂x

) ∣∣∣∣∣
y=±l

= 0,

ψQ(x+ 2π, y) = ψQ(x, y),

где L = L0 + LQ = −∆v + v − ΛQv,

ψQ(x, y) = Xn(x)Yn,m(y) =
[
a cosnx+ b sinnx

]
Yn,m(y), (4.61)

имеет в пространстве H = L2(S
d) ортонормированную систему собственных

функций

ψs
n,m = sinnxYn,m, ψ

c
n,m = cosnxYn,m,
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которым соответствуют собственные значения

λ̃sn,m = D

((mπ
2l

)2
+ n2

)
+ 1 + Λ, λ̃cn,m = D

((mπ
2l

)2
+ n2

)
+ 1− Λ.

Доказательство. Для собственных функций оператора LQ, определяемого кра-
евой задачей (4.47), (4.46) (лемма 4.3) рассматриваем спектральную задачу

ψQ
n,m − ΛQψQ

n,m − λQψQ
n,m = 0,(

∂ψQ(x, y)

∂y
− tgα

∂ψQ(x, y)

∂x

) ∣∣∣∣∣
y=±l

= 0,

ψQ(x+ 2π, y) = ψQ(x, y).

(4.62)

Решение (4.61) краевой задачи (4.62) нетривиально при λQ = 1± Λ.
Таким образом, если λQ = 1 + Λ, то

ψs
n,m = sinnxYn,m, λ̃

s
n = Dλn,m + λQ = D

((mπ
2l

)2
+ n2

)
+ 1 + Λ.

Если λQ = 1− Λ, то

ψQ
n,m = cosnxYn,m, λ̃

c
n = Dλn,m + λQ = D

((mπ
2l

)2
+ n2

)
+ 1− Λ.

Учитывая результат леммы 4.5, получаем

Z(x, y) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

An,mZn,m =
∞∑

n,m=1

An,mXn(x)Yn,m(y) =

=
∞∑
n=1

∞∑
s=1

sinnx

[
2ln tgα cos

π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y+

+πs cos
πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y

]
+

+
∞∑
k=1

∞∑
s=1

cos kx

[
2lk tgα cos

π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y+

+πs cos
πs

l
y ± ilk tgα sin

πs

l
y

]
,

λ̃sn,m = Dλn,m + λQ = D

((mπ
2l

)2
+ n2

)
+ 1 + Λ,

λ̃cn,m = Dλn,m + λQ = D

((mπ
2l

)2
+ n2

)
+ 1− Λ.
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Тогда

v(x, y, t) =

( ∞∑
n=1, s=1

Am,n sinnx

[
2ln tgα cos

π(2s− 1)

2l
y±

±iπ(2s− 1) sin
π(2s− 1)

2l
y+

+πs cos
πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y

])
exp[−λ̃sn,mt]

или

v(x, y, t) =

( ∞∑
n=1, s=1

Bm,n cos kx

[
2lk tgα cos

π(2s− 1)

2l
y±

±iπ(2s− 1) sin
π(2s− 1)

2l
y+

+πs cos
πs

l
y ± ilk tgα sin

πs

l
y

])
C exp[−λ̃cn,mt].

4.2.2. Метод центральных многообразий

Рассмотрим одну из модельных задач

∂v

∂t
+ v = D∆v + ΛQhv −

Λ

6
Qhv

3, |x| < π, |y| < l, t ≥ 0,

∂v(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=±l

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x

∣∣∣∣
y=±l

,

v (x+ 2π, y, t) = v (x, y, t) ,

v(x, y, 0) = v0(x, y).

(4.63)

Для получения асимптотической формы стационарных решений из классаW1

задачи (4.63), бифурцирующих из решения w ∈ W0, воспользуемся методом

центральных многообразий.

Устойчивость решения определяется знаком Re(λ̃sn,m) и Re(λ̃cn,m). При

выполнении условия 2.1 существуют значения n,m, при которыхRe(λ̃sn,m) = 0.

Обозначим Dn,m =
(
−1− Λ + λ̃sn,m

)((mπ
2l

)2
+ n2

)−1

бифуркационные зна-

чения параметра D. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.3. При Λ < −1 существует µ > 0, такое что для значений пара-

метра D, удовлетворяющих неравенству D1,1 − µ < D < D1,1,
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где D1,1 = −
(
1 + Λ + λ̃s1,1

)(( π
2l

)2
+ 1

)−1

, в окрестности нулевого решения

начально-краевой задачи (4.63) существует непрерывная ветвь стационарных

точек z = z(D) > 0 уравнения

ż = λ̃s1,1(D)z − 3Λ

32
K−

1,4z
3 +

Λ2K−
1,4

1024K−
1,20

[
K−

3,20K
−
1,12(

3λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)+
+
K+

1,4K
+
1,20

3

(
9

3λ̃s1,1 − λ̃s1,3
− 1

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)]
z5 + . . . ,

где K±
η,ξ = η2π2 ± ξ2l2 tg2 α, которой соответствуют решения из класса W1

φ(x, y,D) = sin x
(
2l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y
)
z(t)+

+

[
p3,1(x,D)

(
6l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y
)
+

+p3,3(x,D)

(
6l tgα cos

3π

2l
y + 3il sin

3π

2l
y

)]
z(t)3+

+

[
p5,1(x,D)

(
10l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y
)
+

+p5,3(x,D)

(
10l tgα cos

3π

2l
y + 3iπ sin

3π

2l
y

)
+

+p5,5(x,D)

(
10l tgα cos

5π

2l
y + 5iπ sin

5π

2l
y

)]
z5(t)+

+ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

(4.64)

где

p3,1(x,D) =
ΛK−

1,4K
−
1,12

32
(
3λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)
K−

1,36

sin 3x, (4.65)

p3,3 =
ΛK+

1,4

288

 3(
3λ̃s1,1 − λ̃s1,3

) sinx− 1(
3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

) sin 3x

 , (4.66)
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p5,1 =
Λ2K−

1,4

1024
(
5λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)
K−

1,100

[
−
K+

1,4K
+
1,20

3

(
3

3λ̃s1,1 − λ̃s1,3
+

2

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)
++

K−
1,12

(
K−

3,20K
−
1,36 − 192π2l2 tg2 α

)(
3λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)
K−

1,36

]
sin 3x+

+
Λ2K−

1,4

3072
(
5λ̃s1,1 − λ̃s5,1

)
K−

1,100

(
3K−

3,20K
−
1,12

3λ̃s1,1 − λ̃s3,1
+

K+
1,4K

+
1,20

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)
sin 5x,

(4.67)

p5,3 =
Λ2K−

1,4

1024
(
5λ̃s1,1 − λ̃s1,3

)
K−

9,100

− (K−
1,12)

2K+
3,20(

3λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)
K−

1,36

+

+
K+

1,4K
−
3,20

3

(
9

3λ̃s1,1 − λ̃s1,3
− 2

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)]
sinx+

(4.68)

+
Λ2K−

1,4

3072
(
5λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)
K−

9,100

[
6(K−

1,12)
2K+

3,20(
3λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)
K−

1,36

+

+K+
1,4K

−
3,20

(
6

3λ̃s1,1 − λ̃s1,3
− 5

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)]
sin 3x+

+
Λ2K−

1,4

3072
(
5λ̃s1,1 − λ̃s5,3

)
K−

9,100

[
K+

1,4K
−
3,20

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3
−

3(K−
1,12)

2K+
3,20(

3λ̃s1,1 − λ̃s3,1

)
K−

1,36

]
sin 5x,

p5,5 =
Λ2(K+

1,4)
2

15360

[
1

5λ̃s1,1 − λ̃s1,5

(
9

3λ̃s1,1 − λ̃s1,3
+

1

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)
sinx−

− 1

5λ̃s1,1 − λ̃s3,5

(
3

3λ̃s1,1 − λ̃s1,3
+

2

3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

)
sin 3x+

+
1(

5λ̃s1,1 − λ̃s5,5

) 1(
3λ̃s1,1 − λ̃s3,3

) sin 5x

 .
(4.69)

Решение φ(x, y,D) – устойчивое.

Доказательство. В окрестности решения v = 0 из класса W0 задачи (4.63)
для D, удовлетворяющих неравенству D1,1 − µ < D < D1,1 существует цен-
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тральное многообразие [106] представимое в виде

φ(x, y,D) = X1(x)Y1,1(y)z(t)+

+

[
p3,1(x,D)Y3,1(y) + p3,3(x,D)Y3,3(y)

]
z(t)3+

+

[
p5,1(x,D)Y5,1(y) + p5,4(x,D)Y5,3(y) + p5,5(x,D)Y5,5(y)

]
z(t)5+

+ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

(4.70)

где p3,1(x,D), p3,3(x,D), p5,1(x,D), p5,3(x,D), p5,5(x,D) функции из простран-
ства L2(S).

На многообразии (4.70) уравнение (4.63) принимает вид

ż = λ1,1(D)z + C3z
3 + C5z

5 + . . . (4.71)

Найдем коэффициенты разложений (4.70) и(4.71), ограничиваясь рас-
смотрением трех слагаемых. Подставим (4.70) и (4.71) в уравнение (4.63).
Приравнивая коэффициенты при z(t) и учитывая (4.2.1), приходим к тожде-

ству λ̃s1,1 ≡ D

(
1 +

π2

4l2

)
+ 1 + Λ.

Приравнивая коэффициенты в (4.63) при z3(t), получаем(
−Dp′′3,1(x) +

(
1 +

π2

4l2
D − 3λ̃s1,1

)
p3,1(x)− Λp3,1(−x)

)
Y3,1(y)+

+

(
−Dp′′3,3(x) +

(
1 +

9π2

4l2
D − 3λ̃s1,1

)
p3,3(x)− Λp3,3(−x)

)
Y3,3(y)+

+C3 sinxY1,1(y)−
Λ

6
sin3 xY 3

1,1(y) = 0.

Из условия ортогональности собственных функций находим

C3 = −3Λ

32

(
π2 − 4l2 tg2 α

)
= −3Λ

32
K−

1,4 где K±
η,ξ = η2π2 ± ξ2l2 tg2 α и равен-

ства (4.65), (4.66) для определения функций p3,1(x) и p3,3(x).
Приравнивая коэффициенты в уравнении (4.63) при z5(t), получаем ра-

венство для определения функций p5,1(x), p5,3(x), p5,5(x). Учитывая ортого-
нальность собственных функций, найденные ранее C3, p3,1(x), p3,3(x) и усло-
вие разрешимости уравнения (??), определяем значение C5 и приходим к ра-
венствам (4.67), (4.68), (4.69) для p5,1(x,D), p5,3(x,D), p5,5(x,D).

Используя описанный алгоритм, процесс может быть продолжен.
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Теорема носит локальный характер. Используя приближенное равенство

φ(x, y,D) ≈ X1(x)Y1,1(y)z(t)+

+p3,1(x,D)

[
Y3,1(y) + p3,3(x,D)Y3,3(y)

]
z(t)2 +

[
p5,1(x,D)Y5,1(y)+

+p5,3(x,D)Y5,3(y) + p5,5(x,D)Y5,5(y)

]
z5(t) + ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

в пакете Wolfram Mathematica 11.3 были проведены численные эксперименты

по построению приближенных пространственно-неоднородных стационарных

решений задачи (4.63) с различными значениями параметров. Результаты

приведены на рисунках 4.1, 4.2.
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e)
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Рис. 4.1: Приближенное решение задачи (4.63) при α = π/4, D = 0.3, Λ = −3/2: a) дей-
ствительная часть решения; b) линии уровня действительной части решения; c) мнимая
часть решения; d) линии уровня мнимой части решения; e) абсолютная величина решения;
f) линии уровня абсолютной величины решения.
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e)

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

f)

Рис. 4.2: Приближенное решение задачи (4.63) при α = π/12, D = 0.3, Λ = −3/2: a) дей-
ствительная часть решения; b) линии уровня действительной части решения; c) мнимая
часть решения; d) линии уровня мнимой части решения; e) абсолютная величина решения;
f) линии уровня абсолютной величины решения.

4.3. Частный случай задачи для уравнений с оператором отражения
аргументов на квадрате

Рассмотрим задачу на квадрате Sd = {(x, y) ||x| < π/2, |y| < π/2} с кра-

евыми условиями Неймана [12]

∂u

∂t
− Lu = N(Qu) = g, (x, y) ∈ Sd, t > 0, (4.72)

∂u

∂x

∣∣∣∣
±π/2

= 0,
∂u

∂y

∣∣∣∣
±π/2

= 0, (4.73)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (4.74)

где L = D△− I + ΛQ, N(Qu) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu = Ω(Qu)2− Λ

6
(Qu)3,

Qu(x, y, t) = u(−x, y, t), Q2 = I.

Для оператора L(D,K), действующего в пространстве H(Sd) с областью

определения H2
(
Sd
)
, имеет место утверждение.

Лемма 4. 6. Оператор L(D,K) в пространстве H имеет полную ортого-

нальную систему собственных функций

z2k+1,2s+1 = sin (2k + 1)x · sin (2s+ 1) y, z2k+1,2s = sin (2k + 1)x · cos 2sy,

z2k,2s+1 = cos 2kx · sin (2s+ 1) y, z2k,2s = cos 2kx · cos 2sy,
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k, s = 0, 1, 2, . . . соответствующих собственным значениям

λd2k+1,s = −1−D
(
(2k + 1)2 + s2

)
− Λ,

λd2k,s = −1−D
(
(2k)2 + s2

)
+ Λ.

(4.75)

Согласно теореме 5.1.1 [106] и лемме 4.6, устойчивость нулевого решения

определяется знаком собственных значений λd (4.75). В данном случае для

любого значения параметра D нулевое решение(4.72)-(4.74) неустойчиво при

Λ > 1 и устойчиво при −1 < Λ < 1. Интерес с точки зрения бифуркационного

анализа представляет случай Λ < −1 (условие 2.1), реализация которого

доказана, например, в [77].

Параметр D принимается в качестве бифуркационного. Критические

значения параметра D обозначим D2k+1,s =
−1− Λ

(2k + 1)2 + s2
, k, s = 0, 1, 2, . . ..

Если D > D1,0, то все собственные значения отрицательны, следовательно,

нулевое решение задачи(4.72)-(4.74) является устойчивым. Если выполняет-

ся неравенствоD1,1 < D < D1,0, то наибольшее собственное значение λd1,0 > 0,

следовательно, нулевое решение задачи(4.72)-(4.74) является неустойчивым с

индексом неустойчивости 1. При дальнейшем уменьшении параметра D про-

исходит увеличение индекса неустойчивости нулевого решения на единицу

при D = D2k+1,s, k = 0, 1, 2, . . . , s = 0, 1, 2, . . .

Используя метод центральных многообразий, в работе [5] доказана теоре-

ма о существовании, устойчивости и асимптотической форме двух стационар-

ных решений рассматриваемой задачи из класса W1, которые бифурцируют

от меняющего характер устойчивости нулевого решения из класса W0.

4.4. Структуры Галеркина на прямоугольнике

Для исследования динамики стационарных структур задачи(4.72)-(4.74)

при отходе параметра D от соответствующего бифуркационного значения

в данной работе строится иерархия упрощенных моделей уравнения(4.72).
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Будем искать приближенные решения уравнения (4.72) в виде

u =
N∑
k=0

(z2k+1,0 sin (2k + 1)x+ z0,2k+1 sin (2k + 1) y)+

+
N∑
k=0

N∑
s=0

z2k+1,2s+1 sin (2k + 1) x · sin (2s+ 1) y+

+
N∑
k=0

N∑
s=0

z4k+2,2s+1 cos (4k + 2)x · sin (2s+ 1) y+

+
N∑
k=0

N∑
s=0

z2k+1,4s+2 sin (2k + 1)x · cos (4s+ 2) y.

(4.76)

Подставим (4.76) в уравнение (4.72). Учитывая ортогональность функ-

ций (4.3), приходим к системам обыкновенных дифференциальных уравне-

ний:

Ż = F (Z,D) , (4.77)

где Z = {zp,q} , p, q, принимают значения 0, 2k + 1, 4k + 2, k = 0, N, и не мо-

гут быть одновременно четными.

Согласно проведенному анализу, системы (4.77) для N = 1, 5 обладают

рядом общих свойств. Опишем их. Для Λ < −1 и любого N = 1, 5 нулевое ре-

шение(4.72)-(4.74) экспоненциально устойчиво при D > D1,0(все точки спек-

тра матрицы устойчивости расположены на отрицательной полуоси). При пе-

реходе параметра D значения D1,0 одна точка спектра переходит на положи-

тельную полуось, нулевое решение теряет устойчивость. В результате этой би-

фуркации от нуля ответвляются две непрерывные по D ветви неподвижных

точек ±z(1) (D,N) = ±
{
z
(1)
p,q

}
, координаты которых, кроме z(1)2k+1,0, k = 0, N,

равны нулю, причем z
(1)
1,0 > z

(1)
3,0 > . . . > 0, k = 0, N. Функция

Φ1 (x, y,D,N) =
N∑
k=1

z
(1)
2k+1 sin(2k + 1)x (4.78)

является асимптотическим представлением стационарного решения начально-

краевой задачи(4.72)-(4.74) из класса W1, отвечающим ветви неподвижных

точек z(1) (D,N).
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Функция Φ1 (x, y,D,N) не зависит от y. Асимптотическая форма и дина-

мика таких решений исследована в [104]. Представляет интерес лишь вопрос

об устойчивости Φ1 (x, y,D,N) под действием мод, зависящих от y. Проведен-

ный для значенийN = 1, 5 анализ спектра, показал, что существует Λ∗ ≈ −2

такое, что для Λ > Λ∗ и любых D < D1 спектр лежит на отрицательной полу-

оси. Отметим, что при уменьшении параметра D точки спектра сближаются,

причем максимальная точка спектра отделена от нуля. В качестве иллюстра-

ции приведем для Λ = −1.5, N = 3 спектры z(1) при различных значениях

параметра D:

D = 0.4 : {−19.70,−13.91, . . . ,−3.30,−2.69,−1.79,−0.59,−0.19} ,

D = 0.1 : {−5.46,−4.88, . . . ,−1.42,−1.37,−1.11,−0.81,−0.71} ,

D = 0.01 : {−1.94,−1.78, . . . ,−0.99,−0.92,−0.87,−0.84,−0.83} ,

D = 0.001 : {−1.58,−1.56, . . . ,−0.80,−0.79,−0.78,−0.78,−0.77} .

Точки z(1) (D,N) устойчивы для указанных значений Λ > Λ∗ при любых

D < D1. Следовательно, есть основания полагать, что стационарное решение

Φ1 (x, y,D) задачи(4.72)-(4.74) устойчиво при D < D1.

На рисунке 4.3 представлен график приближенного решения (4.77)

начально-краевой задачи(4.72)-(4.74) для D = 0.01.

Рис. 4.3: Приближенное стационарное решение (4.77) вида (??) из класса W1 зада-
чи (4.72)-(4.74) при Λ = −3/2, D = 0.01, N = 4.

Для Λ < Λ∗ существует значение параметра D∗ = D∗ (N) такое, что

при D∗ < D < D1,0 все точки спектра z(1) (D,N) принадлежат отрицатель-
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ной полуоси. При D = D∗ наибольшая точка спектра z(1) (D,N) переходит

на положительную полуось. В результате от теряющей устойчивость ветви

z(1) (D,N) ответвляется пара непрерывных по параметру D ветвей стацио-

нарных точек z(±1) (D,N) . Проведенный анализ спектров ветвей z(±1) пока-

зал, что при одинаковых значениях параметра спектры точек z(+1) (D,N) и

z(−1) (D,N) совпадают. Для значений параметра D < D∗ все точки спектра

z(+1) (D,N) находятся в левой полуплоскости.

При уменьшении параметра D и переходе значения D1,1 = (−1− Λ)/2

индекс неустойчивости нулевого решения увеличивается, еще одна точка спек-

тра тривиального решения переходит на положительную полуось. В результа-

те от нуля ответвляется вторая пара непрерывных по D ветвей стационарных

точек ±z(2) (D,N) такиx, что

z
(2)
2k+1,0 = z

(2)
0,2k+1 = z

(2)
2k+1,4s+2 = z

(2)
4s+2,2k+1 = 0, k, s = 0, N,

z
(2)
2k+1,2s+1 = z

(2)
2s+1,2k+1, k ̸= s, z

(2)
1,1 > z

(2)
1,3 > . . .

Функция

Φ2 (x, y,D,N) =
N∑

k,s=0

z
(2)
2k+1,2s+1 sin (2k + 1)x · sin (2s+ 1) y (4.79)

является приближенным решением задачи (4.72)-(4.74), отвечающим ветви

неподвижных точек z(2).

На рисунке 4.4 изображено приближенное решение Φ2 (x, y,D,N) зада-

чи(4.72)-(4.74), определяемые равенством (4.79).

Анализ спектра ветви неподвижных точек z(2) (D,N) системы (4.77),

проведенный для N = 1, 5, приводит к следующим результатам. Спектр

устойчивости z(2) (D,N) лежит на вещественной оси. Все точки спектра ветви

неподвижных точек z(2) (D,N) , кроме максимальной точки λq0(D,N), при-

надлежат левой полуоси. При уменьшении параметра D отрицательные точ-

ки спектра сближаются: максимальная точка спектра уменьшается, а ми-

нимальная точка увеличивается. В окрестности бифуркационного значения

параметра D1,1 максимальная точка спектра λq0(D,N) ветви неподвижных
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Рис. 4.4: Приближенное решение (4.79), N = 5,Λ = −3/2, D = 0.01.

точек z(2) (D,N) положительна. Для −2 < Λ < −1 при отходе от бифурка-

ционного значения максимальная точка спектра λq0(D,N) медленно прибли-

жается к нулю и переходит через нуль на левую полуось.

При уменьшении параметра D и переходе значения D1,2 = (−1 − Λ)/5

индекс неустойчивости нулевого решения увеличивается до трех. В результа-

те от нуля ответвляется третья пара непрерывных по D ветвей стационарных

точек ±z(3) (D,N) = ±
{
z
(3)
l,m

}
; l,m = 0, 1, 2, . . . , у которых все координаты,

кроме z(3)2k+1,4s+2, k, s = 0, 1, 2, . . . , равны нулю. Функция

Φ3 (x, y,D,N) =
N∑

k,s=0

z
(3)
2k+1,4s+1 sin (2k + 1) x · cos (4s+ 2) y (4.80)

является приближенным решением задачи (4.72)-(4.74), отвечающим ветви

неподвижных точек z(3).

На рисунке 4.5 приведено приближенное решение Φ3 (x, y,D,N) зада-

чи(4.72)-(4.74), определяемое равенством (4.80).

Приведем полученные нами результаты по динамике спектра неподвиж-

ных точек z(3) (D,N) , N = 1, 5 системы (4.77). Спектр z(3) (D,N) лежит

на вещественной оси. Все точки спектра ветви неподвижных точек z(3) (D,N) ,

кроме двух максимальных точек λq1(D,N), λq2(D,N), принадлежат левой по-

луоси. При уменьшении параметра D отрицательные точки спектра сближа-
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Рис. 4.5: Приближенное решение (4.80) при N = 5,Λ = −3/2, D = 0.01.

ются: максимальная точка уменьшается, а минимальная точка увеличива-

ется. В окрестности бифуркационного значения параметра D1,2 максималь-

ные точки спектра λq1(D,N), λq2(D,N) ветви неподвижных точек z(3) (D,N)

положительны. При уменьшении параметра D и отходе от D1,2 для −2 <

Λ < −1 поведение λq1(D,N), λq2(D,N) зависит от N : при N ̸= 3 точки

λq1(D,N), λq2(D,N) медленно приближаются к нулю, но не переходят через

нуль; при N = 3 точки λq1(D,N), λq2(D,N) медленно приближаются к нулю,

сначала одна точка переходит с ненулевой скоростью через нуль на левую

полуось, а потом и вторая точка переходит на левую полуось. Например,

N = 3 D = 0.075 : {−6.90,−5.71, . . . ,−0.36,−0.235, 0.18, 0.13} ,
D = 0.05 : {−5.18,−4.42, . . . ,−0.37,−0.30,−0.05, 0.03} ,
D = 0.01 : {−2.61,−2.33, . . . ,−0.49,−0.31,−0.14,−0.10} ,
D = 0.001 : {−2.21,−1.91, . . . ,−0.54,−0.23,−0.17,−0.08} ,
D = 0.0001 : {−1.81,−1.73 . . . ,−0.38,−0.32,−0.28,−0.19} .

Для Λ < −2 при уменьшении параметраD ветвь неподвижных точек z(3) (D,N)

увеличивает индекс неустойчивости: еще две точки спектра одна за другой

переходит через нуль на правую полуось.

Таким образом, результаты непосредственного приближенного решения

задачи(4.72)-(4.74) согласуются с результатами галеркинской аппроксимации
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исходной задачи.

Выводы к главе 4

Используя преобразования Лапласа и Фурье получено интегральное пред-

ставление решения задачи с преобразованием инволюции на бесконечной по-

лосе с краевыми условиями с косой производной. Показано существование и

получена асимптотическая форма решения задачи с преобразованием инво-

люции с краевыми условиями с косой производной и условием периодично-

сти. Полученное представление дает возможность построения итерационного

процесса нахождения решения исходной задачи.

Для случая прямоугольника с условиями с косой производной на вер-

тикальных и на горизонтальных границах и с косой производной на гори-

зонтальных границах и условием периодичности решены соответствующие

спектральные задачи: найдены собственные функции и собственные значе-

ния. Для условий второго типа доказана теорема о существовании и асимп-

тотической форме решений из класса W1.

Частным случаем рассматриваемой задачи на прямоугольнике краевыми

условиями с косой производной и условием периодичности является задача

рассмотренная на прямоугольнике с условиями Неймана на границе и усло-

вием периодичности. Результаты полностью согласуются.

Используя математический пакет Wolfram Mathematica проведены чис-

ленные эксперименты и получены визуализации найденных структур.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Диссертационная работа содержит результаты исследования соискате-

ля, направленные на решение проблем существования и устойчивости новых

структур начально-краевой задачи параболического ФДУ с операторами по-

ворота, отражения и радиального сжатия пространственной переменной на

кольце, круге, окружности, с оператором отражения и косой производной на

бесконечной полосе и прямоугольнике, основанные на методах центрального

многообразия и согласованного с ним метода Галеркина. Для получения эф-

фектов, реализованных экспериментально в оптических системах с обратной

связью, были рассмотрены три характерные задачи. А именно, начально-

краевая задача параболического типа с оператором поворота и радиального

сжатия на кольце, начально-краевая задача параболического типа с опера-

тором поворота на круге и окружности, а также начально-краевая задача

параболического типа с оператором отражения на прямоугольнике. Каждая

из указанных задач может быть рассмотрена для любой из областей.

Основные результаты работы:

1. На кольце, круге и окружности для начально-краевой задачи пара-

болического типа с условиями Неймана на границе и условиями 2π-

периодичности с преобразованиями поворота и радиального сжатия про-

странственных переменных на основе метода центральных многообра-

зий доказаны теоремы о существовании в окрестности однородного в

пространстве решения неоднородных в пространстве стационарных ре-

шений и периодических по времени решений. Получены их аналитиче-

ские представления.

2. На основе метода Галеркина, согласованного с методом центральных

многообразий, определены форма и характер устойчивости бифурциру-

ющих решений при уменьшении значений бифуркационного параметра.

Проведен спектральный анализ соответствующих неоднородных в про-

странстве стационарных решений и периодических по времени решений
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при изменении бифуркационного параметра.

3. Получены условия возникновения медленно меняющихся (метаустойчи-

вых)

структур в результате седло-узловых бифуркаций в начально-краевой

задаче параболического типа с условиями Неймана на границе и усло-

виями 2π-периодичности с преобразованиями поворота на окружности.

Описана динамика метаустойчивых структур (медленно меняющихся

решений) с течением времени.

4. Получено представление начально-краевой задачи с оператором инво-

люции с краевыми условиями с косой производной для полосы в виде

нелинейного интегрального уравнения. Предложена формула для орга-

низации итерационного процесса нахождения решения.

5. Для начально-краевой задачи параболического типа с условиями с ко-

сой производной на прямоугольнике получены собственные функции

и собственные значения соответствующей линеаризованной задачи для

краевых условий двух типов: с косой производной по переменным x, y

и с условием периодичности по x и с косой производной по y. Получена

трехмодовая аппроксимация неоднородного в пространстве стационар-

ного решения начально-краевой задачи на прямоугольнике с условием

периодичности по x и с косой производной по y.
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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

H = Lp(Ω, X) — пространство всех функций из пространства с мерой Ω

в банахово пространство X, интегрируемых в степени p (1 ≤ p < +∞), с

нормой, определяемой равенством

∥f∥Lp(Ω,X) =


∫
Ω

∥f(t)∥pXdt


1
p

.

W k,p(Ω, X) — пространство Соболева функций f ∈ Lp(Ω, X), которые имеют

интегрируемые в степени p обобщенные производные до k-го порядка вклю-

чительно (здесь Ω — открытое множество в Rn), с нормой

∥f∥W k,p(Ω,X) =


∫
Ω

k∑
j=0

|f (j)(t)∥pdt


1
p

.

H = Lr
2(r1, r2) × (0, 2π) — пространство функций из L2, квадраты которых

интегрируемы с весом r, со скалярным произведением и нормой, определяе-

мыми соответственно следующими равенствами

< u, v >H=

r2∫
r1

2π∫
0

u (r, θ) v (r, θ)rdrdθ, ∥u∥2H =

r2∫
r1

2π∫
0

|u (r, θ) |2rdrdθ.

H2 — пространство Соболева комплекснозначных функций двух веществен-

ных переменных со скалярным произведением и нормой соответственно

< u, v >H2=< u, v >H + < −△u,−△v >H , ∥u∥H2 =
√
< u, u >H .

H2
2π = {u|u(θ + 2π) = u(θ)} — замкнутое пространство 2π-периодических

функций из H2.

Q — оператор преобразования пространственных переменных.

Qh — оператор поворота пространственной переменной на угол h.

I — оператор тождественного преобразования.

D — коэффициент диффузии нелинейной среды.

△ — оператор Лапласа.
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γ (0 < γ ≤ 1) — коэффициент контрастности интерференционной картины.

K > 0 — коэффициент нелинейности, пропорциональный интенсивности вход-

ного поля.

W0 — класс стационарных пространственно-однородных решений, рассмат-

риваемой задачи;

W1 — класс стационарных пространственно-неоднородных решений, рассмат-

риваемой задачи;

i — мнимая единица;

— функционально-дифференциальное уравнение.
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Приложение А

1. Параметр, изменение которого приводит к бифуркации, называется

критическим параметром (бифуркационным параметром), а значение этого

параметра, при котором происходит бифуркация, называется критическим

значением.

2. Бифуркация Андронова-Хопфа — локальная бифуркация, в ходе кото-

рой от состояния равновесия динамической системы ответвляется периодиче-

ское решение (предельный цикл) при переходе пары комплексно-сопряженных

собственных значений из спектра устойчивости через мнимую ось.

3. Медленно меняющиеся структуры — это решения, которые рождаются

неустойчивыми, длительный промежуток времени сохраняют свою форму,

а потом за очень короткий промежуток времени переходят на устойчивый

режим. Так же определение можно найти в работах [116,121].

4. Динамическая система [106] в полном метрическом пространстве H —

это семейство отображений {S(t) : H → H, t ≥ 0}, такое что

(i) для любого t ≥ 0 отображение S(t) непрерывно;

(ii) для любого x ∈ H отображение t 7→ S(t)x непрерывно;

(iii) S(0) — — тождественное отображение;

(iv) S(t)(S(τ)x) = S(t+ τ)x для всех x ∈ H и t, τ ≥ 0.

5. Пусть {S(t); t ≥ 0} — динамическая система в H, тогда для любого

x ∈ H γ(x) = {S(t)x, t ≥ 0 — орбита точки x. Будем называть точку x

стационарной, если γ(x) = {x}; орбиту γ(x) назовем периодической, если

существует такое p > 0, что γ(x) = {S(t)x, 0 ≤ t ≤ p ̸= x. [106]

6. Орбита γ(x) (точка x) называется устойчивой, если равномерно по

t ≥ 0 выполняется соотношение S(t)y → S(t)x при y → x, т.е. для любого

ε > 0 существует δ(ε) > 0, что для всех t ≥ 0

dist(x, y) < δ(ε), y ∈ H ⇒ dist(S(t)x, S(t)y) < ε.

Орбита γ(x) неустойчива, если она не является устойчивой.

7. Орбита γ(x) называется равномерно асимптотически устойчивой, если



141

она устойчива и, кроме того, существует окрестность

V = {y ∈ H : dist(x, y) < r}, такая что

dist(S(t)y, S(t)x) → 0 при t→ ∞ равномерно по y ∈ V.

8. Периодическое решение x0(t) = x0(t+p) называется орбитально устой-

чивым, если множество Γ = {x0(t), 0 ≤ t ≤ p} устойчиво, т.е. для любой окрест-

ности U множества Γ существует такая окрестность V этого множества, что

если x1 ∈ V , то решение x(t, x1) ∈ U при всех t ≥ 0.

9. Множество S ⊂ R × Xα называется локальным инвариантным мно-

гообразием для дифференциального уравнения dx/dt + Ax = f(t, x), если

для любой пары (t0, x0) ∈ S существует решение x(·) этого уравнения, опре-

деленное на некотором открытом интервале (t1, t2), содержащем t0, и такое,

что x(t0) = x0 и (t, x(t)) ∈ S при t1 < t < t2.

Множество S называется инвариантным многообразием, если всегда мож-

но взять (t1, t2) = (−∞,∞).

Понятия, необходимые для постановки задачи Коши в банаховых про-

странствах (см. [3, 106]).

Рассматривается абстрактная задача Коши для нелинейного оператор-

ного дифференциального уравнения в гильбертовом пространстве H

ut + Au = N(u), u(0) = u0.

Предполагается, что линейный оператор A с замкнутой в H областью

определенияD(A),D(A), является самосопряженным в смысле теории неогра-

ниченных операторов в H, A = A∗, и положительно определенным, т.е. су-

ществует такое c > 0,

⟨Au, u⟩H ≥ c∥u∥2H , ∀u ∈ D(A).

Через H2
L обозначается линейное пространство D(A), снабженное ска-

лярным произведением и соответствующей евклидовой нормой

⟨u, v⟩H2
L
= ⟨Au,Av⟩H ,
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∥u∥H2
A
= ⟨u, u⟩1/2

H2
A
.

Тогда H2
A — гильбертово пространство, A ∈ L(H2

A → H), причем

∥A∥L(H2
A→H) = 1. Тогда с помощью спектрального разложения определены

степени Aα, α ≥ 0, и через H1
A будем обозначать область определения опе-

ратора A1/2, H1
A = D(A1/2), совпадающую с энергетическим пространством

оператора A, H−1
A = (H1

A)
∗ — сопряженное пространство. Из свойств спек-

трального разложения и теоремы Рисса в H вытекают плотность и непре-

рывность вложений

H2
A ↪→ H1

A ↪→ H ≃ H∗ ↪→ H−1
A .

Оператор A, точнее, его энергетическое расширение на H1
A, можно рас-

сматривать как линейный оператор из H1
A в H−1

A , осуществляющий изомор-

физм этих пространств,

⟨Au, v⟩ = ⟨u, v⟩H1
A
, ⟨Au, u⟩ = ∥u∥2H1

A
, ∥u∥H ≤ µ−1/2∥u∥+H1

A, ∀u, v ∈ H1
A,

в то время как сам оператор A осуществляет изоморфизм H2
A на H. Кроме

того, предполагается, что вложение H1
A ↪→ H компактно.

Будем использовать банаховы пространства функций W s(a, b) при s = 1

или s = 2. В силу теоремы о следах справедливы ограниченные вложения

W 1(a, b) ↪→ C([a, b];H), W 2(a, b) ↪→ C([a, b];H1
A),

причем

max
t∈[a,b]

∥u(t)∥H ≤ C1∥u∥W 1(a,b), max
t∈[a,b]

∥u(t)∥H1
A
≤ C2∥u∥W 2(a,b).

Введем замкнутое в пространстве H2(0, 2π) подпространство

H2
∗ = {f ∈ H2(0, 2π) : f(0) = f(2π), f ′(0) = f ′(2π)},

2π – периодических по φ функций с нормой

∥u∥H2
∗
= (∥u∥2L2(0,2π)

+ ∥∂2φφu∥2L2(0,2π)
)1/2,
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эквивалентной обычной норме в H2(0, 2π).

Введем отрезок Ω = (−π
2
,
π

2
), H2

∗(Ω) — соболевское пространство 2π —

периодических по φ функций с нормой

∥u∥H2
∗ (Ω)

= (∥u∥2L2(Ω)
+ ∥∂2φφu∥2L2(Ω)

)1/2

Отображение v(φ) → cos v(−φ) является аналитическим по v из H2
∗(Ω)

в C(Ω) на любом ограниченном в H2
∗(Ω) множестве.

Теорема о центральном многообразии

Основная ценность теоремы о центральном многообразии заключается

в том, что, используя ее, можно свести бесконечномерную задачу к конечно-

мерной. В случае конечномерной задачи можно свести исследование к задаче

меньшего числа измерений. Для задачи о рождении цикла эта теорема поз-

воляет редуцировать задачу к размерности 2 без потери какой-либо инфор-

мации относительно устойчивости.

Теорема. Пусть Ψ — отображение, определенное в окрестности нуля в

банаховом пространстве Z. Будем предполагать, что Ψ принадлежит классу

Ck+1, k ≥ 1 и Ψ(0) = 0. Предположим также, что DΨ(0) имеет спектральный

радиус 1 и что спектр DΨ(0) расщепляется на две части: часть, лежащую на

единичной окружности, и остаток, который находится на ненулевом рассто-

янии от единичной окружности. Обозначим через Y обобщенное собственное

подпространство оператора DΨ(0), порожденное частью спектра, лежащей

на единичной окружности; будем предполагать, что Y имеет размерность

d <∞.

Тогда существует окрестность нуля V ⊂ Z и Ck — подмногообразие

M ⊂ V размерности d, проходящее через 0 и касающееся Y в точке 0, для

которого выполнены следующие условия:

1) (локальная инвариантность): если x ∈M и Ψ(x) ∈ V , то Ψ(x) ∈M ;

2) (локальная устойчивость): если Ψn(x) ∈ V для всех n = 0, 1, . . ., то

при n→ ∞ расстояние между Ψn(x) ∈ V и M стремится к нулю.


