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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Одной из основных проблем, рассмотренных в 

данной работе, является проблема механизма спаривания носителей заряда в 

высокотемпературных сверхпроводниках (ВТСП), которая актуальна уже 35 

лет. Но лишь 6 лет назад руководителями наиболее мощных 

экспериментальных и теоретических групп мира, занимающихся 

исследованиями ВТСП, в журнале “Nature” было признано [1], что 

господствующей в литературе модели, учитывающей электронные 

корреляции в рамках t-J модели или модели Хаббарда, недостаточно для 

теоретического расчета температуры сверхпроводящего перехода в 

различных купратных системах, и не только по причине наличия в них 

одинаковых слоев CuO2 при отличающейся в разы температуре перехода но, 

главным образом, из-за «отсутствия контролируемой математики, так как 

носители в этой модели и образуют пары, и являются «клеем». Возможно, 

пониманию этого факта способствовало открытие высокотемпературной 

сверхпроводимости (Tc = 109 К) в интерфейсе мономолекулярного слоя FeSe, 

эпитаксиально выращенного на подложке из SrTiO3 [2].  В этой системе  

допирование электронное, а не дырочное, что идет в разрез с рядом 

теоретических результатов о необходимости именно дырочного допирования 

для ВТСП, симметрия параметра порядка не d-волновая, а s-волновая, форма 

поверхности Ферми исключает нестинг [3].  

Описанные выше отличия свидетельствуют о необходимости либо 

«строить для каждого типа высокотемпературных сверхпроводников свою 

теорию, что не очень привлекательно» [3], либо учитывать, помимо 

электронных корреляций, электрон-фононное взаимодействие для 

адекватного описания механизма спаривания и свойств описанных выше 

систем [1]. 

В литературе признано, что понять природу механизма спаривания 

носителей в ВТСП невозможно в отрыве от природы фаз нормального 

состояния, то есть фаз зарядового упорядочения и псевдощели. Проблема 
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основного нормального состояния ВТСП существует примерно столько же 

времени, сколько и проблема механизма спаривания носителей, и особенно 

явно проявляется в случае дырочно-допированных купратов, имеющих 

существенно более высокие температуры сверхпроводящего перехода. Это 

состояние демонстрирует ряд необъясненных свойств: псевдощель в спектре 

носителей заряда, открытую и при температурах выше температуры 

сверхпроводящего перехода, зарядовое упорядочение, период которого имеет 

различную зависимость от уровня допирования 𝑝 в разных системах [4], 

наблюдаемую в экспериментах по квантовым осцилляциям в магнитном поле  

перестройку поверхности Ферми с 6-кратным увеличением её объема при 

незначительном увеличении 𝑝  и изменение знака постоянной Холла с 

изменением температуры.  

Таким образом, механизм спаривания носителей в купратных ВТСП, а 

также природа необычных свойств их нормального состояния (псевдощель, 

зарядовое упорядочение, квантовый фазовый переход с перестройкой 

поверхности Ферми, изменение знака постоянной Холла с температурой), - 

несомненно, являются важными проблемами физики конденсированного 

состояния [1, 4, 5], в связи с чем их решение представляется актуальным и 

своевременным.  

В литературе была построена [6] теория возникновения зарядового 

упорядочения в рамках подхода, в котором рассматривалось сильное 

дальнодействующее электрон-фононное взаимодействие (ЭФВ), приводящее 

при высокой плотности носителей заряда к одновременному существованию 

автолокализованных (поляроны и биполяроны большого радиуса) и 

делокализованных (описывающихся волновой функцией Блоха) состояний 

носителей заряда. В этом подходе рассматривается биполяронный механизм 

спаривания, при котором носители заряда образуют связанное с полем 

поляризации кристаллической решетки состояние - биполярон.  Однако, в 

рамках этой теории не проводился дальнейший анализ поведения 

делокализованных носителей в системах с сильным ЭФВ, а также не 
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рассматривался дырочно-подобный закон дисперсии носителей заряда, 

который имеет место в части 1-й зоны Бриллюэна в дырочно-допированных 

купратах. 

Кроме того, хотя псевдощелевая фаза и фаза зарядового упорядочения в 

литературе обычно рассматриваются как соревнующиеся со 

сверхпроводящей, недавнo появилось предположение [5] о связи природы 

трех этих фаз на основании сходства зависимости их критических температур 

от 𝑝. Для проверки этого предположения в рамках предлагаемого подхода, 

основанного на биполяронном механизме спаривания, необходимо 

разработать метод расчета свободной энергии систем с двумя типами 

носителей: автолокализованных и делокализованных.  

Цель работы - построить фазовую диаграмму и определить свойства 

нормального состояния систем с сильным электрон-фононным 

взаимодействием и высокой плотностью носителей заряда с дисперсией, 

характерной для купратных высокотемпературных сверхпроводников. 

Для реализации поставленной цели в работе решаются следующие 

задачи: 

• построить модель закона дисперсии, характерного для дырочно- 

допированных купратных ВТСП, вблизи поверхности Ферми и 

антинодального направления; 

• определить стационарные состояния делокализованных носителей 

заряда в потенциале, создаваемом автолокализованными носителями в 

системах с сильным электрон-фононным взаимодействием; 

• построить спектр фотоэмиссионной спектроскопии с угловым 

разрешением для носителей заряда, находящихся в дополнительном 

потенциале зарядового упорядочения и подчиняющихся характерному для 

купратов закону дисперсии, и сравнить его с экспериментальным спектром; 

• рассчитать величины неоднородности потенциала, создаваемого 

автолокализованными носителями и ионами-допантами, и определить 



6 
 

влияние этой неоднородности на стационарные состояния делокализованных 

носителей;  

• сравнить результаты расчета с зафиксированной экспериментально 

методом сканирующей туннельной спектроскопии величиной 

неоднородности ширины псевдощели по кристаллу и ее зависимостью от 

уровня допирования; 

• получить спектр элементарных возбуждений жидкости биполяронов 

большого радиуса и определить температуру сверхпроводящего перехода, 

обусловленного конденсацией жидкости биполяронов большого радиуса с 

помощью стандартного метода теории Бозе-жидкости, как функции уровня 

допирования; 

• построить фазовую диаграмму дырочно-допированных систем с 

сильным электрон-фононным взаимодействием, определить на ней 

положения областей, в которых наблюдается псевдощель, зарядовое 

упорядочение и положение сверхпроводящей фазы, а также сравнить их с 

экспериментальными данными для купратов.  

Научная новизна результатов. Впервые 

• предложена двужидкостная модель, включающая жидкость 

биполяронов большого радиуса и Ферми-жидкость делокализованных 

носителей заряда, используемая для описания свойств высокодопированных 

систем с сильным электрон-фононным взаимодействием; 

•  развит метод решения уравнения Шрёдингера, подобный методу 

конечных элементов, для получения стационарных состояний 

делокализованных носителей, находящихся в потенциале 

автолокализованных носителей; 

• получены стационарные состояния делокализованных носителей в 

потенциале автолокализованных, представляющие собой распределенные 

волновые пакеты, в которых импульс носителя различен в областях с 

различным потенциалом биполяронной жидкости;  
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• развит метод построения траекторий распределенных волновых 

пакетов в импульсном пространстве, который позволил объяснить 

возникновение псевдощели в фотоэмиссионных и туннельных спектрах 

купратных сверхпроводников;  

• развит метод построения области существования двужидкостной фазы 

(сосуществующих биполяронной и Ферми-жидкостей) на фазовой диаграмме 

в координатах: уровень допирования и температура, на основе минимизации 

свободной энергии системы с сильным электрон-фононным взаимодействием 

и высокой плотностью носителей заряда;  

• получена температура сверхтекучего перехода в жидкости 

биполяронов большого радиуса и область существования сверхтекучей 

компоненты биполяронной жидкости на фазовой диаграмме «уровень 

допирования - температура»;  

• получена фазовая диаграмма в координатах допирование-температура 

систем с сильным электрон-фононным взаимодействием и высокой 

плотностью носителей заряда, которая демонстрирует псевдощелевую 

область, область зарядового упорядочения и область существования 

сверхтекучей компоненты биполяронной жидкости, расположение которых на 

фазовой диаграмме совпадает с расположением аналогичных им фаз, 

наблюдаемых в купратных сверхпроводниках. 

Теоретическая значимость. Предложена двужидкостная модель 

проводящей плоскости купратов, основанная на биполяронном механизме 

спаривания носителей заряда, которая позволила объяснить причины 

возникновения псевдощели и зарядового упорядочения в купратах, и 

рассчитать фазовую диаграмму «уровень допирования - температура» систем 

с сильным электрон-фононным взаимодействием, аналогичную 

экспериментальной фазовой диаграмме купратов. Предложенный подход 

позволил с единых позиций объяснить природу трех фаз на фазовой диаграмме 

купратов: псевдощелевой, зарядово-упорядоченной и сверхпроводящей, 
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которая до настоящего момента лишь предполагалась исследователями.  

Таким образом, полученные результаты вносят вклад в решение основных 

вопросов теории высокотемпературной сверхпроводимости. 

 Практическая значимость. ВТСП широко используются  в качестве  

новых  материалов  для  низкоуглеродной  экономики, в частности, для 

получения сильных магнитных полей, а также при производстве кубитов для 

квантовых компьютеров. Предложенный подход позволил установить 

параметры системы, управляющие ее фазовой диаграммой «уровень 

допирования – температура», в частности, влияющие на температуру 

сверхпроводящего перехода. Таким образом, результаты  исследований вносят 

вклад в  разработку  сверхпроводников  с  более высокими температурами 

перехода  в  сверхпроводящее  состояние при атмосферном давлении, чем 

достигнутые к настоящему времени.   

Основные положения, выносимые на защиту 

1. В высокодопированных (с количеством дырок от 0.05 на элементарную 

ячейку) системах с сильным электрон-фононным взаимодействием 

стационарные состояния делокализованных носителей в дополнительном 

потенциале автолокализованных носителей представляют собой 

распределенные в пространстве волновые пакеты блоховских волн с 

различными импульсами в областях с различными значениями 

дополнительного потенциала. 

2. При дырочно-подобной дисперсии носителей заряда распределенные 

волновые пакеты со средними импульсами вблизи антинодальных 

направлений не могут распространяться вследствие того, что действительные 

решения уравнения для импульса носителя в областях с большим 

дополнительным потенциалом притяжения не существуют. Отсутствие 

стационарных состояний со средними импульсами вблизи антинодальных 

направлений проявляется в спектрах фотоэмиссионной спектроскопии с 

угловым разрешением и сканирующей туннельной спектроскопии как 
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псевдощель. Ширина рассчитанной псевдощели, которая находится в 

интервале 0.04…0.07 эВ, а также ее зависимость от направления импульса и 

уровня допирования, согласуются с экспериментально установленными 

свойствами псевдощели в купратных сверхпроводниках. 

3. Область на фазовой диаграмме высокодопированных 

сильновзаимодействующих электрон-фононных систем в координатах 

«уровень допирования – температура», в которой наблюдается псевдощель, 

совпадает с областью существования биполяронной жидкости, граница 

которой определяется равенством минимизированной по радиусу биполярона 

свободной энергии системы с биполяронной жидкостью и свободной энергии 

системы без нее. Область на фазовой диаграмме, в которой наблюдается 

зарядовое упорядочение, меньше области существования биполяронной 

жидкости, так как для наблюдения зарядового упорядочения требуется 

достаточное количество биполяронных капель. Рассчитанное положение 

областей существования псевдощели и зарядового упорядочения на фазовой 

диаграмме совпадает с положением аналогичных фаз, наблюдаемых в 

купратах. 

4. Область на фазовой диаграмме высокодопированных 

сильновзаимодействующих электрон-фононных систем в координатах 

«уровень допирования – температура», в которой существует сверхтекучая 

компонента биполяронной жидкости, определенная на основе плотности 

биполяронной жидкости и спектра ее элементарных возбуждений, совпадает с 

положением сверхпроводящей фазы на фазовой диаграмме купратов, 

построенной в ходе эксперимента. Рассчитанная плотность сверхтекучей 

компоненты биполяронной жидкости в области допирования выше 

оптимального (с количеством дырок на атом меди, бо́льшим 0.15) 

уменьшается с ростом допирования, в согласии с экспериментами на купратах.   

Апробация  работы.  Основные  результаты  работы докладывались и 

обсуждались на Междунар. конф. «Современные методы и проблемы теории 

операторов и гармонического анализа и их приложения - IX» («Modern 
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Methods, Problems and Applications of Operator Theory and Harmonic Analysis - 

IX», Ростов-на-Дону, 2019); Междунар. науч. конф. студентов, аспирантов и 

молодых учёных «Ломоносов-2021» (Москва, 2021); XVII Ежегодн. молодеж. 

науч. конф. «Наука и технологии Юга России» (Ростов-на-Дону, 2021); на 

Междунар. онлайн-конф. «7th International Workshop on Numerical Modelling 

of High Temperature Superconductors» (Нанси, Франция, 2021); «7th 

International Conference on Superconductivity and Magnetism» (Милас-Бодрум, 

Турция, 2021); «International Workshop on Synchrotron and Neutron Radiation» 

(Ростов-на-Дону, 2021); а также на  XVIII Ежегод. молодеж. науч. конф. 

«Наука Юга России: достижения и перспективы» (Ростов-на-Дону, 2022) и 

Междунар. науч. конф. студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов-

2022» (Москва, 2022). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в  

2 статьях в международных научных журналах, индексируемых в базе данных 

Scopus, и в 1 статье в журнале, входящем в перечень ВАК, а также в тезисах 7 

докладов в сборниках трудов конференций различного уровня. Список 

основных публикаций автора по теме диссертации, снабженных литерой А, 

приведен в конце диссертации. 

Личный вклад автора. Определение темы и задач диссертации, 

анализ, обсуждение основных результатов, выводов и научных положений, 

выносимых на защиту, выполнены автором совместно с научным 

руководителем. Автор составила основные программы для расчетов, получила 

с их помощью результаты диссертации и непосредственно участвовала в 

написании совместных публикаций.  

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех 

разделов, заключения, приложения и списка литературы из 91 источника, 

изложенных на 101 странице, включая 22 рисунка. 

 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Во введении обоснована  актуальность  темы,  сформулированы  цели  

и задачи  исследования,  показана научная  новизна  и практическая  
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значимость основных  результатов  и  выводов,  представлены  основные  

научные положения, выносимые на защиту, и апробация работы. 

В первом разделе сделан литературный обзор основных результатов 

экспериментальных и теоретических исследований ВТСП. 

Второй раздел посвящен определению стационарных состояний 

делокализованных носителей заряда в присутствии дополнительного 

потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦), создаваемого зарядовым упорядочением (ЗУ) и 

демонстрации возникновения псевдощели в спектре носителей заряда, 

аналогичной по свойствам псевдощели, наблюдаемой в купратных ВТСП. На 

основании экспериментальных данных [7] и теории (би)поляронов большого 

радиуса получена модель потенциала ЗУ, имеющего вид периодической 

функции с периодом, равным периоду ЗУ (рисунок 1, а), и малой длиной 

когерентности, а также рассчитана его амплитуда.  

 

Рисунок 1 - Модель потенциала, создаваемого зарядовым упорядочением (а); 

два типа траекторий  в импульсном пространстве состояний (𝐸, 𝛼1) - (b) и  

(𝐸, 𝛼2) - (с) при 𝐸 = 0.44 эВ, 𝑈0 = 0.05 эВ,   

𝛾1 = 23°, 𝛾2 = 20°. 

Для понимания того, как потенциал 𝑈 преобразует состояния 

делокализованных носителей, необходимо решить уравнение Шрёдингера 

(−
ℏ2Δ

2𝑚
+ 𝑉 + 𝑈) Ψ = 𝐸Ψ. 

(1) 

Разобьем проводящую плоскость CuO2 на квадраты малого размера и 

будем считать потенциал 𝑈𝑗 в пределах каждого квадрата постоянным. В 

каждом квадрате мы будем искать решение Ψ𝑗 уравнения (1), соответствующее 
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одной и той же энергии носителя заряда 𝐸, как разложение по волновым 

функциям Блоха 𝜓𝐤: Ψ𝑗 = ∑ 𝐶𝐤,𝑗𝐤 𝜓𝐤.  

Рассмотрим влияние потенциала ЗУ на состояние блоховского электрона 

с волновым вектором 𝐤0 = (𝑘𝑥0, 𝑘𝑦0). В квадрате с нулевым значением 

потенциала ЗУ уравнение (1) сводится к следующему уравнению: 

(−
ℏ2Δ

2𝑚
+ 𝑉) 𝜓𝐤 = 𝜀(𝐤)𝜓𝐤 ,  

(2) 

где 𝜀(𝐤) - дисперсия блоховского электрона. Таким образом, решение (1) в 

квадратах с 𝑈𝑗 = 0 – это линейная комбинация 𝜓𝐤𝟎 и отраженных от границ 

квадрата блоховских волн, имеющих такие же по величине проекции 

волнового вектора на оси: (±𝑘𝑥0, ±𝑘𝑦0). В двух соседних слоях с ненулевым 

значением 𝑈𝑗 полная энергия носителя 𝐸 такая же, тогда как потенциальная 

энергия и, соответственно, эффективная кинетическая энергия изменяются. 

Следовательно, в двух соседних слоях стационарное состояние носителя 

описывается волновой функцией Блоха с абсолютными значениями проекций 

волнового вектора, удовлетворяющих следующей системе уравнений, так как 

одна из проекций вектора параллельна границе квадрата и будет сохраняться 

на границе квадрата: 

{
𝜀(𝐤𝒋) = 𝐸 − 𝑈𝑗

𝑘𝑦𝑗−1
= 𝑘𝑦𝑗

      {
𝜀(𝐤𝒋) = 𝐸 − 𝑈𝑗

𝑘𝑥𝑗−1
= 𝑘𝑥𝑗

 
(3) 

для границ, параллельных осям Y и X, соответственно. Эти уравнения вместе 

со стандартными граничными условиями для волновой функции и её 

производной полностью определяют стационарные состояния носителя в 

дополнительном потенциале ЗУ. Можно видеть, что распределение такой 

квазичастицы (КЧ) по волновым векторам напоминает волновой пакет. 

Однако, в таком распределенном волновом пакете составляющие с 

различными волновыми векторами находятся в областях координатного 

пространства с различным потенциалом ЗУ. Состояние КЧ характеризуется 

волновым вектором, который она имеет в областях с  𝑈𝑗 = 0 и который для 

краткости дальше мы будем называть средним волновым вектором. 



13 
 

Рассмотрим образование псевдощели вблизи антинода, что характерно 

для дырочно-допированных купратов [8, 9]. Решая уравнения (3), построим в 

пространстве волновых векторов траектории новых КЧ со средними 

значениями волнового вектора вблизи антинода (см. рисунок 1, b и c). 

Траектория (см. рисунок 1, b) соответствует КЧ с энергией 𝐸 и средним 

волновым вектором, направленным под углом 𝛼1  к оси X. Она достигает обеих 

граничных поверхностей (кривых) постоянной кинетической энергии, то есть 

достигает как поверхности минимальной кинетической энергии  

𝜀 = 𝐸1 − 𝑈0, так и поверхности максимальной кинетической энергии  

𝜀 = 𝐸1 + 𝑈0, что соответствует беспрепятственному прохождению областей с 

максимальным и минимальным дополнительным потенциалом, 

соответственно.  

Траектория (см. рисунок 1, c) соответствует КЧ с той же энергией 𝐸 и 

меньшим углом 𝛾2 < 𝛾1. Эта траектория прерывается на границе первой зоны 

Бриллюэна (ПЗБ), не достигая поверхности максимальной кинетической 

энергии 𝜀 = 𝐸1 + 𝑈0. Причина такого поведения КЧ заключается в том, что 

кинетическая энергия состояния, имеющего полную энергию  𝐸 и угол 𝛼2, не 

может достичь значений вблизи максимума 𝐸 + 𝑈0 вдоль траектории КЧ в ПЗБ 

при купратоподобной дисперсии. Таким образом, состояния носителей с 

энергией  𝐸 и  𝛾 ≥ 𝛾1 – это реальные КЧ, в то время как стационарные 

состояния с  𝛾 < 𝛾1 не могут существовать в системах с дисперсией, 

характерной для дырочно-допированных купратов [А1]. 

 Теперь исследуем, каким образом возникает псевдощель в спектрах 

ARPES. Для этого нами в работе [A1] рассчитан антинодальный спектр 

ARPES, который был получен как набор пересечений траекторий (в 

импульсном пространстве) КЧ, каждая из которых имеет свою энергию 𝐸 (см. 

рисунок 1, b), с границей ПЗБ.  Поскольку в экспериментах ARPES измеряется 

вероятность, с которой электрон находится в состоянии с определенной 

энергией и волновым вектором, интенсивность, которую имеет полоса, 
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соответствующая определенной энергии КЧ, обратно пропорциональна 

площади траектории КЧ с той же энергией в пространстве волновых векторов. 

Полученный таким способом спектр (рисунок 2, а) демонстрирует сдвиг 

спектрального веса к более низким энергиям связи и огромное уширение, что 

является типичными признаками существования псевдощели в купратах, 

наблюдающимися [8, 9] на экспериментальных ARPES-спектрах.  

 

Рисунок 2 - Рассчитанный (а) и 

экспериментальный [8] (b) спектры ARPES. 

Спектр рассчитан для 𝑈0=0.05, штриховая 

линия показывает ширину псевдощели.  

На вставке изображена относительная 

интенсивность как функция энергии связи.  

Рисунок 3 - Иллюстрация расположения 

биполяронов в квазидвумерных системах с 

высокой плотностью носителей на 

проводящей плоскости. Электронные и 

дырочные биполяроны показаны серым и 

синим цветом, соответственно.  

При волновом векторе 𝑘 = 𝑘𝐹 (значение 𝑘𝐹 соответствует температуре 

𝑇 > 𝑇∗, когда псевдощель отсутствует) спектр сдвинут на величину, примерно 

равную амплитуде потенциала ЗУ 𝑈0. Таким образом, ширина псевдощели 

приблизительно совпадает с 𝑈0.  

В третьем разделе в рамках разработанной двужидкостной модели 

проверяется предположение о едином источнике возникновения фаз 

псевдощели, ЗУ и сверхпроводимости, и строится фазовая диаграмма 

сильновзаимодействующих электрон-фононных систем с высокой 

плотностью носителей заряда [А3, A9, A10] путем минимизации свободной 

энергии. Показано, что существование жидкости биполяронов большого 

радиуса и её взаимодействие с Ферми-жидкостью делокализованных 

носителей является общей причиной возникновения областей на фазовой 
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диаграмме, в которых наблюдается псевдощель и волна зарядовой плотности 

(ВЗП), а сверхтекучий фазовый переход в биполяронной жидкости определяет 

фазу сверхпроводимости.  

Основанием для рассмотрения такой модели является большая 

замороженная деформация решетки, наблюдаемая [10] в фазе ВЗП купратов. 

Следует подчеркнуть, что наблюдаемая деформация решетки в фазе ЗУ 

купратов не преходящая, как в куперовской паре, а «классическая», с 

ненулевыми средними значениями координаты, как в поляроне, где это её 

свойство особенно заметно в представлении когерентных состояний [6]. 

Деформация решетки в ВЗП создает для носителей заряда потенциальные ямы. 

Если глубина ямы достаточна для образования дискретного уровня носителя, 

то основным состоянием системы будет автолокализованное состояние части 

носителей [11], что можно назвать «ВЗП сильной связи», образованной 

жидкостью биполяронов большого радиуса.  

ВЗП с позиции рассматриваемой модели можно представить в виде 

капель биполяронной жидкости, при этом каждая капля представляет область, 

внутри которой сохраняется ближний порядок, и имеет размер, равный длине 

когерентности ВЗП, которая в купратах составляет 3–5  периодов ЗУ. 

Поскольку ВЗП создает потенциальные ямы одинаковой глубины для 

носителей заряда обоих знаков, то в фазе ВЗП в капле биполяронной жидкости 

присутствуют биполяроны обоих знаков, причем биполяроны одного знака 

располагаются (рисунок 3) между биполяронами другого знака. Поскольку 

длина ВЗП в купратах намного больше размеров элементарной ячейки, то для 

изучения таких состояний подходит гамильтониан Фрёлиха:  

𝐻 = ∑ (−
ℏ2

2𝑚∗
∆𝑟𝑖

− ∑
𝑒

𝑘
√

2𝜋ℏ𝜔𝒌

𝑉𝜀∗

𝒌

[𝑏𝒌𝑒𝑖𝒌(𝒓𝒊+𝑹) + 𝑏𝒌
+𝑒−𝑖𝒌(𝒓𝒊+𝑹)]) + ∑ ℏ𝜔𝒌𝑏𝒌

+𝑏𝒌 +
𝑒2

𝜀∞

1

|𝒓1 − 𝒓2|
𝒌

2

𝑖=1

 , 
(4) 

где 𝑚∗ - эффективная масса электрона,  𝑟𝑖 – радиус-вектор i-го электрона, 

(𝜀∗)−1 = (𝜀∞)−1 − (𝜀0)−1  - обратная эффективная диэлектрическая 

проницаемость, ℏ𝜔𝑘 – энергия фонона с волновым вектором 𝑘. 
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Вследствие того, что максимальный импульс носителя в 

автолокализованном состоянии намного меньше импульса, соответствующего 

границе ПЗБ, при достаточной плотности носителей оставшиеся состояния в 

ПЗБ занимают делокализованные носители. Таким образом, при допировании, 

характерном для купратных ВТСП, автолокализованные носители с радиусом 

много большим, чем элементарная ячейка, будут сосуществовать с 

нелокализованными носителями.  Деление фазового пространства между 

состояниями носителей двух указанных типов при ненулевой температуре 

контролируется функцией распределения, построенной ранее с помощью 

метода Гиббса [12] и отличающейся от функций распределения для КЧ с 

определенным импульсом, так как в автолокализованном состоянии 

неопределенность импульса носителя близка к его абсолютному значению. 

Для её построения условие нормировки записывалось для подсистемы, 

имеющей в координатном пространстве размер, равный размеру биполярона, 

и соответствующий размер 𝑘0 в пространстве импульсов, определяемый из 

соотношения неопределенности (поскольку в купратах подвижность 

носителей в направлении, перпендикулярном проводящей плоскости, 

пренебрежимо мала, в дальнейших расчетах мы будем рассматривать 

двумерное пространство импульсов): 2(𝑅𝑏𝑖𝑝)
2

𝜋(ℏ𝑘0)2 = (2𝜋ℏ)2, откуда 𝑘0 =

√2𝜋

𝑅𝑏𝑖𝑝
, который является максимальным импульсом носителя в 

автолокализованном состоянии.  

Для получения распределения носителей по состояниям необходимо 

знать энергию связи биполярона как функцию его радиуса 𝐸𝑏𝑖𝑝(𝑅𝑏𝑖𝑝). Для 

этого мы применили вариационный метод, разработанный в работе [6], в 

котором использовался биполяронный гамильтониан Фрёлиха (4) с пробной 

волновой функцией, предложенной в работе [13]. В настоящем вариационном 

методе используется условие фиксированного радиуса биполярона, 

определяемого как половина стороны такого квадрата, в котором 
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сосредоточено 90% плотности поляризационого заряда: 

∫ |𝜓(𝐫𝟏, 𝐫𝟐)|2
𝑉𝑏𝑖𝑝

d𝐫𝟏d𝐫𝟐 = 0.9.  

После учета всех вариантов заполнения подсистемы 

автолокализованными и делокализованными носителями и решения 

уравнения относительно химического потенциала, которые описаны в научно-

квалификационной работе, можно получить выражения для концентраций 

носителей в поляронном, биполяронном, в холодном делокализованном (с 

импульсами 𝑘 ≤ 𝑘0) и горячем (с импульсами 𝑘 > 𝑘0) состояниях. Используя 

полученные концентрации и энергию связи биполярона, можно определить 

свободную энергию системы, состоящей из холодных и горячих носителей 

заряда. Однако, необходимо заметить, что на свободную энергию исследуемой 

системы оказывает значительное влияние отсутствие стационарных состояний 

делокализованных носителей со средними импульсами вблизи антинода 

(псевдощель).  

В системе с открытой псевдощелью состояния носителей из 

запрещенных антинодальных областей переходят в область над поверхностью 

Ферми, что приводит к вызванному псевдощелью сдвигу поверхности Ферми 

при нулевом допировании относительно ее положения в отсутствие 

псевдощели. Вычисляя площадь, занимаемую состояниями, исчезающими при 

открытии псевдощели, и приравнивая ее к площади области, образовавшейся 

над поверхностью Ферми, можно рассчитать приращение свободной энергии 

системы за счет наличия псевдощели, используя дисперсию, характерную для 

дырочнодопированных купратов, которая была смоделирована в работе [A1]. 

Плотность носителей во всех состояниях рассчитывается путем 

минимизации свободной энергии системы при заданной температуре, где в 

качестве вариационного параметра выступает радиус биполярона. Площадь 

2𝑅𝑏𝑖𝑝
2, занимаемая электронным биполяроном, вместе с площадью 2𝑅𝑏𝑖𝑝

2, 

занимаемой дырочным биполяроном, образуют «элементарную ячейку» 

ближнего порядка биполяронной жидкости площадью 4𝑅𝑏𝑖𝑝
2. Это 
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наименьшая площадь, плотность свободной энергии которой должна быть 

минимизирована. Таким образом, плотность свободной энергии системы, 

которую необходимо минимизировать при фиксированной температуре: 

𝐹 =
(𝑛𝑏𝑖𝑝

ℎ + 𝑛𝑏𝑖𝑝
𝑒𝑙 )𝐸𝑏𝑖𝑝 + 𝐸𝑐𝑜𝑙𝑑𝑑𝑒𝑙

ℎ + 𝐸𝑐𝑜𝑙𝑑𝑑𝑒𝑙
𝑒𝑙

4𝑅𝑏𝑖𝑝
2 + 𝐸ℎ𝑜𝑡

ℎ + 𝐸ℎ𝑜𝑡
𝑒𝑙 + Δ𝐸𝑃𝐺 + 𝐸𝑖𝑛𝑡 

(5) 

включает плотность энергии холодных и горячих дырок, плотность энергии 

холодных и горячих электронов, приращение плотности энергии электронов 

при наличии псевдощели и плотность энергии межбиполяронного 

взаимодействия, которая по результатам расчетов оказывается порядка 

энергии оптических фононов и рассчитывается в приближении среднего поля. 

Для расчета температуры Бозе-конденсации биполяронной жидкости в 

диссертации используется стандартный метод теории Бозе-жидкости Ландау 

[14]. С помощью этого метода можно получить импульс несверхтекучей части 

биполяронной жидкости с использованием спектра ее элементарных 

возбуждений 𝜁(𝑘), который в настоящей работе получался из спектра, 

предложенного в [15].  Импульс в общем случае имеет вид: 

𝑷𝑛 = ∫ ℏ𝒌𝑛(ζ − ℏ(𝒌𝒗))
𝑑2𝑘

(2𝜋)2
≈ −

𝒗ℏ2

2
∫ 𝑘2

𝜕𝑛

𝜕ζ

𝑑2𝑘

(2𝜋)2
 , 

(6) 

где 𝑣 – скорость несверхтекучей части биполяронной жидкости, 𝑛(ζ − 𝒑𝒗) – 

разложение бозе-распределения, допустимое при малых скоростях. Поделив 

импульс (6) на 𝑣 и на эффективную массу биполярона 𝑀𝑏𝑖𝑝
∗ , получим 

плотность 𝑛𝑣𝑎𝑝 биполяронов в Бозе-паре при данной температуре. Если 

количество частиц в жидкости превосходит это число, то оставшиеся частицы 

конденсируются. Таким образом,  можно получить концентрацию частиц в 

конденсате для данной температуры и уровня допирования. Плотность 

конденсата биполяронов получается из выражения 𝑛𝑐𝑜𝑛𝑑 = 𝑛𝑏𝑖𝑝 − 𝑛𝑣𝑎𝑝𝑜𝑟.  

Завершается раздел обсуждением построенной фазовой диаграммы 

[А3, A9, A10], плотности сверхтекучей компоненты биполяронной жидкости 

и волнового вектора ЗУ как функции 𝑝 и их сравнением с известными 

результатами экспериментальных исследований. Расчет  показывает, что ниже 
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определенной температуры и в определенном интервале допирования система, 

в которой присутствует жидкость биполяронов большого радиуса, имеет 

свободную энергию ниже, чем свободная энергия системы без биполяронной 

жидкости. Таким образом, на фазовой диаграмме рассматриваемой системы в 

координатах «уровень допирования  ̶ температура» имеются три физически 

различные фазы, расположенные в той области допирования, где существует 

сверхпроводимость (то есть при допировании выше 𝑝 = 0.05): это фаза без 

биполяронной жидкости с наличием только ферми-жидкости (на рисунке 4 

этой фазе соответствует область выше и правее линии 𝑇∗), фаза с нормальной 

компонентой биполяронной жидкости и ферми-жидкостью делокализованных 

носителей (на рисунке 4 это область между линиями 𝑇ЗУ и 𝑇∗), и фаза с 

присутствием как нормальной, так и сверхтекучей компонент биполяронной 

жидкости вместе с ферми-жидкостью делокализованных носителей (область 

ниже кривой 𝑇С).  

Рисунок 4 - Рассчитанная зависимость  𝑇∗, 𝑇ЗУ и 𝑇С от 𝑝 в  системах  с  сильным ЭФВ (a)-

(c), где ε0 = 30; (ε∗)−1 = 0.26, максимальная групповая скорость фононов 𝑢 = 2000 м/с  

и 𝐸𝑒𝑙
̅̅ ̅̅ : 0. 56 эВ (а), 0. 577 эВ (b), 0.59 эВ (c).  

Экспериментальная фазовая диаграмма по результатам работы [4] (d). 

Место на фазовой диаграмме рассматриваемой системы, где 

наблюдается псевдощель, совпадает с областью существования биполяронной 

жидкости, определяемой минимизацией свободной энергии системы, пока 

уровень допирования соответствует дырочноподобной дисперсии.  

Место на фазовой диаграмме, где наблюдается ЗУ, меньше области, в 

которой присутствует биполяронная жидкость, поскольку существует 

некоторое минимальное число биполяронных капель, необходимое для 

наблюдения ЗУ в экспериментах. Кроме того, плотность биполяронов, 
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необходимая для наблюдения ЗУ, зависит от разрешающей способности 

оборудования, поэтому указать точную границу появления ЗУ на фазовой 

диаграмме невозможно. По нашим оценкам, она соответствует наличию 

40 – 50 % биполяронов от максимально возможного их количества при 

заданных параметрах системы.  

Область фазовой диаграммы рассматриваемой системы, в которой 

существует бозе-конденсат (сверхтекучая компонента) биполяронной 

жидкости согласуется с положением сверхпроводящей фазы на фазовой 

диаграмме купратов, как это видно из сравнения  положения линии 𝑇С (см. 

рисунок 4, a-c) с линией 𝑇С на экспериментальной диаграмме (см. рисунок  

4, d). На том же рисунке 4 показано рассчитанное положение областей на 

фазовой диаграмме, где наблюдаются псевдощель, ЗУ и сверхпроводимость 

при трех разных средних энергиях электрона 𝐸𝑒𝑙
̅̅ ̅̅ , использованных для расчета 

угла открытия псевдощели φ0. Рассчитанное положение областей согласуется 

с тем, что наблюдается в купратах. 

 

Рисунок 5 – Волновой вектор ЗУ 𝐾𝐶𝑂 =
2𝜋

2𝑅𝑏𝑖𝑝
=

𝑎

2𝑅𝑏𝑖𝑝
 (𝑟. 𝑙. 𝑢. ) (1 r. l. u. = 2π/a,  

𝑎 – постоянная решетки) как функция допирования, символы – экспериментальные 

данные [4] (a, b); ε0 = 30; (a-c) (а)  (ε∗)−1 = 0.26, 𝑢 = 2000 м/сек, 𝐸𝑒𝑙
̅̅ ̅̅ :  линия (1) 0.56 эВ , 

(2) 0.577 эВ, (3) 0.59 эВ; (b) (ε∗)−1 = 0.3, 𝑢 = 1000 м/сек; 𝐸𝑒𝑙
̅̅ ̅̅ : линия (1): 0.577 эВ, (2) 

0.59 эВ, (3) 0.6 эВ; (c) 𝑛𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑝, 𝑇), рассчитанная для  (ε∗)−1 = 0.3, 𝑢 = 1000 м/сек, 𝐸𝑒𝑙
̅̅ ̅̅ =

0.6 эВ; экспериментальная зависимость 𝑛𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑝, 𝑇) по данным работы [16] (d). 

Рассчитана зависимость от допирования вектора ЗУ (линии 1, 2, 3) в 

сравнении с экспериментальными данными [4] (символы) (рисунок 5, a, b). 
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Радиусы Rbip(p) получены минимизацией свободной энергии системы при 

фиксированной температуре 𝑇 = 10 𝐾. Место линий 1 и 2 согласуется с 

экспериментальными данными для семейств YBCO и BSCO, а восходящая часть 

линии 3 при 𝑝 = 0.1 − 0.15 находится в соответствии с 𝐾𝐶𝑂(𝑝), полученным 

для ВТСП на основе лантана и также повышающимся с ростом допирования в 

этой области.  

Рассчитанная плотность сверхтекучей компоненты биполяронной 

жидкости 𝑛𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑝, 𝑇) (см. рисунок 5, c) линейно убывает при росте 

концентрации носителей в системе (допирования), что идет вразрез с 

положениями теории БКШ, но согласуется с результатами эксперимента на 

купратах [16] (см. рисунок 5, d).  

В заключении представлены основные результаты: 

1. Разработан метод решения уравнения Шрёдингера для получения 

стационарных состояний делокализованных носителей в высокодопированных 

системах с сильным (фрёлиховским) электрон-фононным взаимодействием, 

находящихся в дополнительном потенциале автолокализованных носителей.  

2. С помощью этого метода показано, что стационарные состояния 

делокализованных носителей в дополнительном потенциале автолокализованных 

носителей представляют собой распределенные в пространстве волновые пакеты 

блоховских волн с различными импульсами в областях с различными значениями 

дополнительного потенциала.  

3. Показано, что влияние потенциала автолокализованных носителей на 

стационарные состояния делокализованных носителей и топологии дырочно-

подобного закона дисперсии приводит к отсутствию стационарных состояний со 

средними импульсами вблизи границы зоны Бриллюэна (то есть в антинодальном 

направлении), что проявляется в спектрах фотоэмиссионной спектроскопии с 

угловым разрешением и сканирующей туннельной спектроскопии как псевдощель; 

4. Рассчитан спектр фотоэмиссионной спектроскопии с угловым 

разрешением в антинодальном направлении для носителей заряда с 

купратоподобной дисперсией, находящихся в дополнительном потенциале 
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зарядового упорядочения, который демонстрирует хорошее согласие с 

экспериментальным фотоэмиссионным спектром дырочно-допированных купратов; 

5. Объяснено возникновение пространственной неоднородности ширины 

псевдощели, наблюдаемой в исследованиях по сканирующей туннельной 

микроскопии в системах с неоднородным расположением ионов примесей, и 

рассчитана величина неоднородности локального потенциала, создаваемого 

автолокализованными носителями и ионами-допантами, и ее влияния на 

стационарные состояния делокализованных носителей; 

6. Для описания свойств высокодопированных систем с сильным 

электрон-фононным взаимодействием предложена двужидкостная модель, 

включающая жидкость биполяронов большого радиуса и Ферми-жидкость 

делокализованных носителей заряда и развит метод определения области 

существования двужидкостной системы носителей заряда путем сравнения 

минимизированной по радиусу биполярона свободной энергии системы с 

биполяронной жидкостью и свободной энергии системы без нее; 

7. Построена фазовая диаграмма «уровень допирования – температура» 

систем с сильным электрон-фононным взаимодействием, включающая 

псевдощелевую фазу, фазу волны зарядовой плотности и сверхпроводящую фазу, 

причем они занимают те же места на фазовой диаграмме, что и соответствующие 

фазы в купратных сверхпроводниках; 

8. Развит и применен метод расчета температуры сверхпроводящего 

перехода, обусловленного Бозе-конденсацией жидкости биполяронов большого 

радиуса как функции уровня допирования, на основе спектра элементарных 

возбуждений биполяронной жидкости. 
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