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ВВЕДЕНИЕ
Начало теории интегральных уравнений было заложено в начале 20-го

века в работах шведского математика Эрика Ивара Фредгольма, который
исходил из идеи аппроксимации интеграла конечными интегральными сум­
мами. Позже Э. Шмидт предложил новый подход к построению теории ли­
нейных интегральных уравнений, основанный на представлении ядра инте­
грального оператора в виде суммы вырожденного ядра и ядра, малого по
норме. Это позволило упростить вывод основных теорем Фредгольма. В на­
стоящее время теория линейных интегральных уравнений Фредгольма полу­
чила широкое распространение при решении широкого круга задач [1, 2] в
области прикладной математики, математического моделирования, приклад­
ной механике, электродинамике и материаловедении, а также в теоретиче­
ских исследованиях и разработках новых математических моделей, описыва­
ющих в интегральном представлении процессы излучения, распространения,
дифракции и трансформации волн в естественных и искусственных средах.

Интегральные уравнения (ИУ) [3] — это уравнения, содержащие неиз­
вестную функцию под знаком интеграла. Если интегральное уравнение со­
держит также производные от неизвестной функции, то говорят об инте­
гро-дифференциальном уравнении (ИДУ).

Неоднородные линейные интегральные уравнения Фредгольма первого
и второго рода имеют следующий вид:

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), 𝑠, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], (1)

𝜆𝑓(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), 𝑠, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], (2)

где 𝑓 — неизвестная функция, 𝜓 и 𝐾 — известные функции, определенные
на отрезке [𝑎, 𝑏], который может быть как конечным, так и бесконечным,
𝜆 — постоянная величина, параметр интегрального уравнения, от которого
зависит существование решения и его множественность, обычно называется
характеристическим числом, а обратное ему число — собственным. Функ­
ция 𝜓 обычно называется свободным членом уравнения или функцией ис­
точника, а функция двух переменных 𝐾 – ядром ИУ, определяющим некий
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линейный интегральный оператор ℒ равенством

𝜓(𝑥) = ℒ[𝑓(𝑠)] =

𝑏∫︁
𝑎

𝐾(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (3)

В ряде случаев, для краткости, удобно использовать операторную фор­
му записи линейных интегральных уравнений (1) и (2):

ℒ[𝑓 ] = 𝜓(𝑥),

𝜆𝑓(𝑥) + ℒ[𝑓 ] = 𝜓(𝑥).

Линейный оператор ℒ обладает свойствами аддитивности и однород­
ности:

ℒ[𝑓1 + 𝑓2] = ℒ[𝑓1] + ℒ[𝑓2],

ℒ[𝜆𝑓 ] = 𝜆ℒ[𝑓 ], 𝜆 = const.

При 𝜓(𝑥) = 0 интегральное уравнение называется однородным, а при
𝜓(𝑥) ̸≡ 0 — неоднородным. При 𝜆 = 0 уравнение (2) преобразуется к виду
линейного интегрального уравнения Фредгольма первого рода (1).

Решение ИУ состоит в том, что при заданной непрерывной функции яд­
ра 𝐾 и функции 𝜓 найти функцию 𝑓 , непрерывную на отрезке [𝑎, 𝑏], которая
при подстановке ее в исходное уравнение обращает последнее в тождество.
Любое интегральное уравнение имеет тривиальное решение 𝑓(𝑥) ≡ 0.

Если 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N — частные решения однородного ИУ, то их ли­
нейная комбинация

∑︀
𝑛𝐶𝑛𝑓𝑛 с произвольными постоянными 𝐶𝑛 также будет

решением данного уравнения. Обычно в физических задачах это свойство
называют принципом суперпозиции.

Общее решение 𝑓 = 𝑓(𝑥) линейного неоднородного ИУ равно сумме
общего решения 𝐹 = 𝐹 (𝑥) соответствующего однородного ИУ ℒ[𝐹 ] = 0 и
любого частного решения 𝑓 = 𝑓(𝑥) неоднородного ИУ ℒ[𝑓 ] = 𝜓:

𝑓 = 𝐹 + 𝑓 (4)
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Если однородное ИУ имеет только тривиальное решение 𝐹 ≡ 0, то, в случае
существования решения соответствующего неоднородного уравнения, оно бу­
дет единственным.

Основным предметом рассмотрения теории интегральных уравнений
обычно являются 𝐿2-ядра, удовлетворяющие условию:

𝑏∫︁
𝑎

𝑏∫︁
𝑎

|𝐾(𝑠, 𝑥)|2 𝑑𝑠𝑑𝑥 <∞. (5)

Ядра, удовлетворяющие этому условию, будем называть фредгольмовыми.
Далее будем считать, что свободный член 𝜓(𝑥) либо непрерывен, либо

удовлетворяет условию:
𝑏∫︁

𝑎

|𝜓(𝑥)|2 𝑑𝑥 <∞. (6)

В интегральных уравнениях на ядра могут быть наложены дополни­
тельные условия. Если выполняется тождество 𝐾(𝑠, 𝑥) = 𝐾(𝑥, 𝑠), то это
симметричное ядро. В случае комплексных ядер, если выполняется тожде­
ство 𝐾(𝑠, 𝑥) = 𝐾̄(𝑥, 𝑠), то такое ядро называют эрмитовым. Ядро 𝐾(𝑠, 𝑥)

называется вырожденным, если оно имеет вид:

𝐾(𝑠, 𝑥) =
∑︁
𝑛

𝑆𝑛(𝑠)𝑋𝑛(𝑥), (7)

где 𝑆𝑛 и𝑋𝑛 — две системы линейно-независимых функций. Разностное ядро
зависит от разности аргументов: 𝐾(𝑠, 𝑥) = 𝐾(𝑠− 𝑥).

В общем случае задача решения ИУ Фредгольма первого рода (ИУ1)
относится к классу некорректных задач [4]. Бесконечно малое изменение
правой части может привести к конечному изменению решения. Продемон­
стрируем это утверждение на примере следующего уравнения:

1∫︁
−1

exp(𝑖𝑘(𝑥− 𝑠))𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 1, |𝑥| 6 1, (8)
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где 𝑘 — постоянная величина. Представим неизвестную функцию 𝑓 в виде
𝑓(𝑠) + 𝐶 exp(𝑖𝜔𝑠) (𝐶 и 𝜔 — постоянные величины):

1∫︁
−1

exp(𝑖𝑘(𝑥− 𝑠)) [𝑓(𝑠) + 𝐶 exp(𝑖𝜔𝑠)] 𝑑𝑠 = 1. (9)

После частичного интегрирования, получим:

1∫︁
−1

exp(𝑖𝑘(𝑥− 𝑠))𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 1 − 2𝐶 exp

[︂
sin(𝜔 − 𝑘)

𝜔 − 𝑘

]︂
. (10)

Если устремить 𝜔 к бесконечности, то правая часть уравнения будет
стремиться к единице. Следовательно, добавление быстро осциллирующего
члена к решению приводит к малому изменению правой части. Из этого
можно сделать вывод, что задача некорректно поставлена1.

С классом некорректных задач при решении ИУ1 часто сталкиваются
на практике [6, 7], например, при решении задач синтеза антенн, у которых
ядро представлено в виде гладкой2 функции.

Далее будем рассматривать решения ИУ Фредгольма с ядром, имею­
щим логарифмическую особенность, т.е. при 𝑠→ 𝑥:

𝐾(𝑠, 𝑥) ≈ 𝐶 ln |𝑠− 𝑥|. (11)

Такие ядра встречаются в большинстве двумерных задач дифракции
и распространения волн [6, 7]. Ниже будет показано, что решение ИУ1 с
логарифмическим ядром может быть сведено к решению ИУ второго рода
(ИУ2), поскольку решение ИУ2 при любых ядрах представляет корректную
задачу.

Представленные далее материалы основаны на работе [8]. В качестве
дополнительных материалов для углубленного изучения методов решения
интегрально-дифференциальных уравнений рекомендуется [1, 2].

1Согласно определения, данного Жаком Адамаром [5], корректно поставленная задача в математи­
ке — прикладная задача, математическое решение которой существует, единственно и устойчиво.

2Гладкая функция, или непрерывно дифференцируемая функция, — функция, имеющая непрерыв­
ную производную на всём множестве определения.
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1. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ
ФРЕДГОЛЬМА ПЕРВОГО РОДА С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ

ЯДРОМ
Рассмотрим решения интегрального уравнения

1∫︁
−1

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 1, (1.1)

и интегро-дифференциального (ИДУ) уравнения

𝜕2

𝜕𝑥2

1∫︁
−1

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 1. (1.2)

В начале разберем некоторые частные случаи решения уравнений (1.1)
и (1.2) с ядром, содержащим логарифмическую особенность, и полиномами
Чебышева первого рода 𝑇𝑛 и второго рода 𝑈𝑛, которые являются собствен­
ными функциями интегрального и интегро-дифференциального операторов.

При учете логарифмических особенностей понадобятся следующие
формулы для аналитического вычисления интегралов:

− 1

𝜋

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑠)√
1 − 𝑠2

ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶

𝑑𝑠 = 𝜆𝑛𝑇𝑛(𝑥), 𝜆𝑛 =

{︃
ln 2𝐶, 𝑛 = 0,

𝑛−1, 𝑛 ̸= 0.
(1.3)

1

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑠2𝑈𝑛(𝑠) ln

|𝑥− 𝑠|
𝐶

𝑑𝑠 = 𝜇𝑛𝑈𝑛(𝑥), 𝜇𝑛 = 𝑛+ 1. (1.4)

Формула (1.3) доказана в [1]. Для доказательства (1.4) используем со­
отношения для полиномов Чебышева первого и второго рода:

1

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑠2𝑈𝑛(𝑠) ln

|𝑥− 𝑠|
𝐶

𝑑𝑠 =

=
1

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑠) − 𝑇𝑛+2(𝑠)√
1 − 𝑠2

ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶

𝑑𝑠 =
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=
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[𝜆𝑛𝑇𝑛(𝑥) − 𝜆𝑛+2𝑇𝑛+2(𝑥)] =

= −1

2

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈𝑛−1(𝑥) − 𝑈𝑛+1(𝑥)] =

𝜕

𝜕𝑥
𝑇𝑛+1 = (𝑛+ 1)𝑈𝑛(𝑥). (1.5)

При 𝑛 = 0 в (1.5) отсутствует член 𝑈𝑛−1, но дальнейшие преобразова­
ния справедливы и при 𝑛 = 0.

Формулы (1.3) и (1.4) позволяют найти решение следующих ИУ и ИДУ,
содержащих логарифмическую особенность в ядре:

𝐶2

𝜋

1∫︁
−1

ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶1

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 1, (1.6)

𝐶2

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

1∫︁
−1

ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶1

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 1. (1.7)

Решение (1.6) представим в виде ряда:

𝑓(𝑥) =
2

𝜋𝐶2

√
1 − 𝑥2

∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛
𝜆𝑛
𝜈𝑛𝑇𝑛(𝑥), 𝜈𝑛 =

{︃
1/2, 𝑛 = 0,

1, 𝑛 ̸= 0,
(1.8)

где 𝑡𝑛 — коэффициенты в разложении в ряд 𝜓 по полиномам Чебышева
первого рода:

𝜓(𝑥) =
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝜈𝑛𝑡𝑛𝑇𝑛(𝑥),

𝑡𝑛 =

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑥)√
1 − 𝑥2

𝜓(𝑥) 𝑑𝑥.

Аналогично, решение (1.7) представим в виде ряда:

𝑓(𝑥) =
2

𝜋𝐶2

√︀
1 − 𝑥2

∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛
𝜇𝑛
𝑈𝑛(𝑥) (1.9)
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где 𝑢𝑛 — коэффициенты в разложении в ряд 𝜓 по полиномам Чебышева
второго рода:

𝜓(𝑥) =
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛𝑈𝑛(𝑥), (1.10)

𝑢𝑛 =

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑥2𝑈𝑛(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥. (1.11)

Если полином степени 𝑁 , то ряды (1.8) и (1.9) содержат только члены
𝑛 6 𝑁 .

На основании представленных выше рассуждений можно рассмотреть
решение уравнений (1.1), содержащих логарифмическую особенность в ядре:

− 𝐶2

𝜋
ln

|𝑥− 𝑠|
𝐶1

. (1.12)

Из ядра 𝐾 выделяем логарифмическую особенность, выполнив следу­
ющую замену:

𝐾(𝑠, 𝑥) → 𝐶2

𝜋

[︁
𝐾(0)(𝑠, 𝑥) +𝐾(1)(𝑠, 𝑥)

]︁
,

𝐾(0)(𝑠, 𝑥) = − ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶1

,

𝐾(1)(𝑠, 𝑥) = 𝐾(𝑠, 𝑥) −𝐾(0)(𝑠, 𝑥),

где 𝐾(0) — часть ядра, содержащая выделенную в явном виде логарифми­
ческую особенность, 𝐾(1) — часть ядра с исключенной логарифмической
особенностью.

Преобразуем уравнение (1.1), выполняя замену ядра:

− 𝐶2

𝜋

1∫︁
−1

ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶1

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥) − 𝐶2

𝜋

1∫︁
−1

𝐾(1)(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (1.13)

Используя (1.6), представим решение уравнения (1.13) в виде:

𝑓(𝑥) =
2

𝜋𝐶2

√
1 − 𝑥2

∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛 − 𝑡𝑛
𝜆𝑛

𝜈𝑛𝑇𝑛(𝑥), (1.14)
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𝑡𝑛 =
1

𝜋

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑥)√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥

1∫︁
−1

𝑓(𝑠)𝐾(1)(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (1.15)

Корректность решения ИУ1 с логарифмическим ядром можно дока­
зать, получив ИУ2. Для этого нужно подставить (1.15) в (1.14) и изменить
порядок интегрирования.

В формулах (1.14) и (1.15) функцию 𝑓 можно представить в виде сле­
дующего разложения в ряд по полиномам Чебышева первого рода:

𝑓(𝑥) =
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝑋(𝑇 )
𝑛 𝜈𝑛

𝑇𝑛(𝑥)√
1 − 𝑥2

, (1.16)

𝑋(𝑇 )
𝑛 =

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑥)√
1 − 𝑥2

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (1.17)

Подставив (1.16) и (1.15) в (1.14), получим систему линейных алгебра­
ических уравнений относительно неизвестных коэффициентов:

𝑋(𝑇 )
𝑛 =

1

𝐶2𝜆𝑛

[︃
𝑡𝑛 −

∞∑︁
𝑚=0

𝑇𝑛𝑚𝑋
(𝑇 )
𝑚

]︃
, 𝑛 ∈ N, (1.18)

𝑇𝑛𝑚 =
2

𝜋2
𝜈𝑚

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑥)√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥

1∫︁
−1

𝐾(1)(𝑠, 𝑥)
𝑇𝑚(𝑠)√
1 − 𝑠2

𝑑𝑠. (1.19)

Так как функция 𝐾(1)(𝑠, 𝑥) не имеет особенности при 𝑠 → 𝑥, интегралы
могут быть найдены численно с помощью квадратур наивысшей точности
для этого типа интегралов [12]. Данный способ будет представлен ниже.

Рассмотрим решение уравнений (1.2), содержащих логарифмическую
особенность в бисингулярном ядре:

− 𝜕2

𝜕𝑥2
𝐶2

𝜋
ln

|𝑥− 𝑠|
𝐶1

. (1.20)

Аналогичным образом из ядра 𝐾 выделяем логарифмическую особен­
ность, выполняя следующую замену:

𝐾(𝑠, 𝑥) → 𝐶2

𝜋

[︁
𝐾(0)(𝑠, 𝑥) +𝐾(1)(𝑠, 𝑥)

]︁
,
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𝐾(0)(𝑠, 𝑥) = − 𝜕2

𝜕𝑥2
ln

|𝑥− 𝑠|
𝐶1

,

𝐾(1)(𝑠, 𝑥) =
𝜕2

𝜕𝑥2
𝐾̃(1)(𝑠, 𝑥),

𝐾̃(1)(𝑠, 𝑥) = 𝐾(𝑠, 𝑥) −𝐾(0)(𝑠, 𝑥).

Преобразуем уравнение (1.2), выполняя замену ядра:

− 𝐶2

𝜋

𝜕2

𝜕𝑥2

1∫︁
−1

ln
|𝑥− 𝑠|
𝐶1

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥) − 𝐶2

𝜋

1∫︁
−1

𝐾(1)(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (1.21)

Используя (1.7), представим решение уравнения (1.21) в виде:

𝑓(𝑥) =
2

𝜋𝐶2

√︀
1 − 𝑥2

∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛 − 𝑢̃𝑛
𝜇𝑛

𝑈𝑛(𝑥), (1.22)

𝑢̃𝑛 =
1

𝜋

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑥2𝑈𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

1∫︁
−1

𝐾(1)(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠. (1.23)

В формулах (1.22) и (1.23) функцию 𝑓 можно представить в виде сле­
дующего разложения в ряд по полиномам Чебышева второго рода:

𝑓(𝑥) =
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝑋(𝑈)
𝑛

√︀
1 − 𝑥2𝑈𝑛(𝑥), (1.24)

𝑋(𝑈)
𝑛 =

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑥2𝑈𝑛(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (1.25)

Подставив (1.24) и (1.25) в (1.22), получим систему линейных алгебра­
ических уравнений относительно неизвестных коэффициентов:

𝑋(𝑈)
𝑛 =

1

𝐶2𝜇𝑛

[︃
𝑢𝑚 −

∞∑︁
𝑚=0

𝑈𝑛𝑚𝑋
(𝑈)
𝑚

]︃
, 𝑛 ∈ N, (1.26)

𝑈𝑛𝑚 =
1

𝜋2

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑥2𝑈𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

1∫︁
−1

𝐾(1)(𝑠, 𝑥)
√︀

1 − 𝑠2𝑈𝑚(𝑠) 𝑑𝑠. (1.27)
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Матричные элементы (1.11) и (1.25) системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) (1.24) в общем случае находим численно с помощью квад­
ратур наивысшей точности для этого типа интегралов [12].

В теории дифракции часто можно встретить разностное ядро. В этом
случае:

𝐾̃(1)(𝑠, 𝑥) = 𝐾̃(1)(𝑠− 𝑥),

𝐾(1)(𝑠, 𝑥) =
𝜕2

𝜕𝑥2
𝐾̃(1)(𝑠− 𝑥) = − 𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑥
𝐾̃(1)(𝑠− 𝑥). (1.28)

Подставляем (1.28) в (1.28), интегрируем по частям:

𝑈𝑛𝑚 = −(𝑛+ 1)(𝑚+ 1)

𝜋2

1∫︁
−1

𝑇𝑛+1(𝑥)√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥

1∫︁
−1

𝐾̃(1)(𝑠− 𝑥)
𝑇𝑚+1(𝑠)√

1 − 𝑠2
𝑑𝑠. (1.29)
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2. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА
ПЕРВОГО РОДА

2.1. Решение интегрального уравнения методом Галеркина
Найдем решение следующего уравнения:

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑠, 𝑥)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 𝑙. (2.1)

Представим решение уравнения в виде разложения по полиномам Че­
бышева первого рода 𝑇𝑛:

𝑓(𝑥) =
1√

𝑙2 − 𝑥2

∞∑︁
𝑛=0

𝑋𝑛𝑇𝑛

(︁𝑥
𝑙

)︁
, (2.2)

где 𝑋𝑛 — неизвестные коэффициенты.
Подставим разложение (2.2) в (2.1)

∞∑︁
𝑛=1

𝑋𝑛

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑠, 𝑥)𝑇𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), (2.3)

𝑇 (𝑥) =
𝑇𝑛

(︁𝑥
𝑙

)︁
√
𝑙2 − 𝑥2

. (2.4)

Умножим (2.3) на 𝑇𝑚 и проинтегрируем по 𝑥 в пределах [−𝑙, 𝑙]. В ре­
зультате получим систему линейных уравнений:

∞∑︁
𝑚=1

𝑇𝑛𝑚𝑋𝑚 = 𝑡𝑛, 𝑛 ∈ N, (2.5)

𝑇𝑛𝑚 =

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑠, 𝑥)𝑇𝑚(𝑠) 𝑑𝑠, (2.6)

𝑡𝑛 =

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑚(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥. (2.7)
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Для вычисления коэффициентов 𝑇𝑛𝑚 выполним замену ядра 𝐾, выде­
ляя логарифмическую особенность:

𝐾(𝑠, 𝑥) → 𝐾(0)(𝑠, 𝑥) +𝐾(1)(𝑠, 𝑥),

𝐾(0)(𝑠, 𝑥) = − 1

2𝜋
ln

2

𝑙
|𝑥− 𝑠|,

𝐾(1)(𝑠, 𝑥) = 𝐾(𝑠, 𝑥) −𝐾(0)(𝑠, 𝑥),

где 𝐾(0) — часть ядра, содержащая выделенную в явном виде логарифми­
ческую особенность, 𝐾(1) — часть ядра с исключенной логарифмической
особенностью.

В этом случае коэффициенты 𝑇𝑚𝑛 можно представить в виде суммы:

𝑇𝑛𝑚 = 𝑇 (0)
𝑛𝑚 + 𝑇 (1)

𝑛𝑚,

𝑇 (𝑘)
𝑛𝑚 =

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(𝑘)(𝑥, 𝑠)𝑇𝑚(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘 = 0, 1,

где 𝑇 (0)
𝑛𝑚 — определяется аналитически с использованием (1.3), 𝑇 (1)

𝑛𝑚 — вычис­
ляется численными методами.

Рассмотрим отдельно выражение 𝑇 (0)
𝑛𝑚 и упростим его. Для этого под­

ставим (2.4), введем замену 𝑥 → 𝑥/𝑙 и 𝑠 → 𝑠/𝑙 и изменим пределы интегри­
рования на [−1, 1]. В результате преобразований получим:

𝑇 (0)
𝑛𝑚 = − 1

2𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑛(𝑥) 𝑑𝑥

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑚(𝑠) ln
2

𝑙
|𝑥− 𝑠| 𝑑𝑠 =

=
1

2

1∫︁
−1

𝑇𝑛(𝑥)√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥

⎡⎣−1

𝜋

1∫︁
−1

𝑇𝑚(𝑠)√
1 − 𝑠2

ln 2|𝑥− 𝑠| 𝑑𝑠

⎤⎦ . (2.8)

Используя (1.3) и условие ортогональности полиномов Чебышева, по­
лучим:

𝑇 (0)
𝑛𝑚 =

{︃ 𝜋

4𝑚
, 𝑚 = 𝑛 ̸= 0,

0, 𝑚 ̸= 𝑛, 𝑛 = 0.
(2.9)
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Выражение 𝑇 (1)
𝑛𝑚 можно найти численно, используя квадратуру [12]:

𝑙∫︁
−𝑙

𝐾(1)(𝑥, 𝑠)𝑇𝑚(𝑠) 𝑑𝑠 ≈ 𝜋

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐾(1)(𝑥, 𝑥𝑘) cos

[︂
2𝑘 − 1

𝑁
𝑚𝜋

]︂
, (2.10)

𝑥𝑘 = 𝑙 cos

[︂
2𝑘 − 1

𝑁
𝑚𝜋

]︂
.

2.2. Решение интегро-дифференциального уравнения методом
Галеркина

Найдем решение следующего уравнения:

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑘2

)︂ 𝑙∫︁
−𝑙

𝐺(𝑥, 𝑠)𝐸(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 𝑙. (2.11)

Рассматривая интеграл в (2.11), как неизвестную функцию в диффе­
ренциальном уравнении, получим:

𝑙∫︁
−𝑙

𝐺(𝑥, 𝑠)𝐸(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝐶1 cos 𝑘𝑥+ 𝐶2 sin 𝑘𝑥+ 𝜑(𝑥), (2.12)

где 𝐶1,2 — неизвестные постоянные, 𝜑(𝑥) — частное решение дифференци­
ального уравнения: (︂

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑘2

)︂
𝜑(𝑥) = 𝜓(𝑥).

Решаем методом Галеркина для ИУ, т. е. ищем решение уравнения в
виде разложения по полиномам Чебышева

𝐸(𝑥) =
1√

𝑙2 − 𝑥2

∞∑︁
𝑛=0

𝑋𝑛𝑇𝑛(
𝑥

𝑙
), (2.13)

где 𝑋𝑛 — неизвестные коэффициенты.
Подставляем разложение (2.13) в уравнение (2.12) и умножим его на

𝑇 (𝑥) и проинтегрируем в пределах от −𝑙 до 𝑙 по 𝑥. В результате получим
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систему линейных уравнений:

∞∑︁
𝑚=0

𝐴𝑛𝑚𝑋𝑚 = 𝐵𝑛 + 𝐶1𝐷1𝑛 + 𝐶2𝐷2𝑛, 𝑛 ∈ N (2.14)

где 𝐴𝑚𝑛, 𝐵𝑚 определяются как (2.6), (2.7),

𝐷1𝑛 =

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑛(𝑥) cos 𝑘𝑠 𝑑𝑥 =

{︃
(−1)𝑛𝜋J2𝑝 (𝑘𝑙), 𝑚 = 2𝑝,

0, 𝑚 = 2𝑝+ 1,

𝐷2𝑛 =

𝑙∫︁
−𝑙

𝑇𝑛(𝑥) sin 𝑘𝑠 𝑑𝑥 =

{︃
(−1)𝑛𝜋J2𝑝+1 (𝑘𝑙), 𝑚 = 2𝑝+ 1,

0, 𝑚 = 2𝑝.

Учитываем дополнительные условия: известно, что решение (2.11) ве­
дет себя как

√
𝑙2 − 𝑥2. Поэтому

∞∑︁
𝑛=1

𝑋𝑛𝑇𝑛

(︁𝑥
𝑙

)︁
= 0, 𝑥 = ±𝑙, (2.15)

СЛАУ (2.14) и (2.15) позволяют найти решение уравнения (2.11).
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ПРИЛОЖЕНИЯ
Приложение А. Полиномы Чебышева

Полином Чебышёва первого рода 𝑇𝑛(𝑥) [9, 10] характеризуется как мно­
гочлен степени 𝑛 со старшим коэффициентом 2𝑛−1, который меньше всего
отклоняется от нуля на интервале [−1, 1]:

𝑇𝑛(𝑥) =
(𝑥+

√
𝑥2 − 1)𝑛 + (𝑥−

√
𝑥2 − 1)𝑛

2
= (А.1)

=

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

2𝑘

)︃
(𝑥2 − 1)𝑘𝑥𝑛−2𝑘 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
cos(𝑛 arccos𝑥), |𝑥| 6 1,

ch(𝑛 arch𝑥), 𝑥 > 1,

(−1)𝑛 ch(𝑛 arch(−𝑥)), 𝑥 6 −1.

Многочлены Чебышёва первого рода 𝑇𝑛(𝑥) могут быть определены с
помощью рекуррентного соотношения:

𝑇0(𝑥) = 1,

𝑇1(𝑥) = 𝑥,

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥). (А.2)

Многочлен Чебышёва второго рода 𝑈𝑛(𝑥) [9, 10] характеризуется как
многочлен степени 𝑛 со старшим коэффициентом 2𝑛, интеграл от абсолют­
ной величины которого по интервалу [−1, 1] принимает наименьшее возмож­
ное значение:

𝑈𝑛(𝑥) =
(𝑥+

√
𝑥2 − 1)𝑛+1 − (𝑥−

√
𝑥2 − 1)𝑛+1

2
√
𝑥2 − 1

= (А.3)

=

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛+ 1

2𝑘 + 1

)︃
(𝑥2 − 1)𝑘𝑥𝑛−2𝑘 =
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=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sin((𝑛+ 1) arccos𝑥)√
1 − 𝑥2

, |𝑥| < 1,

𝑛+ 1, |𝑥| = 1,

sh((𝑛+ 1) arch𝑥)√
𝑥2 − 1

, 𝑥 > 1,

(−1)𝑛 sh((𝑛+ 1) arch(−𝑥))√
𝑥2 − 1

, 𝑥 < −1.

Многочлены Чебышёва второго рода 𝑈𝑛(𝑥) могут быть определены с
помощью рекуррентного соотношения:

𝑈0(𝑥) = 1,

𝑈1(𝑥) = 2𝑥,

𝑈𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑈𝑛(𝑥) − 𝑈𝑛−1(𝑥). (А.4)

Корни многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑈𝑛(𝑥) видны из следующей пары тождеств:

𝑇𝑛(𝑥) = 2𝑛−1
2𝑛−1∏︁
𝑚=1

(︁
𝑥− cos

𝜋𝑚

2𝑛

)︁
, (А.5)

𝑈𝑛(𝑥) = 2𝑛
2𝑛−1∏︁
𝑚=1

(︂
𝑥− cos

𝜋𝑚

𝑛+ 1

)︂
. (А.6)

Необходимо отметить, что нули многочленов Чебышёва являются оптималь­
ными узлами в различных интерполяционных схемах.

Важным свойством полиномов 𝑇𝑛(𝑥) является то, что они ортогональ­
ны по отношению к внутреннему произведению:

⟨𝑇𝑛(𝑥), 𝑇𝑚(𝑥)⟩ =

1∫︁
−1

1√
1 − 𝑥2

𝑇𝑛(𝑥)𝑇𝑚(𝑥) 𝑑𝑥 = (А.7)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜋, 𝑛 = 𝑚 = 0,

𝜋/2, 𝑛 = 𝑚 ̸= 0,

0, 𝑛 ̸= 𝑚.
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Аналогичным образом, 𝑈𝑛(𝑥) ортогональны по отношению к следую­
щим внутренним произведениям:

⟨𝑈𝑛(𝑥), 𝑈𝑚(𝑥)⟩ =

1∫︁
−1

√︀
1 − 𝑥2𝑈𝑛(𝑥)𝑈𝑚(𝑥) 𝑑𝑥 = (А.8)

=

{︃
𝜋/2, 𝑛 = 𝑚 ̸= −1,

0, 𝑛 ̸= 𝑚,𝑛 = 𝑚 = −1,

⟨𝑈𝑛(𝑥), 𝑈𝑚(𝑥)⟩ =

1∫︁
−1

1√
1 − 𝑥2

𝑈𝑛(𝑥)𝑈𝑚(𝑥) 𝑑𝑥 = (А.9)

=

{︃
𝜋/2, 𝑛 = 𝑚 ̸= −1,

0, 𝑛 ̸= 𝑚,𝑛 = 𝑚 = 0.

Ниже рассмотрим некоторые полезные соотношения полиномов Чебы­
шева первого и второго рода [9, 11]:

𝑇−𝑛(𝑥) = 𝑇𝑛(𝑥), (А.10)

𝑈−𝑛(𝑥) = −𝑈𝑛(𝑥), (А.11)

𝑈𝑛+𝑚(𝑥) = 𝑈𝑛(𝑥)𝑈𝑚(𝑥) − 𝑈𝑛−1(𝑥)𝑈𝑚−1(𝑥), (А.12)

𝑈𝑛+1(𝑥) · 𝑈𝑛−1(𝑥) = [𝑈𝑛(𝑥) + 1] · [𝑈𝑛(𝑥) − 1], (А.13)

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑈𝑛(𝑥) − 𝑥𝑈𝑛−1(𝑥), (А.14)

𝑇𝑛+1(𝑥) = 𝑥𝑈𝑛(𝑥) − 𝑈𝑛−1(𝑥), (А.15)

𝑇𝑛·𝑚(𝑥) = 𝑇𝑛(𝑇𝑚(𝑥)) = 𝑇𝑚(𝑇𝑛(𝑥)), (А.16)

(1 − 𝑥2)𝑈𝑛−1(𝑥) = 𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛+1(𝑥), (А.17)
𝜕

𝜕𝑥
𝑇𝑛(𝑥) =

𝑛√
1 − 𝑥2

𝑈𝑛(𝑥), (А.18)

𝜕

𝜕𝑥
𝑈𝑛(𝑥) = − 𝑛√

1 − 𝑥2
𝑇𝑛(𝑥). (А.19)
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