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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования.Многоточечные краевые задачи име-

ют глубокую физическую, биологическую, экономическую, инженерную и иную

подоплеку. К изучению таких задач приводят исследования многих вопросов ав-

томатического регулирования, теории колебаний, строительной механики, при-

кладной математики, математической физики и т.д. Этим объясняется акту-

альность развития теории метода усреднения, который связывают обычно с

именами Н.М.Крылова и Н.Н.Боголюбова, для многоточечных краевых задач.

Обзор литературы. Классическая теория метода усреднения для систем

обыкновенных дифференциальных уравнений была создана в работах Н. М.

Крылова и Н. Н. Боголюбова1,2,3. Эта теория получила затем дальнейшее раз-

витие для различных новых классов обыкновенных дифференциальных урав-

нений 4,5, интегральных и интегро-дифференциальных уравнений6, уравнений

в частных производных 7,8 и др.

Тема настоящей диссертационной работы относится к первому из этих на-

правлений. Она посвящена развитию теории метода усреднения для систем

обыкновенных дифференциальных уравнений с быстро осциллирующими сла-

гаемыми в случае многоточечных краевых условий. Отдельно рассмотрены слу-

чаи наличия в уравнениях слагаемых, пропорциональных определенным поло-

жительным степеням высокой частоты осцилляций.

Метод усреднения для систем обыкновенных дифференциальных уравнений

разработан с большой полнотой в случае задачи Коши и некоторых иных задач.

1Крылов, Н. М. Введение в нелинейную механику / Н. М. Крылов, Н. Н. Боголюбов. — Киев.: Изд-во.
АН УССР, 1937. — 353 с.

2Боголюбов, Н. Н. Теория возмущений в нелинейной механике/Н. Н. Боголюбов// Сб. ин-та строит. мех,
АН УССР. — 1950. — Т. 14. — С. 9–34.

3Боголюбов, Н. Н. О некоторых статистических методах в математической физике/ Н. Н. Боголюбов. —
Киев: Изд-во АН УССР, 1945. — 139 с.

4Боголюбов, Н. Н. Асимптотические методы в теории нелинейных колебаний/Н. Н. Боголюбов, Ю. А.
Митропольский. — Москва: Наука, 1974. — 503 с.

5Волосов, В. М. Моргунов Б.И. Метод осреднения в теории нелинейных колебательных систем / В. М.
Волосов, Б. И. Моргунов. — М.: изд-во. МГУ, 1971. — 507 с.

6Филатов, А. Н. Методы усреднения в дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнениях /А.
Н. Филатов. — Ташкент: Фан. АН УзССР. Ин-т кибернетики с ВЦ, 1971. — 279 с.

7Митропольский, Ю.А. Метод усреднения в нелинейной механике / Ю. А. Митропольский. — К.: Наукова
думка, 1971. — 440 С.

8Симоненко, И. Б. Метод усреднения в теории нелинейных уравнений параболического типа с приложе-
нием к задачам гидродинамической устойчивости / И. Б. Симоненко. — Ростов-н.Д.: Изд-во. РГУ, 1989. —
112 c.
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Результатов в случае многоточечных краевых задач значительно меньше. От-

метим две работы, предшествовавшие нашим исследованиям: 9 (двухточечная

краевая задача) и 10 (многоточечная краевая задача). В диссертации изучается

иная, тоже классическая, двухточечная краева задача, а также многоточечная

краевая задача в иной, нежели 10, ситуации. Отметим, что в работе 10 посту-

лируется существование решения не только усредненной задачи—это традици-

онное требование в теории метода усреднения, но и существование решения

значительно более сложной возмущенной задачи. Кроме того, большие слагае-

мые в работе10 не рассматривались. Результаты диссертационной работы, как и

результаты 9, опираются на классическую теорему о неявной функции в банахо-

вом пространстве. Этот подход в теории метода усреднения впервые применил,

по-видимому, И.Б.Симоненко8 при обосновании этого метода для абстрактных

параболических уравнений в случае задачи Коши и задачи о периодических по

времени решениях. В работе 10, в отличие от этого, используется классическая

лемма Гронуолла. Отметим еще, что изучение усреднения систем с высоко-

частотными слагаемыми, пропорциональными определенным положительным

степеням частоты осцилляций 𝜔, ранее проводилось в работах В.И. Юдовича в

случае задачи Коши, т.е. для одноточечной задачи 11.

Цель работы. Цель работы состоит в обосновании метода усреднения в

случае двухточечных и многоточечных краевых задач для систем нелинейных

дифференциальных уравнений с высокочастотными слагаемыми, среди кото-

рых могут быть большие - пропорциональные определенным положительным

степеням частоты осцилляции. Под обоснованием понимается установление раз-

решимости возмущенной задачи и доказательство асимптотической близости

решений возмущенной и усредненной задач в пространстве Гельдера вектор-

функций, определенных на конечном отрезке.

Области исследований. Диссертация соответствует следующим пунктам

паспорта специальности 1.1.2.«Дифференциальные уравнения и математиче-

ская физика».

9Левенштам, В. Б. Обоснование метода усреднения для дифференциальных уравнений с большими быст-
ро осциллирующими слагаемыми и краевыми условиями / В. Б. Левенштам, П. Е. Шубин // Матем. заметки.
— 2016. — Том 100, выпуск 1. — С. 94—108.

10Константинов, М. М. О применении метода усреднения к некоторым многоточечным краевым задачам
/ М. М. Константинов, Д. Д. Байнов // BULL.MATH.de la Soc.Sci.Math. de la R.S.de la Roumanie. — 1974. —
Том 18(66), номер 3/4. — С. 307—310.

11Юдович, В. И. Вибродинамика систем со связями / В. И. Юдович // Докл. РАН. — 1997. — Т. 354, №
5. — С. 622–624.
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1. Общая теория дифференциальных уравнений и систем дифференциаль-

ных уравнений.

2. Начальные, краевые и смешанные задачи для дифференциальных урав-

нений и систем дифференциальных уравнений.

6. Нелинейные дифференциальные уравнения и системы нелинейных диф-

ференциальных уравнений.

10. Теория дифференциально-операторных уравнений.

12. Асимптотическая теория дифференциальных уравнений и систем.

Методы исследования. В данной диссертационной работе используются

методы теории обыкновенных дифференциальных уравнений, функционально-

го анализа и классической теории метода усреднения.

Научная новизна и основные положения, выносимые на защиту. В

работе получены следующие новые результаты для нелинейных дифференци-

альных уравнений с высокочастотными слагаемыми:

1) обоснован метод усреднения для нелинейных высокочастотных систем

ОДУ с двухточечными краевыми условиями (краевые задачи) и равно-

мерно ограниченными с ростом частоты осцилляций правыми частями;

2) метод усреднения обоснован для нелинейных высокочастотных систем

ОДУ с двухточечными краевыми условиями и большими слагаемыми, про-

порциональными корню квадратному из частоты осцилляций;

3) обоснован метод усреднения для нелинейных высокочастотных систем

ОДУ с многоточечными (число точек не менее двух) краевыми услови-

ями и равномерно ограниченными с ростом частоты осцилляций правыми

частями;

4) метод усреднения обоснован для высокочастотных систем ОДУ с многото-

чечными краевыми условиям и большими слагаемыми, пропорциональны-

ми корню квадратному из частоты осцилляций;

5) обоснован метод усреднения для высокочастотных систем ОДУ с многото-

чечными краевыми условиям и большими слагаемыми, пропорциональны-

ми степени 3
4 частоты.

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты, по-

лученные в данной диссертационной работе, носят, прежде всего, теоретический
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характер. Однако они имеют и практическое значение, поскольку могут быть

использованы при решении конкретных задач для нелинейных высокочастот-

ных систем ОДУ с двухточечными и многоточечными краевыми условиями и с

большими слагаемыми. Два иллюстративных примера решены непосредственно

в диссертации.

Степень достоверности и апробация результатов. В диссертации

применялись математически обоснованные методы теории дифференциальных

уравнений. Результаты диссертационного исследования были представлены на

следующих конференциях:

1) XXXI Крымская осенняя математическая школа-симпозиум(КРОМШ-

2020) по спектральным и эволюционным задачам.

2) Международная Воронежская весенняя математическая школа (ВВМШ-

2021) «Современные методы теории краевых задач», посвященная памяти

профессора Александра Дмитриевича Баева.

3) Международная научная конференция «Современные проблемы матема-

тики и физики», посвященная 70-летию чл.-корр. АН РБ К.Б.Сабитова.

4) Объединенный научный семинар по анализу и дифференциальным урав-

нениям Института математики, механики и компьютерных наук им. И. И.

Воровича ЮФУ (мехмат)

Публикации и личный вклад автора. Основные результаты диссер-

тационного исследования изложены в 7 научных публикациях [1–7]. Статьи

[1, 2, 3, 4] входят в перечень научных изданий, в которых должны быть опуб-

ликованы основные результаты диссертаций, защищаемых в диссертационном

совете ЮФУ801.01.02 . Статьи [3, 4] опубликованы в журналах, индексируе-

мых в базе данных Scopus. Публикации [5, 6, 7] содержатся в других сборниках

научных трудов. Работы [2, 3, 4, 5, 7]выполнены совместно с научным руко-

водителем В. Б. Левенштамом. В них ему принадлежат постановки задач и

общее руководство работой. Д. Бигириндавйи совместно с В. Б. Левенштамом

принадлежит выбор методик исследований. Д. Бигириндавйи принадлежит ре-

ализация методик.

Благодарности. Прежде всего, я хотел бы поблагодарить моего научного

руководителя доктора физико-математических наук В.Б.Левенштама за дове-

рие, которое он оказал мне, согласившись руководить этой диссертационной
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работой, за его многочисленные советы и за все время, которое он посвятил

руководству этим исследованием.

Структура и объем диссертационной работы.Диссертационная рабо-

та состоит из введения, трех глав, разделенных на параграфы, заключения и

библиографии, содержащей 66 наименований. Объем диссертационной работы

- 132 страниц.

Содержание работы

Во введении излагается общая характеристика работы и приводятся основ-

ные результаты диссертации.

Первая глава посвящена обоснованию метода уреднения для нелинейных

высокочастотных систем ОДУ с краевыми условиями (двухточечная краевая

задача).

В первом параграфе рассмотрена задача отыскания решения системы

обыкновенных дифференциальных уравнений на отрезке 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , в кото-

рой (в отличие от задачи Коши) дополнительные условия на решение задаются

в двух точках: 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑇 . Сформируем полученный результат.

Пусть Γ = {(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} и Π = {(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜏 ∈
[0,∞)}. На отрезке 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] рассмотрим краевую задачу⎧⎨⎩

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝑡) + 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡)

𝐴𝑥(0) +𝐵𝑥(𝑇 ) = 0, 𝜔 ≫ 1.
(1)

Здесь 𝐴 и 𝐵–квадратные матрицы порядка 𝑛 с вещественными элементами,

𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) вектор-функции, определенные на множествах Γ и Π соот-

ветственно, со значениями в R𝑛 и для некоторой ограниченной области Ω ⊂ R𝑛

удовлетворяющие следующим условиям.

1. Вектор-функции 𝐹 (𝑥, 𝑡) и 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) вместе с их производными по 𝑥 непре-

рывны на множествах Ω× [0, 𝑇 ] и Ω× [0, 𝑇 ]× R+ соответственно.

2. Вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) имеет нулевое среднее по 𝜏 , то есть равномерно

относительно (𝑥, 𝑡) ∈ Ω× [0, 𝑇 ] выполняется предельное равенство

⟨𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏)⟩ = lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) d𝜏 = 0.
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3. Вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функция 𝜕𝜙
𝜕𝑥 (𝑥, 𝑡, 𝜏) равномерно огра-

ничены на Ω× [0, 𝑇 ]× R+ .

4. Матрица-функции 𝜕𝐹
𝜕𝑥 и 𝜕𝜙

𝜕𝑥 удовлетворяют равномерному условию Липши-

ца по 𝑥, то есть существует такая постоянная 𝐿, что при всех 𝑥,𝑦 ∈ Ω,

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и 𝜏 ∈ [0,∞) выполняются неравенства⃦⃦⃦⃦
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑦, 𝑡)− 𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝐿|𝑦 − 𝑥|,

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑦, 𝑡, 𝜏)− 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝐿|𝑦 − 𝑥|.

Здесь и ниже символами |𝑥| и ‖𝐴‖ обозначены нормы вектора 𝑥 ∈ R𝑛 и

квадратной матрицы 𝐴 порядка 𝑛, удовлетворяющие условию согласова-

ния: |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖|𝑥| при всех 𝑥 ∈ R𝑛. Можно, например, далее считать, что

|𝑥| = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖|, ‖𝐴‖ = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑛∑︀
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗|, где 𝑥𝑖 и 𝑎𝑖𝑗 – компоненты вектора 𝑥 и

элементы матрицы 𝐴 соответственно.

5. Вектор-функции 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) и 𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) на множестве 𝐺 = Ω × [0, 𝑇 ] ×

R+ удовлетворяют равномерному условию Гельдера по 𝑡, то есть суще-

ствуют такие положительные константы 𝐿, 𝜇 ∈ (0, 1), что для любых

(𝑥, 𝑡1, 𝜏), (𝑥, 𝑡2, 𝜏) ∈ 𝐺

|𝜙(𝑥, 𝑡1, 𝜏)− 𝜙(𝑥, 𝑡2, 𝜏)| ⩽ 𝐿|𝑡1 − 𝑡2|𝜇,

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡1, 𝜏)−

𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡2, 𝜏)

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝐿|𝑡1 − 𝑡2|𝜇.

6. Рассмотрим усредненную задачу⎧⎨⎩
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑦, 𝑡)

𝐴𝑦(0) +𝐵𝑦(𝑇 ) = 0.
(2)

Будем предполагать, что задача (2) имеет решение
𝑜
𝑦(𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

которое вместе с некоторой 𝜌(> 0) – окрестностью лежит в Ω, то есть при

каждом 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] расстояние от
𝑜
𝑦(𝑡) до границы Ω больше 𝜌.
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7. Введем обозначение : 𝐿(𝑡) = 𝐹 ′
𝑦(

𝑜
𝑦(𝑡), 𝑡) и пусть Φ(𝑡)–матрицант 12 системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐿(𝑡)𝑥. (3)

Будем предполагать, что имеет место соотношение :

Δ = det [𝐴+𝐵Φ(𝑇 )] ̸= 0. (4)

В данной диссертационной работе нам понадобится известное банахово про-

странство 𝐶𝜇([0, 𝑇 ]), 𝜇 ∈ (0, 1), то есть пространство непрерывных вектор-

функций 𝑤 : [0, 𝑇 ] −→ R𝑛 (𝑤 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ])), удовлетворяющих условию Гёльдeра

с показателем 𝜇:

||𝑤||𝐶𝜇([0,𝑇 ]) = max
0≤𝑡≤𝑇

|𝑤(𝑡)|+ sup
0≤𝑡1<𝑡2≤𝑇

|𝑤(𝑡2)− 𝑤(𝑡1)|
(𝑡2 − 𝑡1)𝜇

< ∞.

Теорема 1 При 𝜇 ∈ (0, 1) существует 𝜔0 > 0 такое, что в некоторой

𝐶𝜇([0, 𝑇 ])–окрестности вектор-функции
𝑜
𝑦(𝑡) задача (1) при 𝜔 > 𝜔0 имеет

единственное решение 𝑥𝜔(𝑡) и справедливо предельное равенство

lim
𝜔→∞

||𝑥𝜔(𝑡)−
𝑜
𝑦(𝑡)||𝐶𝜇([0,𝑇 ]) = 0.

Заметим, что краевые задачи вида (1) без связи с методом усреднения иссдедо-

вались, например, в 13.

Во втором параграфе первой главы осуществлено обоснование метода

усреднения для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с быст-

ро осциллирующими слагаемыми, пропорциональными корню квадратному из

частоты осцилляций и двухточечными краевыми условиями. В этом параграфе

рассмотрен случай, когда большое слагаемое финитно по быстрой переменной

𝜏 (простейший случай).

В третьем параграфе первой главы сформулирована следующая теоре-

ма об усреднении высокочастотных систем ОДУ с большими слагаемыми (ос-

новной случай) . Она является частным случаем теоремы, доказанной во втором

параграфе главы 2.

12Напомним, что матрицантом системы (3) называется еë фундаментальная система решения Φ(𝑡), нор-
мированная в точке 𝑡 = 0, то есть Φ(0) = 𝐸.

13Бибиков, Ю. Н. Курс обыкновенных дифференциальных уравнений/Ю. Н. Бибиков. — Москва: Высшая
школа, Учеб.пособие для университетов, 1991. — 303 с.

9



Пусть Ω–ограниченная область пространства R𝑛, 𝑇 > 0, 𝐷 = {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈
Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} и 𝑄 = {(𝑥, 𝑡, 𝜏) : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, 𝜏 ∈ [0,∞)}. Рассмотрим краевую

задачу для нормальной системы обыкновенных дифференциальных уравнений

с большим параметром 𝜔:⎧⎨⎩𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡) +

√
𝜔𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝐴𝑥(0) +𝐵𝑥(𝑇 ) = 0.
(5)

Здесь 𝐴 и 𝐵 – квадратные матрицы порядка 𝑛 с вещественными элементами.

Вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) определены на множестве 𝑄, принимают

значения в R𝑛 и удовлетворяют следующим условиям.

1. Вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функции

𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑡𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) определены и непрерывны на

множестве 𝑄.

2. Вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) – 2𝜋–периодична по 𝜏 с нулевым средним, то

есть справедливо равенство

< 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) >𝜏=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0.

3. Введем в рассмотрение вектор-функцию

𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏) ≡ 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠− ⟨
𝜏∫︁

0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠⟩𝜏

⎤⎦ ,

которая в силу условий 1,2 вместе с производной 𝜕𝜒
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) определена и

непрерывна на множестве 𝑄.

Для любых точек (𝑥, 𝑡1, 𝜏) и (𝑥, 𝑡2, 𝜏) ∈ 𝑄 выполняются неравенства

|𝑧(𝑥, 𝑡2, 𝜏)− 𝑧(𝑥, 𝑡1, 𝜏)| ≤ 𝛾(|𝑡2 − 𝑡1|),

где 𝑧 = 𝑓, 𝜕𝑓𝜕𝑥 , а 𝛾(𝑟), 𝑟 ≥ 0, –непрерывная в нуле функция, такая что

𝛾(0) = 0.

4. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функция 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) равномерно огра-

ничены на множестве Q.
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5. Матрица-функции 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝜕𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) удовлетворяют равно-

мерному условию Липшица по 𝑥, то есть существует такая постоянная 𝐿,

что при всех 𝑥,𝑦 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и 𝜏 ∈ [0,∞) выполняются неравенства

‖𝑧(𝑦, 𝑡, 𝜏)− 𝑧(𝑥, 𝑡, 𝜏)‖ ⩽ 𝐿|𝑦 − 𝑥|,

где 𝑧 = 𝜕𝑓
𝜕𝑥 ,

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝜕𝑡 ,

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2

6. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) имеет равномерное среднее по 𝜏 , а потому суще-

ствует вектор-функция Ψ(𝑥, 𝑡), определенная на 𝐷, со значениями в R𝑛,

такая что равномерно относительно (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 справедливо предельное ра-

венство

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

(𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) + 𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏)) d𝜏 = Ψ(𝑥, 𝑡).

Будем предполагать, что формально продифференцировав последнее ра-

венство по 𝑥, мы получим также равномерное относительно (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷

предельное равенство.

7. Рассмотрим усредненную (предельную) задачу⎧⎨⎩
𝑑𝜉
𝑑𝑡 = Ψ(𝜉, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝐴𝜉(0) +𝐵𝜉(𝑇 ) = 0.
(6)

Будем считать, что задача (6) имеет решение
𝑜

𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], и существует 14

такая строго внутренняя выпуклая подобласть Ω0 области Ω, что
𝑜

𝜉(𝑡) ∈ Ω0

при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

8. Справедливо соотношение:

Δ = 𝑑𝑒𝑡 [𝐴+𝐵Φ(𝑇 )] ̸= 0

где Φ(𝑡) – матрицант системы уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

[︂
𝜕Ψ

𝜕𝜉
(
𝑜

𝜉, 𝑡)

]︂
𝑥.

14Достаточно предполагать лишь, что решение лежит в Ω, Предположение о существовании указанной
подобласти Ω0 не является принципиальным, а принято лишь для упрощения доказательства.

11



Теорема 2 Для любого 𝜇 ∈ (0, 12) найдется такое 𝜔0 > 0, что задача (5)

при 𝜔 > 𝜔0 имеет единственное в некоторой 𝐶𝜇([0, 𝑇 ])–окрестности вектор-

функции
𝑜

𝜉(𝑡) решение 𝑥𝜔(𝑡) и справедливо предельное равенство lim
𝜔→∞

||𝑥𝜔(𝑡) −
𝑜

𝜉(𝑡)||𝐶𝜇([0,𝑇 ]) = 0.

Во второй главе метод усреднения обоснован для нормальных систем нели-

нейных дифференциальных уравнений с быстро осцциллирующими слагаемы-

ми и многоточечными краевыми условиями(для любого числа точек𝑚, не мень-

шего 2) на конечном отрезке.

В первом параграфе большие слагаемые не рассматриваются. Сформи-

руем полученный результат.

Пусть Ω–область пространства R𝑛 15, 𝑇 > 0, Π = {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}
и 𝑄 = {(𝑥, 𝑡, 𝜏) : 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜏 ∈ [0,∞)}. На множестве Π рассмотрим

m-точечную краевую задачу⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(𝜔)𝑥(𝑡𝑘) = 𝑎(𝜔)
(7)

Здесь 𝜔 ≫ 1, 𝐴𝑘(𝜔)–постоянные квадратные матрицы порядка 𝑛 с веществен-

ными элементами, 0 = 𝑡1 < 𝑡2... < 𝑡𝑘 = 𝑇 , (k ∈ N ), 𝑎(𝜔)– постоянный n-мерный

вектор с вещественными компонентами. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) вектор-функция, опре-

деленная на множестве 𝑄 со значениями в R𝑛, удовлетворяющая следующим

условиям

1. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) вместе с ее первыми частными производными по

𝑥 непрерывна на множестве 𝑄. Соответствующую матрицу Якоби будем

обозначать через 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏).

2. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица Якоби 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) равномерно ограни-

чены на 𝑄.

3. Для любых (𝑥, 𝑡1, 𝜏), (𝑥, 𝑡2, 𝜏) ∈ 𝑄 выполняются неравенства

|𝑓(𝑥, 𝑡2, 𝜏)− 𝑓(𝑥, 𝑡1, 𝜏)| ≤ 𝛾(|𝑡2 − 𝑡1|),
15В качестве Ω может выступать любая ограниченная область в R𝑛, содержащая строго внутри себя

решение
𝑜
𝑦(𝑡) усредненной задачи (см.условие 9)
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⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡2, 𝜏)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑓(𝑥, 𝑡1, 𝜏)

𝜕𝑥

⃦⃦⃦⃦
≤ 𝛾(|𝑡2 − 𝑡1|),

где 𝛾(𝑟), 𝑟 ≥ 0 – непрерывная в нуле функция такая, что 𝛾(0) = 0.

4. Существует вектор-функция 𝐹 (𝑥, 𝑡), определенная на множестве Π со зна-

чениями в R𝑛, такая что равномерно относительно (𝑥, 𝑡) ∈ Π справедливо

предельное равенство:

⟨𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏)⟩ ≡ lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) d𝜏 = 𝐹 (𝑥, 𝑡). (8)

5. Будем считать, что наряду с равенством (8) справедливо равенство

⟨𝜕𝑓
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑡, 𝜏)⟩ ≡ lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏) d𝜏 =

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡). (9)

6. Существует постоянный n-мерный вектор 𝑎0, для которого справедливо

предельное равенство

lim
𝜔→+∞

|𝑎(𝜔)− 𝑎0| = 0.

7. Существуют квадратные матрицы 𝐵𝑘, порядка 𝑛, для которых справедли-

вы предельные равенства

lim
𝜔→+∞

‖𝐴𝑘(𝜔)−𝐵𝑘‖ = 0.

8. Рассмотрим усредненную задачу⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑦, 𝑡)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘𝑦(𝑡𝑘) = 𝑎0
(10)

9. Будем предполагать, что задача (10) имеет решение
𝑜
𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], которое

вместе с некоторой 𝜌(> 0)–окрестностью лежит в Ω, то есть при каждом

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] расстояние от
𝑜
𝑦(𝑡) до границы Ω больше 𝜌.
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Символом Φ(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], обозначим матрицант системы в вариациях

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(
𝑜
𝑦(𝑡), 𝑡)𝑥. (11)

10. Пусть справедливо соотношение:

Δ = 𝑑𝑒𝑡

[︂
𝑚∑︀
𝑘=1

𝐵𝑘Φ(𝑡𝑘)

]︂
̸= 0.

Теорема 3 Для любого 𝜇 ∈ (0, 1) найдется такое 𝜔0 > 0, что задача (7)

при 𝜔 > 𝜔0 в некоторой 𝐶𝜇([0, 𝑇 ])–окрестности вектор-функции
𝑜
𝑦(𝑡) имеет

единственное решение 𝑥𝜔(𝑡) и справедливо предельное равенство lim
𝜔→∞

||𝑥𝜔(𝑡)−
𝑜
𝑦(𝑡)||𝐶𝜇([0,𝑇 ]) = 0.

Во втором параграфе метод усреднения обоснован для нормальных си-

стем дифференциальных уравнений, содержащих большие слагаемые.

Пусть Ω–ограниченная область пространства R𝑛, 𝑇 > 0, 𝐷 = {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈
Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} и 𝑄 = {(𝑥, 𝑡, 𝜏) : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, 𝜏 ∈ [0,∞)}. Рассмотрим многоточеч-

ную краевую задачу для нормальной системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений с большим параметром 𝜔:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡) +

√
𝜔𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑃𝑖(𝜔)𝑥(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜔).
(12)

Здесь 𝑚 и 𝑛 натуральные числа, 𝑃𝑖(𝜔), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, –квадратные матрицы

порядка 𝑛 с вещественными элементами, 0 = 𝑡1 < 𝑡2 · · · < 𝑡𝑚 = 𝑇 , 𝑎(𝜔) ∈ R𝑛.

Вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) определены на множестве 𝑄, принимают

значения в R𝑛 и удовлетворяют следующим условиям.

1. Вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функции

𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑡𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) определены и непрерывны на

множестве 𝑄.

Здесь 𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) –якобиева матрица, то есть

𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) =

(︁
𝜕𝜙𝑖(𝑥,𝑡,𝜏)

𝜕𝑥𝑗

)︁𝑛

𝑖,𝑗=1
, 𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) =
(︁

𝜕2𝜙𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

)︁𝑛

𝑘,𝑖,𝑗=1
–матрица

размера 𝑛× 𝑛2, где 𝑘 –номер строки.
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2. Вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) – 2𝜋 – периодична по 𝜏 с нулевым средним по

периоду, то есть выполняется предельное равенство

< 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) >𝜏=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0.

3. Введем в рассмотрение вектор-функцию

𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏) ≡ 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠− ⟨
𝜏∫︁

0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠⟩𝜏

⎤⎦ ,

которая в силу условий 1,2 вместе с производной 𝜕𝜒
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) определена и

непрерывна на множестве 𝑄.

Пусть для любых двух точек (𝑥, 𝑡1, 𝜏) и (𝑥, 𝑡2, 𝜏) ∈ 𝑄 выполняются нера-

венства

|𝑧(𝑥, 𝑡2, 𝜏)− 𝑧(𝑥, 𝑡1, 𝜏)| ≤ 𝛾(|𝑡2 − 𝑡1|),

где 𝑧 = 𝑓, 𝜕𝑓𝜕𝑥 , а 𝛾(𝑟), 𝑟 ≥ 0, – непрерывная в нуле функция, такая что

𝛾(0) = 0.

4. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функция 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) равномерно огра-

ничены на множестве Q.

5. Матрица-функции 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝜕𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) удовлетворяют равно-

мерному условию Липшица по 𝑥.

6. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) имеет равномерное среднее по 𝜏 , а потому суще-

ствует вектор-функция Ψ(𝑥, 𝑡), определенная на 𝐷, со значениями в R𝑛,

такая что равномерно относительно (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 справедливо предельное ра-

венство

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

(𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) + 𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏)) d𝜏 = Ψ(𝑥, 𝑡).

Будем предполагать, что формально продифференцировав последнее ра-

венство по 𝑥, мы получим также равномерное относительно (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷

предельное равенство.
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7. Для некоторых квадратных матриц 𝑆𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, и вектора 𝑎0 имеют

место предельные соотношения: ‖𝑃𝑖(𝜔) − 𝑆𝑖‖ → 0, |𝑎(𝜔) − 𝑎0| → 0 при

𝜔 → ∞ .

Рассмотрим усредненную (предельную) задачу⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝜉
𝑑𝑡 = Ψ(𝜉, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑆𝑖𝜉(𝑡𝑖) = 𝑎0
(13)

8. Будем предполагать, что задача (13) имеет решение
𝑜

𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], и су-

ществует такая строго внутренняя выпуклая подобласть Ω0 области Ω, что
𝑜

𝜉(𝑡) ∈ Ω0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

9. Справедливо соотношение:

Δ = 𝑑𝑒𝑡

[︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑆𝑖Φ(𝑡𝑖)

]︃
̸= 0

где Φ(𝑡)–матрицант системы уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

[︂
𝜕Ψ

𝜕𝜉
(
𝑜

𝜉, 𝑡)

]︂
𝑥.

Теорема 4 Для любого 𝜇 ∈ (0, 12) найдется такое 𝜔0 > 0, что задача (12)

при 𝜔 > 𝜔0 имеет единственное в некоторой 𝐶𝜇([0, 𝑇 ])–окрестности вектор-

функции
𝑜

𝜉(𝑡) решение 𝑥𝜔(𝑡) и справедливо предельное равенство lim
𝜔→∞

||𝑥𝜔(𝑡) −
𝑜

𝜉(𝑡)||𝐶𝜇([0,𝑇 ]) = 0.

В третьем параграфе второй главы приведены иллюстративные приме-

ры для двухточечной и многоточечной краевых задач.

В третьей главе метод усреднения обоснован для систем ОДУ при наличии

в них слагаемых вида 𝜔𝛼𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡), где 𝛼 = 3
4 .

Пусть Ω – ограниченная область пространства R𝑛, 𝑇 > 0, 𝐷 = {(𝑥, 𝑡) : 𝑥 ∈
Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} и 𝑄 = {(𝑥, 𝑡, 𝜏) : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, 𝜏 ∈ [0,∞)}. Рассмотрим задачу:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡) + 𝜔

3
4𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜔𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑃𝑖(𝜔)𝑥(𝑡𝑖) = 𝑎(𝜔).
(14)
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Здесь 𝑚 и 𝑛 натуральные числа, 𝑃𝑖(𝜔), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, – квадратные матрицы

порядка 𝑛 с вещественными элементами, 0 = 𝑡1 < 𝑡2 · · · < 𝑡𝑚 = 𝑇 , 𝑎(𝜔) ∈ R𝑛.

Вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) определены на множестве 𝑄, принимают

значения в R𝑛 и удовлетворяют следующим условиям.

1. Вектор-функции 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜕𝜙
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функции

𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑡𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕3𝜙
𝜕𝑥3 (𝑥, 𝑡, 𝜏) определены и непре-

рывны на множестве 𝑄.

Здесь 𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) – якобиева матрица, то есть

𝜕𝜙
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) =

(︁
𝜕𝜙𝑖(𝑥,𝑡,𝜏)

𝜕𝑥𝑗

)︁𝑛

𝑖,𝑗=1
, 𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) =
(︁

𝜕2𝜙𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

)︁𝑛

𝑘,𝑖,𝑗=1
–матрица

размера 𝑛× 𝑛2, где 𝑘 – номер строки.

2. Вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) – 2𝜋 – периодична по 𝜏 с нулевым средним по

периоду, то есть

< 𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏) >𝜏=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0. (15)

3. Будем считать, что наряду с равенством (15) справедливо равенство

⟨𝜕𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏)
𝜕𝑥

⟩ = 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑥
d𝜏 = 0. (16)

4. Введем в рассмотрение вектор-функцию

𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏) ≡ 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠− ⟨
𝜏∫︁

0

𝜙(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠⟩𝜏

⎤⎦ .

Вектор-функции 𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏), 𝜕𝜒
𝜕𝑡 (𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функции ,

𝜕𝜒

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜒

𝜕𝑡𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜒

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

определены и непрерывны на множестве 𝑄.

5. Будем предполагать, что вектор-функция 𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏) имеет нулевое среднее,

то есть

< 𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏) >𝜏=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0. (17)
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6. Будем считать, что наряду с равенством (17) справедливо равенство

⟨𝜕𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏)
𝜕𝑥

⟩ = 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝜕𝜒(𝑥, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑥
d𝜏 = 0. (18)

Далее определим вектор-функцию

Θ(𝑥, 𝑡, 𝜏) ≡ 𝜕𝜒

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡, 𝜏)

⎡⎣ 𝜏∫︁
0

𝜒(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠− ⟨
𝜏∫︁

0

𝜒(𝑥, 𝑡, 𝑠)d𝑠⟩𝜏

⎤⎦ .

7. Пусть для любых точек (𝑥, 𝑡1, 𝜏) и (𝑥, 𝑡2, 𝜏) ∈ 𝑄 выполняются неравенства

|𝑧(𝑥, 𝑡2, 𝜏)− 𝑧(𝑥, 𝑡1, 𝜏)| ≤ 𝛾(|𝑡2 − 𝑡1|),

где 𝑧 = 𝑓, 𝜕𝑓𝜕𝑥 , а 𝛾(𝑟), 𝑟 ≥ 0, –непрерывная в нуле функция, такая что

𝛾(0) = 0.

8. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) и матрица-функция 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏) равномерно огра-

ничены на множестве Q.

9. Матрица-функции 𝜕𝑓
𝜕𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥𝜕𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜙
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏),

𝜕2𝜒
𝜕𝑥𝜕𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜏) и

𝜕2𝜒
𝜕𝑥2 (𝑥, 𝑡, 𝜏) удовлетворяют равномерному условию Липшица по 𝑥.

10. Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) имеет равномерное среднее по 𝜏 , а потому суще-

ствует вектор-функция Ψ(𝑥, 𝑡), определенная на 𝐷, со значениями в R𝑛,

такая что равномерно относительно (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 справедливо предельное ра-

венство

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

(𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏) + Θ(𝑥, 𝑡, 𝜏)) d𝜏 = Ψ(𝑥, 𝑡). (19)

11. Мы будем считать, что наряду с равенством (19) справдливо равенство

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

𝑇∫︁
0

(︂
𝜕𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑥
+

𝜕Θ(𝑥, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂
d𝜏 =

𝜕Ψ(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
.
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12. Для некоторых квадратных матриц 𝑆𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, и вектора 𝑎0 имеют

место предельные соотношения: ‖𝑃𝑖(𝜔) − 𝑆𝑖‖ → 0, |𝑎(𝜔) − 𝑎0| → 0 при

𝜔 → ∞ .

13. Рассмотрим усредненную (предельную) задачу⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝜉
𝑑𝑡 = Ψ(𝜉, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑆𝑖𝜉(𝑡𝑖) = 𝑎0
(20)

14. Мы будем считать, что задача (20) имеет решение
𝑜

𝜉(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], и суще-

ствует такая строго внутренняя выпуклая подобласть Ω0 области Ω, что
𝑜

𝜉(𝑡) ∈ Ω0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

15. Справедливо соотношение:

Δ = 𝑑𝑒𝑡

[︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑆𝑖Φ(𝑡𝑖)

]︃
̸= 0

где Φ(𝑡)–матрицант системы уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

[︂
𝜕Ψ

𝜕𝜉
(
𝑜

𝜉, 𝑡)

]︂
𝑥.

Теорема 5 Для любого 𝜇 ∈ (0, 12) найдется такое 𝜔0 > 0, что задача (14)

при 𝜔 > 𝜔0 имеет единственное в некоторой 𝐶𝜇([0, 𝑇 ])–окрестности вектор-

функции
𝑜

𝜉(𝑡) решение 𝑥𝜔(𝑡) и справедливо предельное равенство lim
𝜔→∞

||𝑥𝜔(𝑡) −
𝑜

𝜉(𝑡)||𝐶𝜇([0,𝑇 ]) = 0.

В заключении приведены основные результаты работы.

1. Метод усреднения обоснован для нелинейных высокочастотных систем

ОДУ с двухточечными краевыми условиями (краевые задачи) и равно-

мерно ограниченными с ростом частоты осцилляций правыми частями.

2. Метод усреднения обоснован для нелинейных высокочастотных систем

ОДУ с двухточечными краевыми условиями и большими слагаемыми, про-

порциональными корню квадратному из частоты осцилляций.
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3. Метод усреднения обоснован для нелинейных высокочастотных систем

ОДУ с многоточечными (число точек не менее двух) условиями и рав-

номерно ограниченными с ростом частоты осцилляций правыми частями.

4. Метод усреднения обоснован для высокочастотных систем ОДУ с много-

точечными краевыми условиям и большими слагаемыми, пропорциональ-

ными корню квадратному из частоты осцилляций.

5. Метод усреднения обоснован для высокочастотных систем ОДУ с многото-

чечными краевыми условиями, содержащих большие слагаемые, пропор-

циональные степени 3
4 частоты.
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