
ÌÈÍÈÑÒÅÐÑÒÂÎ ÍÀÓÊÈ È ÂÛÑØÅÃÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÔÅÄÅÐÀÖÈÈ

Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå àâòîíîìíîå îáðàçîâàòåëüíîå

ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

�ÞÆÍÛÉ ÔÅÄÅÐÀËÜÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ�

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÒÎÂÑÓËÒÀÍÎÂ ÀÁÓÁÀÊÀÐ ÀËÕÀÇÓÐÎÂÈ×

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ñ ÀÔÔÈÍÍÛÌÈ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÌÈ

Ñïåöèàëüíîñòü 1.1.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôèçèêà

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ðîñòîâ-íà-Äîíó - 2023



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, àëãåáðû è ãåîìåòðèè Èíñòè-
òóòà ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé ÔÃÁÎÓ ÂÎ �×å÷åíñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè À. À. Êàäûðîâà� è â Ðåãèîíàëüíîì íàó÷íî-îáðàçîâà-
òåëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì öåíòðå �Ñåâåðî-Êàâêàçñêèé öåíòð ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèé� Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

Ðîññîâñêèé Ëåîíèä Åôèìîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
ÔÃÀÎÓ ÂÎ �Ðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò äðóæáû íàðîäîâ�

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:

Íåñòåðîâ Ïàâåë Íèêîëàåâè÷, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
ÔÃÁÎÓ ÂÎ �ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà�

Ñàêáàåâ Âñåâîëîä Æàíîâè÷, äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
ÔÃÓ �Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
èì. Ì.Â. Êåëäûøà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê�.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 2023 ãîäà â 17 ÷àñîâ 00 ìèíóò íà çàñåäàíèè
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà ÞÔÓ801.01.02 íà áàçå Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
ïî àäðåñó: 344090, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, óë. Ìèëü÷àêîâà 8À, àóä. 211.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Çîíàëüíîé íàó÷íîé áèáëèîòåêå Þæíîãî ôå-
äåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, óë. Çîðãå, 21-æ, è íà ñàéòå
https://hub.sfedu.ru/diss/show/1319163/

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 2023 ã.

Îòçûâ íà àâòîðåôåðàò â 2-õ ýêç. (ñ óêàçàíèåì äàòû, Ôàìèëèè Èìåíè Îò÷åñòâà,
ó÷¼íîé ñòåïåíè, ñïåöèàëüíîñòè, çâàíèÿ, îðãàíèçàöèè, ïîäðàçäåëåíèÿ, äîëæíîñòè, àäðå-
ñà, òåëåôîíà, e-mail), çàâåðåííûé ïå÷àòüþ îðãàíèçàöèè, ïðîñèì íàïðàâëÿòü ïî àäðåñó:
344090, ã. Ðîñòîâ-íà-Äîíó, óë. Ìèëü÷àêîâà 8À, àóä. 111, ó÷¼íîìó ñåêðåòàðþ äèññåðòà-
öèîííîãî ñîâåòà ÞÔÓ801.01.02 Êðÿêâèíó Â. Ä., à òàêæå â ôîðìàòå .pdf íà e-mail:
kryakvin@sfedu.ru.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà ÞÔÓ801.01.02 Êðÿêâèí Âàäèì Äîíàòîâè÷



ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè íåëîêàëü-
íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé
êëàññ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåð-
æàùèõ â ñòàðøåé ÷àñòè ñëàãàåìûå ñî ñæàòèÿìè (ðàñòÿæåíèÿìè), ïîâîðîòàìè è ñäâè-
ãàìè àðãóìåíòîâ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

Òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ ñòàëà èíòåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ â 1970-õ ãîäàõ. Èíòåðåñ ê íåé áûë âûçâàí
ìíîãî÷èñëåííûìè åñòåñòâåííîíàó÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè, à òàêæå ïðèìåíåíèåì ê ýëëèï-
òè÷åñêèì çàäà÷àì ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (çàäà÷à Áèöàäçå-Ñàìàðñêîãî1).
Â àâèàñòðîåíèè è ðàêåòîñòðîåíèè øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò ìíîãîñëîéíûå îáîëî÷-
êè è ïëàñòèíû ñ ãîôðèðîâàííûì çàïîëíèòåëåì. Â ðàáîòå Ã. Ã. Îíàíîâà, À. Ë. Ñêó-
áà÷åâñêîãî2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óïðóãóþ ìîäåëü ïëàñòèíû ñ ãîôðèðîâàííûì çàïîëíè-
òåëåì ìîæíî îïèñàòü ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé. Ñâåäåíèå ê äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ðÿä ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëóãðóïï Ôåëëåðà, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äèôôó-
çèîííûõ ïðîöåññîâ.3 Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîÿâëÿåòñÿ è â ñîâðåìåííîé íåëèíåé-
íîé îïòèêå ïðè ïîñòðîåíèè îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âðàùåíèåì ïîëÿ â êîíòóðå îáðàòíîé
ñâÿçè.4 Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â òåñíîé ñâÿçè ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé áûëî íà÷àòî À. Ë. Ñêóáà÷åâñêèì3 è ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ
Å. Ë. Öâåòêîâà, Å. Ï. Èâàíîâîé, Ë. Å. Ðîññîâñêîãî, Â. Â. Ïîäúÿïîëüñêîãî, Å. Ì. Âàð-
ôîëîìååâà, Ì. À. Ñêðÿáèíà, Â. À. Ïîïîâà, Ä. À. Íåâåðîâîé, Â. Â. Ëèéêî. Õàðàêòåðíîé
÷åðòîé ðàññìàòðèâàåìûõ ïîñòàíîâîê ÿâëÿëîñü íàðóøåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ
çàäà÷ äàæå ïðè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòè. Áûë îáíàðóæåí ýôôåêò
ïîÿâëåíèÿ ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé ó ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
òî÷åê êàê íà ãðàíèöå, òàê è âíóòðè îáëàñòè.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ èçîòðîïíûìè (îäèíàêîâûìè ïî âñåì êîîðäèíàòàì) ðàñòÿæåíèÿìè è ñæàòèÿìè
ïåðåìåííûõ, áûëà ïîñòðîåíà Ë. Å. Ðîññîâñêèì.5,6 Ïðè ýòîì êðàåâûå çàäà÷è ðàññìàò-
ðèâàëèñü â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñæàòèÿ (íà÷àëî êîîðäèíàò), ÷òî ñîçäàâàëî ïðèíöèïèàëüíóþ òðóäíîñòü â èõ èçó÷åíèè è
ïðèâîäèëî ê ðÿäó íîâûõ ñâîéñòâ. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ îðòîòðîïíûìè ñæàòèÿìè/ðàñòÿæåíèÿìè (ãäå îäíà êîîðäèíàòà ïîäâåðãàåò-

1Áèöàäçå À.Â. Î íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ îáîáùåíèÿõ ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ / À.Â. Áèöàäçå, À.À. Ñà-
ìàðñêèé // Äîêë. àêàä. íàóê ÑÑÑÐ. � 1969. � Ò. 185, � 4. � Ñ. 739�740.

2Îíàíîâ Ã.Ã. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ àðãóìåíòàìè â ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè äå-
ôîðìèðóåìîãî òåëà / Ã.Ã. Îíàíîâ, À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé // Ïðèêë. ìåõ. � 1979. � Ò. 15, � 5. � Ñ. 39�47.

3Skubachevskii A.L. Elliptic Functional-Di�erential Equations and Applications, in Oper. Theory Adv. Appl., Vol. 91 /
A.L. Skubachevskii. � Basel: Birkh�auser Verlag, 1997. � 293 p.

4Skubachevskii A. L. Bifurcation of periodic solutions for nonlinear parabolic functional di�erential equations arising in
optoelectronics/ A.L. Skubachevskii // Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications. � 1998. � V. 32, � 2. � P. 261�
278.

5Ðîññîâñêèé Ë.Å. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñæàòèåì è ðàñòÿæåíèåì àðãóìåí-
òîâ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè / Ë.Å. Ðîññîâñêèé // ÑÌÔÍ. � 2014. � Ò. 54. � Ñ. 3�138.

6Rossovskii L. Elliptic functional di�erential equations with incommensurable contractions / L. Rossovskii // Math. Model.
Nat. Phenom. � 2017. � V. 12. � P. 226�239.
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ñÿ ñæàòèþ, à äðóãàÿ � ðàñòÿæåíèþ) è êðàåâûå çàäà÷è äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ,
ñîäåðæàùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò, ðàññìàòðèâàëèñü Ë. Å. Ðîññîâñêèì, À. Ë. Òàñåâè÷.7,8

Èññëåäîâàíèå êàæäîãî óïîìÿíóòîãî êëàññà çàäà÷ íå ñâîäèëîñü ê ïðèìåíåíèþ óæå ðàç-
ðàáîòàííîé òåõíèêè è òðåáîâàëî íîâîãî ïîäõîäà. Ïðèìåðàìè óðàâíåíèé ñ ðàñòÿæåíèÿ-
ìè/ñæàòèÿìè, èçó÷åííûõ â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàáîòàõ, ÿâëÿþòñÿ

−
n∑

i,j=1

(
aijuxi(x) + bijuxi(p

−1x) + cijuxi(q
−1x)

)
xj

= f(x) (x ∈ Ω ⊂ Rn),

−
2∑

i,j=1

(
aijuxi(x) + bijuxi(q

−1x1, px2) + cijuxi(qx1, p
−1x2)

)
xj

= f(x) (x ∈ Ω ⊂ R2),

(p, q > 1; aij, bij, cij ∈ C).

Îòìåòèì, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ïåðåìåííûõ, îòîáðàæàþùèìè îáëàñòü íà ñåáÿ, íàèáîëåå ãëóáîêî èññëåäî-
âàëèñü â ðàáîòàõ Â. Ñ. Ðàáèíîâè÷à,9 À. Á. Àíòîíåâè÷à, À. Â. Ëåáåäåâà,10 À. Þ. Ñàâèíà,
Á.Þ. Ñòåðíèíà.11 Òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñæàòèåì � îòîáðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì ñòðîãî âíóòðü
ñåáÿ, ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â ðàáîòå.12

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àôôèííûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîäåëèðóþò ñàìûå ðàçíûå ÿâëåíèÿ. Òàê, óðàâíåíèå ïàíòîãðàôà

ẏ = ay(λt) + by(t)

âîçíèêàåò â àñòðîôèçèêå (Â.À. Àìáàðöóìÿí, 1944, ïîãëîùåíèå ñâåòà ìåæçâåçäíîé ìà-
òåðèåé), òåîðèè êîëåáàíèé (Äæ. Ð. Îêåíäîí, À. Á. Òàéëåð, 1971, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äèíàìèêè êîíòàêòíîãî ïðîâîäà ýëåêòðîñíàáæåíèÿ ïîäâèæíîãî ñîñòàâà), áèîëîãèè
(À. Äæ. Õîëë, Ã. Ñ. Óýéê, 1989, ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðîñòà è äåëåíèÿ êëåòîê) è ðÿ-
äå äðóãèõ îáëàñòåé. Óðàâíåíèå ïàíòîãðàôà è åãî îáîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè
ìàòåìàòèêàìè, íàïðèìåð, Ò. Êàòî è Äæ. Á. Ìàêëåîäîì,13 Ã. À. Äåðôåëåì è Ñ. À. Ìîë-
÷àíîâûì,14 À. Èçåðëåñîì.15

7Ðîññîâñêèé Ë.Å. Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ îðòîòðîïíûìè ñæàòèÿìè / Ë.Å. Ðîññîâñêèé, À.Ë. Òàñåâè÷ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2015. � Ò. 97, âûï. 5. � Ñ. 733�748.

8Ðîññîâñêèé Ë.Å. Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îðòîòðîïíûìè
ñæàòèÿìè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ / Ë.Å. Ðîññîâñêèé, À.Ë. Òàñåâè÷ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2017. � Ò. 53, � 12. �
Ñ. 1679�1692.

9Ðàáèíîâè÷ Â.Ñ. Î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â Rn è ïîëóïðîñòðàíñòâå / Â.Ñ. Ðàáèíî-
âè÷ // Äîêë. àêàä. íàóê ÑÑÑÐ. � 1978. � Ò. 243. � Ñ. 1134�1137.

10Àíòîíåâè÷ À.Á. Î íåòåðîâîñòè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñîäåðæà-
ùåãî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåíòà / À.Á. Àíòîíåâè÷, À.Â. Ëåáåäåâ // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1982. � Ò. 18. �
Ñ. 987�996.

11Ñàâèí À.Þ. Îá èíäåêñå ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ãðóïïû ðàñòÿæåíèé / À.Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåðíèí // Ìàòåì.
ñá. � 2011. � Ò. 202, � 10. � Ñ. 99�130.

12Ñàâèí À.Þ. Ýëëèïòè÷åñêèå çàäà÷è ñ ðàñòÿæåíèÿìè-ñæàòèÿìè íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì / À.Þ. Ñàâèí, Á.Þ. Ñòåð-
íèí // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2016.� Ò. 52, � 10. � Ñ. 1383-1392.

13Kato T. Functional di�erential equation ẏ = ay(λt) + by(t) / T. Kato and J.B. McLeod // Bull. Amer. Math. Soc. �
1971. � V. 77. � P. 891�937.

14Äåðôåëü Ã.À. Ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé / Ã.À. Äåðôåëü,
Ñ.À. Ìîë÷àíîâ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1990. � Ò. 47. � Ñ. 42�51.

15Iserles A. On the generalized pantograph functional�di�erential equation / A. Iserles // European J. Appl. Math. � 1993. �
V. 4. � P. 1�38.
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Â äèññåðòàöèè çíà÷èòåëüíîå ìåñòî îòâîäèòñÿ ïðîáëåìå êîýðöèòèâíîñòè ðàññìàòðèâà-
åìûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Çàäà÷à î êîýðöèòèâíîñòè êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì, ïîðîæäåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, èññëåäîâàëàñü â ðà-
áîòàõ Ì. È. Âèøèêà16 è Ë. Ãîðäèíãà.17 Ïðîáëåìà êîýðöèòèâíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ðàñòÿæå-
íèÿìè/ñæàòèÿìè ðàññìàòðèâàëàñü â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàáîòàõ À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî,
Ë. Å. Ðîññîâñêîãî, À. Ë. Òàñåâè÷.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íîâîãî êëàññà ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííî ñæà-
òèÿ è ñäâèãè, à òàêæå ñæàòèÿ è ïîâîðîòû àðãóìåíòîâ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìà êîýðöèòèâíîñòè, âîïðîñû îäíîçíà÷íîé
è ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå â ñìûñëå îáîáùåííûõ ðåøåíèé èç
ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, à òàêæå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû êðàåâûå çàäà÷è
êàê äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ óðàâíåíèé
ñî ñæàòèÿìè (ðàñòÿæåíèÿìè) ìíîãîìåðíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Âëèÿíèå êîìáè-
íàöèè ñäâèãîâ è ñæàòèÿ àðãóìåíòà â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé ôóíêöèè íà ðàç-
ðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ðàíåå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, êàê îòå÷åñòâåííîé, òàê
è çàðóáåæíîé, íå ðàññìàòðèâàëîñü. Â äèññåðòàöèè âïåðâûå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå
êðàåâûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííî ñæàòèÿ è ñäâèãè, à òàêæå
ñæàòèÿ è ïîâîðîòû àðãóìåíòîâ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1) Èññëåäîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à â îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè äëÿ ìîäåëüíîãî
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî êîìáè-
íàöèþ ñæàòèèé (ðàñòÿæåíèé) è ïîâîðîòîâ àðãóìåíòà â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé
ôóíêöèè; íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå âû-
ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà, îáåñïå÷èâàþùåãî îäíîçíà÷íóþ (ôðåäãîëüìîâó)
ðàçðåøèìîñòü, äèñêðåòíîñòü è ñåêòîðèàëüíóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà çàäà÷è Äèðèõëå; äëÿ
íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü ðåøåíèé èññëåäîâàíû ïðè âñåâîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ, â òîì ÷èñëå è òîãäà, êîãäà óñëîâèå ñèëüíîé ýëëèïòè÷-
íîñòè íàðóøåíî;

2) Â ñëó÷àå ïîâîðîòà íà óãîë α = π (óðàâíåíèÿ ñî ñæàòèÿìè, ðàñòÿæåíèÿìè è ñèì-
ìåòðèåé) ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà óðàâíåíèå áîëåå îáùåé ñ òî÷êè çðåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùåå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå è ðàçëè÷-
íûå ôóíêöèîíàëüíûå îïåðàòîðû.

3) Èññëåäîâàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
ñîäåðæàùåãî êîìáèíàöèþ ñäâèãîâ è ñæàòèÿ àðãóìåíòà èñêîìîé ôóíêöèè ïîä çíàêîì
îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è
ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî çàäà÷à ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷-
íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èçó÷åíèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

16Âèøèê Ì.È. Î ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé / Ì.È. Âèøèê // Ìàò. ñá. �1951. �
Ò. 29, � 3. � Ñ. 615�676.

17G�arding L. Dirichlet's problem for linear elliptic partial di�erential equations / L. G�arding // Math. Scand. � 1953. �
V. 1. � P. 55�72.
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ñ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îñíîâàíî íà êîìáèíàöèè ìåòîäîâ, ðàçâèòûõ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ èçîòðîïíûìè ðàñòÿæåíèÿìè è ñæàòèÿìè. Èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ôóíê-
öèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òåõíèêà ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, òåîðèÿ Ãåëüôàíäà êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð, ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèî-
íàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà÷àòûõ À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèì è ïîëó÷èâøèõ ðàç-
âèòèå â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû
ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò îáùóþ òåîðèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäñòâèåì ïðîâåäåííûõ â ðàáîòå èññëåäîâàíèé ÿâèëîñü îáíàðó-
æåíèå íîâîãî íåîæèäàííîãî ýôôåêòà çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà ñ
ðàñòÿæåíèÿìè è ñäâèãàìè îò ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà 5-é Ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 95-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäå-
íèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, àêàäåìèêà Åâðîïåéñêîé àêàäåìèè íàóê Ë.Ä. Êóäðÿâ-
öåâà (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 26�29 íîÿáðÿ 2018 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Dynamics in
Siberia � 2020�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà Âàëåðèÿ Âàñèëüåâè÷à Êîçëîâà (Íîâî-
ñèáèðñê, ÍÃÓ, 24�29 ôåâðàëÿ 2020 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èíòåãðèðóåìûå
ñèñòåìû è íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ISND � 2020� (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà,
19�23 îêòÿáðÿ 2020 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è íåëè-
íåéíàÿ äèíàìèêà ISND � 2021� (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 4-8 îêòÿáðÿ 2021
ã.), à òàêæå íà XVII Âëàäèêàâêàçñêîé ìîëîäåæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Âëàäèêàâ-
êàç, ÞÔÓ, 23�27 ìàÿ 2022 ã.; ïëåíàðíûé äîêëàä).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ èçëîæåíû â
4 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ [1�4] â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â áàçû äàííûõ ìåæäóíàðîäíûõ
èíäåêñîâ íàó÷íîãî öèòèðîâàíèÿ Scopus è Web of Science. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì. Â ïóáëèêàöèÿõ [1�2] è [4] Ë. Å. Ðîññîâñêîìó ïðèíàäëåæàò
ïîñòàíîâêè çàäà÷ è óêàçàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ, èçëîæåííàÿ íà 93 ñòðàíèöàõ,
ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 42 íàèìåíîâàíèÿ,
âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâåäåí îáçîð ðàáîò ïî òåìå äèññåðòàöèè è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâ-
íûå ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à âèäà

µu+
2∑
j=1

(T (P,Rα)uxj)xj = f(x) (x ∈ Ω), (1)
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u|∂Ω = 0, (2)

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2, µ ∈ C, f ∈ L2(Ω), à T (P,Rα) � ôóíêöèîíàëü-
íûé îïåðàòîð ñ ðàñòÿæåíèÿìè (ñæàòèÿìè) è ïîâîðîòàìè. Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ââîäÿòñÿ îïåðàòîð P , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

Pu(x) = p−1u(p−1x) = p−1u(p−1x1, p
−1x2)

ïðè p > 1, è îïåðàòîð Rα, îïðåäåëåííûé ïðè α ∈ R ôîðìóëîé

Rαu(x) = u(xα) = u(x1 cosα− x2 sinα, x1 sinα + x2 cosα).

Åñëè ÷èñëî α íåñîèçìåðèìî ñ π, òî ïîëàãàåì T (P,Rα) =
∑
amkP

mRk
α, ãäå ñóììèðîâàíèå

ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó íàáîðó öåëûõ èíäåêñîâ m è k (êîòîðûå
ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ) Åñëè æå α ñîèçìåðèìî ñ π è n � íàèìåíüøåå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî nα êðàòíî 2π, òî ïîëàãàåì

T (P,Rα) =
∑

am0P
m +

∑
am1P

mRα + . . .+
∑

am,n−1P
mRn−1

α ,

ãäå ñóììû áåðóòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì íàáîðàì öåëûõ èíäåêñîâ m. Êîýôôè-
öèåíòû amk â ñóììàõ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
T (P,Rα) ñ÷èòàåì ôóíêöèþ, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò îïåðàòîð, ïðîäîëæåííîé íóëåì â
R2 \ Ω.

Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì â êëàññå óðàâíåíèé ñ ðàñòÿæå-
íèÿìè è ïîâîðîòàìè: îíî ñîäåðæèò îäèí è òîò æå ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð T (P,Rα)
ïîä çíàêîì ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå è ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå
îòñóòñòâóþò.

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ u èç ïðîñòðàíñòâà

Ñîáîëåâà H̊1(Ω), ïðîäîëæåííàÿ íóëåì â R2 \Ω è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ v ∈ H̊1(Ω)
èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

µ(u, v)L2(Ω) −
2∑
j=1

(T (P,Rα)uxj , vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω).

Ñëåäóÿ ðàáîòàì,18,19 íàçîâåì óðàâíåíèå (1) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Ω, åñëè ñóùå-
ñòâóþò ïîñòîÿííûå c1 > 0, c2 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ C∞0 (Ω) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(òèïà Ãîðäèíãà)

Re
2∑
j=1

(
T (P,Rα)uxj , uxj

)
L2(Ω)

> c1‖u‖2
H1(Ω) − c2‖u‖2

L2(Ω). (3)

Çíà÷åíèå íåðàâåíñòâà (3) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè åãî óäîâëåòâîðåíèè çàäà÷à Äèðè-
õëå (1), (2) îáëàäàåò íàáîðîì êëàññè÷åñêèõ ñâîéñòâ, ïîðîæäàÿ ñåêòîðèàëüíûé îïåðà-
òîð â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω). Ïîýòîìó âàæíî îïèñàòü êëàññ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(3), â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ò.å. íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç êîýôôèöèåíòû (ïàðàìåòðû)

18Skubachevskii A. L. Elliptic Functional-Di�erential Equations and Applications, Operator Theory: Advances and
Applications, 91. Basel: Birkh�auser Verlag, 1997.

19Ðîññîâñêèé Ë. Å. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñæàòèåì è ðàñòÿæåíèåì àðãó-
ìåíòîâ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè// ÑÌÔÍ. � 2014. � 54. � Ñ. 3-138.
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óðàâíåíèÿ. Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà êîýðöèòèâíîñòè. Â ãëàâå 1 ïðîáëåìà
êîýðöèòèâíîñòè ðåøåíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
Ïàðàãðàô 1.1 ïîñâÿùåí àëãåáðàè÷åñêîìó îïèñàíèþ îïåðàòîðîâ T (P,Rα). Ýòî åñòå-

ñòâåííî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè òåîðèè Ãåëüôàíäà êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû êîíñòðóêòèâíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ãåëüôàíäà�Íàéìàðêà, ñëåäóåò
äàòü ÿâíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆p,α êîììóòàòèâíîé B∗-
àëãåáðû Ap,α îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â L2(R2), ïîðîæäåííîé ïàðîé êîììóòèðóþùèõ
îïåðàòîðîâ P è Rα (â íåé âñþäó ïëîòíû ïî îïåðàòîðíîé íîðìå ñóììû âèäà T (P,Rα)).

Òåîðåìà 1. Åñëè óãîë α íåñîèçìåðèì ñ π, òî ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ

∆p,α àëãåáðû Ap,α ãîìåîìîðôíî òîðó T2 = {(λ,w) ∈ C2 : |λ| = |w| = 1}. Åñëè æå óãîë

α ñîèçìåðèì ñ π è n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî nα êðàòíî 2π, òî
ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆p,α àëãåáðû Ap,α ãîìåîìîðôíî äèçúþíêòíîìó

îáúåäèíåíèþ n ýêçåìïëÿðîâ îêðóæíîñòè S.

Ïðè èçîìîðôèçìå àëãåáðû Ap,α íà àëãåáðó íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(∆p,α) îïåðàòîðó
T (P,Rα) =

∑
amkP

mRk
α îòâå÷àåò ôóíêöèÿ

t(λ,w) =
∑

amkλ
mwk (|λ| = |w| = 1)

(ïðè α íåñîèçìåðèìîì ñ π), à îïåðàòîðó

T (P,Rα) =
∑

am0P
m +

∑
am1P

mRα + . . .+
∑

am,n−1P
mRn−1

α

� íàáîð ôóíêöèé

tk(λ) =
∑

am0λ
m +

∑
am1e

i2πk/nλm + . . .+
∑

am,n−1e
i2π(n−1)k/nλm

(|λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n− 1)

(ïðè α ñîèçìåðèìîì ñ π).

Ñëåäñòâèå 1. Îïåðàòîð T (P,Rα) : L2(R2) → L2(R2) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà t(λ,w) > 0 ïðè âñåõ λ,w ∈ C òàêèõ, ÷òî |λ| = |w| = 1, â ñëó÷àå
óãëà α íåñîèçìåðèìîãî ñ π, è tk(λ) > 0 ïðè |λ| = 1 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n− 1 â ñëó÷àå,

åñëè óãîë α ñîèçìåðèì ñ π.

Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà T (P,Rα) îäíè è òå æå äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé α íåñîèçìåðèìûõ c π. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ýòî
íå òàê.
Â ïàðàãðàôå 1.2 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ýëëèï-

òè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáëàñòü Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ãmk = amk cos kα è ïîëîæèì

t̃(λ,w) =
∑

ãmkλ
mwk,

åñëè α íåñîèçìåðèì ñ π, ëèáî

t̃k(λ) =
∑

ãm0λ
m +

∑
ãm1e

i2πk/nλm + . . .+
∑

ãm,n−1e
i2π(n−1)k/nλm

(k = 0, 1, . . . , n− 1),

åñëè α ñîèçìåðèì ñ π.
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Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì âî âñÿêîé ñîäåðæàùåé

íà÷àëî êîîðäèíàò îáëàñòè Ω ⊂ R2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Re t̃(λ,w) > 0 (|λ| = |w| = 1) (α íåñîèçìåðèì ñ π)

ëèáî

Re t̃k(λ) > 0 (|λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n− 1) (α ñîèçìåðèì ñ π).

Èç íåðàâåíñòâà (3) ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò è âûïîë-

íåíî óñëîâèå

Re t̃(λ,w) > 0 (|λ| = |w| = 1) (α íåñîèçìåðèì ñ π),

ëèáî

Re t̃k(λ) > 0 (|λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n− 1) (α ñîèçìåðèì ñ π).

Òîãäà ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

êîíå÷íîé êðàòíîñòè è ðàñïîëàãàåòñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè: Reµ > 0. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè µ = 0 êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ ôóíêöèé

f ∈ L2(Ω). Ïðè ëþáîì µ ∈ C çàäà÷à (1)�(2) ôðåäãîëüìîâà.

Èíòåðåñíî, ÷òî êîãäà óãîë ïîâîðîòà ñîèçìåðèì ñ π, óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íå òîëüêî ñ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòîâ
â óðàâíåíèè, íî è ñ èõ ñèãíàòóðîé.

Ïðè α = π (ñîîòâåòñòâåííî, Rπu(x) = u(−x)) îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðàñïðîñòðà-
íèòü ïðèìåíåííûé ïîäõîä íà óðàâíåíèå áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû

µu+
2∑

i,j=1

(Tij(P,Rπ)uxi)xj = f(x) (x ∈ Ω), (4)

êîòîðîå óæå ñîäåðæèò ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå è ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå îïåðà-
òîðû

Tij(P,Rπ) =
∑

aijmP
m +

∑
bijmP

mRπ,

ãäå aijm, bijm ∈ C, à èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ m ïðîáåãàåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Z. Çà-
äà÷å (4), (2) ïîñâÿùåíà ãëàâà 2 äèññåðòàöèè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ è ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè, è ðåøàåòñÿ ïðî-
áëåìà êîýðöèòèâíîñòè. Çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â èçó÷åíèè áîëåå øèðîêîé ïî
ñðàâíåíèþ ñ Ap,π àëãåáðû îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â L2(R2), âêëþ÷àþùåé òàêæå îïå-
ðàòîðû óìíîæåíèÿ íà îäíîðîäíûå ôóíêöèè íóëåâîé ñòåïåíè. Ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí
â ïàðàãðàôå 2.1.

Ëþáîé îäíîðîäíîé ôóíêöèè g(ξ) íóëåâîé ñòåïåíè (g(rξ) = g(ξ) ïðè 0 6= r ∈ R,
0 6= ξ ∈ R2), íåïðåðûâíîé â R2

ξ \ {0} (êîòîðóþ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò

àëãåáðû C(PR1) âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé PR1

ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè ξ1 : ξ2), ñîïîñòàâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûé â L2(R2) îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà g:

Gu(ξ) = g(ξ)u(ξ).

9



Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå g 7→ G ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì àëãåáðû C(PR1)
íà çàìêíóòóþ ïîäàëåáðó Ag àëãåáðû B(L2(R2)), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ.
Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïåðàòîðû èç Ap,π êîììóòèðóþò ñ îïå-
ðàòîðàìè èç Ag. Êîììóòàòèâíóþ B∗-àëãåáðó, ïîëó÷åííóþ çàìûêàíèåì ïî îïåðàòîðíîé
íîðìå âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì∑

G+
mP

m +
∑

G−mP
mRπ (G±m ∈ Ag), (5)

îáîçíà÷èì Ap,π,g.

Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆p,π,g àëãåáðû Ap,π,g ãîìåîìîðôíî

ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S× {±1} × PR1.

Ïðè èçîìîðôèçìå Ap,π,g íà C(∆p,π,g) îïåðàòîðó (5) îòâå÷àåò ïàðà ôóíêöèé∑(
g+
m(ξ)± g−m(ξ)

)
λm (λ ∈ C, |λ| = 1; ξ1 : ξ2 ∈ PR1).

Ñëåäñòâèå 3. Îïåðàòîð (5) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â L2(R2) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
∑

(g+
m(ξ)± g−m(ξ))λm > 0 ïðè âñåõ λ ∈ C, |λ| = 1, è ξ1 : ξ2 ∈ PR1.

Â ïàðàãðàôå 2.2 óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ýëëèï-
òè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (4) â Ω. Ââåäåì ôóíêöèè

g+
m(ξ) =

2∑
i,j=1

aijm
ξiξj
|ξ|2

, g−m(ξ) =
2∑

i,j=1

bijm
ξiξj
|ξ|2

, g±m ∈ C(PR1),

è íàçîâåì ñèìâîëîì óðàâíåíèÿ (4) ïàðó
∑

(g+
m(ξ)± g−m(ξ))λm, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæå-

ñòâå λ ∈ C, |λ| = 1, ξ1 : ξ2 ∈ PR1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü

Re
∑(

g+
m(ξ)± g−m(ξ)

)
λm > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1; ξ1 : ξ2 ∈ PR1). (6)

Òîãäà äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷å-

ñêèì â Ω.

Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ñëåä-
ñòâèÿ 3, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñèìâîëà óðàâíå-
íèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ (êàê è ïåðâîé ãëàâå) òàêæå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñèëüíîé ýëëèïòè÷-
íîñòè, åñëè îáëàñòü Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Îäíàêî, íåîáõîäèìûì ýòî óñëîâèå
áóäåò è ïðè áîëåå îáùåì ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî îáëàñòè.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R2 îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî òî÷êè ±p1−kx0

(k = 1, . . . , N) òàêæå ïðèíàäëåæàò Ω. Òîãäà, åñëè óðàâíåíèå (4) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå
â Ω, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (6).

Ïðè âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé âî âòîðîé ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà ñâåäåíèè ê ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðåäïîëîæåíèå â òåîðåìå (5) ïîäðàçóìåâàåò, êîíå÷íî, ÷òî 0 ∈ Ω. Äëÿ ïðèäàíèÿ áîëüøå-
ãî ñõîäñòâà ñ îáîçíà÷åíèÿìè è ðåçóëüòàòàìè ïåðâîé ãëàâû óñëîâèå (6) óäîáíî çàïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2∑
i,j=1

ξiξj Re
∑
m

(aijm ± bijm)λm > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1; 0 6= ξ ∈ R2). (7)

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (4) âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Òîãäà äëÿ ëþáîé îãðà-

íè÷åííîé îáëàñòè Ω ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è (4), (2) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè è ðàñïîëàãàåòñÿ â ïðîàâîé ïîëóïëîñêîñòè:

Reµ > 0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè µ = 0 êðàåâàÿ çàäà÷à (4), (2) èìååò åäèíñòâåííîå îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ L2(Ω). Ïðè ëþáîì µ ∈ C çàäà÷à (4), (2) ôðåä-
ãîëüìîâà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â ñëåäñòâèè 4, âûâîäû èç
íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà (óñëîâèÿ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè) íå îãðàíè÷èâàþòñÿ. Êðà-
åâîé çàäà÷å (4), (2) â ñëó÷àå ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) îòâå÷àåò îïåðà-
òîðíîå óðàâíåíèå (µI − A)u = f c m-ñåêòîðèàëüíûì â ñìûñëå Ò. Êàòî îïåðàòîðîì

A : D(A) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ H̊1(Ω). Ïðè ýòîì îïåðàòîð
(−A) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû.

Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îïåðàòîðîâ T (P,Rα) ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è
èññëåäîâàíà è òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì. Òàê, â ïðåäïî-
ëîæåíèè î òîì, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ω ⊂ pΩ−α = {px−α ∈ R2 : x ∈ Ω},
çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

−div
(
(I + γ1PRα + γ−1(PRα)−1)∇u

)
= f(x) (x ∈ Ω), (1)

ÿâëÿþùåãîñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Re (1 + γ1 cosα z + γ−1 cosα z−1) > 0 (z ∈ C, |z| = 1),

èçó÷åíà äëÿ ëþáûõ γ±1 ∈ C. Åñëè, íàïðèìåð, γ1γ−1 6= 0, òî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è çàâè-
ñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(γ1p cosα)z2 + z + γ−1p
−1 cosα = 0

îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z| = p−1. Çàäà÷à ïðè ýòîì ìîæåò ïîòåðÿòü ñâîéñòâî êîð-
ðåêòíîñòè (ôðåäãîëüìîâîñòè) è îêàçàòüñÿ êàê �ñèëüíî� íåäîîïðåäåëåííîé (áåñêîíå÷íî-
ìåðíîå ÿäðî), òàê è �ñèëüíî� ïåðåîïðåäåëåííîé (áåñêîíå÷íîìåðíîå êîÿäðî).
Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆(u(x) + aTu(x)) = f(x) (x ∈ Ω), (8)

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, a ∈ C, à îïåðàòîð T òåïåðü îïðåäåëåí ôîðìóëîé

Tu(x) =

∫
K

u(p−1x− h) dν(h), (9)

ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé êîìïîçèöèþ îïåðàòîðà ñæàòèÿ àðãóìåíòà (ïî-ïðåæíåìó, p > 1) è
ñâåðòêè ñ ðåãóëÿðíîé êîìïëåêñíîé áîðåëåâñêîé ìåðîé ν, ñîñðåäîòî÷åííîé íà êîìïàêò-
íîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ Rn. Ñâåðòêà ìîäåëèðóåò ñäâèãè àðãóìåíòà: â ñëó÷àå àòîìàðíîé
ìåðû ν îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñäâèãîâ ôóíêöèè u.
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Ñ÷èòàÿ f ∈ L2(Ω), ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (9), (2), êàê è ïðåæäå, ïîíè-

ìàåì ôóíêöèþ u ∈ H̊1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

n∑
j=1

((u+ aTu)xj , vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω)

ïðè ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H̊1(Ω).
Â ïàðàãðàôå 3.1 âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå (îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî) îïå-

ðàòîðà T â L2(Rn). Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà T : L2(Rn)→ L2(Rn)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(T ) = pn/2 lim
m→∞

sup
ξ∈Rn

|ν̃(ξ)ν̃(pξ) . . . ν̃(pm−1ξ)|1/m,

ãäå ν̃(ξ) =
∫
K
e−ihξ dν(h) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåðû ν. Íàïðèìåð, äëÿ

ïðîñòåéøåãî äâó÷ëåííîãî îïåðàòîðà

Tu(x) = u(p−1x+ h0)− u(p−1x− h0)

ýòà ôîðìóëà äàåò

ρ(T ) = 2pn/2 lim
m→∞

sup
t∈R
| sin t sin pt . . . sin pm−1t|1/m. (10)

Äàëåå, â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè

p−1Ω−K ⊂ Ω, (11)

îïåðàòîð T åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è êàê îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà Hs(Ω) (s ∈ R). Äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð I + aT : Hs(Ω) → Hs(Ω),
ãäå a ∈ C, èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé ïðè |a| < 1/ρ(T ) â ñëó÷àå s > 0, è ïðè
|a| < 1/(psρ(T )) â ñëó÷àå s < 0.

Â ïàðàãðàôå 3.2 óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è (9), (2).

Òåîðåìà 6. Ïðè âûïîëíåíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ (11) è íåðàâåíñòâà

|a| < p1−n/2
[

lim
m→∞

sup
ξ∈Rn

|ν̃(ξ)ν̃(pξ) . . . ν̃(pm−1ξ)|1/m
]−1

çàäà÷à (9), (2) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L2(Ω). Åñëè âäîáàâîê f ∈ Hk(Ω), à ∂Ω ∈ Ck+2 (k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå), òî
u ∈ Hk+2(Ω).

Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ

−∆ [u(x) + a (u((x+ h)/2)− u((x− h)/2))] = f(x) (x ∈ Ω) (12)

â êâàäðàòå Ω = {−1 < x1, x2 < 1} ñ h = (1, 1) îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çà-
äà÷è (âìåñòå ñ ãëàäêîñòüþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ) îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì |a| < 1/

√
3.

Ïîêàçàíî â òî æå âðåìÿ, ÷òî ïðè |a| > 1 â êðàåâîé çàäà÷å (12), (2) ñóùåñòâóåò äëÿ êàæ-
äîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω) áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå îáîáùåííûõ ðåøåíèé

u ∈ H̊1(Ω) \H2(Ω).
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Îòäåëüíîå ìåñòî çàíèìàåò ïàðàãðàô 3.3, ñîäåðæàùèé ðåçóëüòàò ñòàòüè Í.Á. Æó-
ðàâëåâà, Ë.Å. Ðîññîâñêîãî20. Âêëþ÷åíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà â òåêñò äèññåðòàöèè öåëåñî-
îáðàçíî ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå.

Äåëî â òîì, ÷òî èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ïðåäåëà â ôîðìóëå (10) îò âåëè-
÷èíû p îêàçûâàåòñÿ èíòåðåñíîé è âåñüìà íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ âñêðûâàåò
íîâóþ ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèåé
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà àíàëèçå ëèíåéíîãî ïîòîêà

(S(t), S(pt), . . . , S(pm−1t))

íàm-ìåðíîì òîðå Tm (÷åðåç S(t) ìû îáîçíà÷àåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë t̃ òàêèõ, ÷òî t̃ = t mod 1). Íàñ èíòåðåñóþò òî÷êè Tm, ê êîòîðûì ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ïîäõîäèò ñêîëü óãîäíî áëèçêî. Åñëè p � òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî,
òî äëÿ ëþáîãî m ëþáàÿ òî÷êà íà òîðå Tm îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, òàê ÷òî äëÿ òðàíñ-
öåíäåíòíûõ p èìååì ρ(T ) = 2pn/2. Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà p ðåçóëüòàò çàâèñèò
îò êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ÷èñëà p. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà ñâåðõó è ñíèçó äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà p. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå âû÷èñëåíèå ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ (è êîðíåé ëþáûõ ñòåïåíèé èç ðàöèîíàëüíûõ) çíà÷åíèé p.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü N è M � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è Q(q) = Nql −M � ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí ÷èñëà p. Åñëè M + N � ÷åòíîå ÷èñëî, òî ρ(T ) = 2pn/2. Åñëè M + N �

íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ρ(T ) = 2pn/2 cos(π/(2M + 2N)).
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