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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëüíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

ïðåîáðàçîâàíèÿìè àðãóìåíòîâ â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé ôóíê-

öèè. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé (â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ)

èçîòðîïíîå ñæàòèå/ðàñòÿæåíèå, ïîâîðîò è ñäâèã. Äëÿ óêàçàííûõ óðàâíå-

íèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà

Rn. Íà ñòðóêòóðó îïåðàòîðà íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå

îòíåñòè èçó÷àåìûå óðàâíåíèÿ ê ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó. Èñòî÷íèêàìè äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ ñëóæàò

1) ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àôôèííûìè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, îáîáùàþùèå õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíå-

íèå ïàíòîãðàôà ẏ = ay(λt) + by(t),

2) òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé â òåîðèè ýëëèïòè-

÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà÷àòûõ À.Ë. Ñêó-

áà÷åâñêèì [20,38,39] è ïîëó÷èâøèõ ðàçâèòèå â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ [9,11,

12,19,36].

Óðàâíåíèå ïàíòîãðàôà è åãî îáîáùåíèÿ íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ñàìûõ

ðàçíûõ îáëàñòÿõ: àñòðîôèçèêå [1], íåëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ [34], áèîëîãèè

[27], òåîðèè ÷èñåë [33], òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [26]. Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà ïðÿìîé äî-

ñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷àëèñü, íà÷èíàÿ ñ 1970-õ ãîäîâ, â ñâÿçè ñ âîïðîñàìè

ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðå-
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øåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè, ñì., íàïðèìåð, [4, 28, 30] (ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè

îïóáëèêîâàíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò ýòèõ æå àâòîðîâ, à òàêæå ðÿäà

äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåîðèè óïðóãîñòè [7,35,39,40], òåîðèè ìíîãîìåðíûõ

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ [18,39], à òàêæå â ñâÿçè ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâû-

ìè çàäà÷àìè òèïà À. Â. Áèöàäçå, À. À. Ñàìàðñêîãî [2,16,17] âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ïðèñóòñòâóþùèå â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿ àðãóìåíòîâ ìîãóò îòîáðàæàòü íåêîòîðûå òî÷êè ãðàíèöû

âíóòðü îáëàñòè. Òàê, íàïðèìåð, óïðóãèå ìîäåëè êîíñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ

ìíîãîñëîéíûå îáîëî÷êè è ïëàñòèíû ñ ãîôðèðîâàííûì çàïîëíèòåëåì, ìî-

ãóò áûòü ñâåäåíû ê ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Âïåðâûå âëèÿíèå ñäâèãîâ â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ,

îòîáðàæàþùèõ òî÷êè ãðàíèöû â îáëàñòü, íà ðàçðåøèìîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ

êðàåâûõ çàäà÷ è ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé èññëåäîâàëîñü À. Ë. Ñêó-

áà÷åâñêèì [20,38,39]. Èì áûëè ðàçðàáîòàíû îñíîâû îáùåé òåîðèè êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé: ïîëó-

÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà

Ãîðäèíãà, èññëåäîâàíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîé è ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøè-

ìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå ãëàä-

êîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ãëàäêîñòü îáîáùåííûõ ðåøåíèé

ìîæåò íàðóøàòüñÿ â îáëàñòè äàæå ïðè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðà-

âîé ÷àñòè è ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü â íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ. Áûë îáíàðóæåí

ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé ó ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé â íåêî-

òîðûõ òî÷êàõ êàê íà ãðàíèöå, òàê è âíóòðè îáëàñòè. Íàèáîëåå ïîëíî ýòè

ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â [20,39].

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ â ñòàðøåé

÷àñòè ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðàññìàòðèâàëèñü Ë.Å. Ðîññîâ-

ñêèì [9,36] (èçîòðîïíûå, ò.å. îäèíàêîâûå ïî âñåì êîîðäèíàòàì, ñæàòèÿ èëè

ðàñòÿæåíèÿ), Ë.Å. Ðîññîâñêèì è À.Ë. Òàñåâè÷ [11,12] (îðòîòðîïíûå ñæàòèÿ:

íàïðèìåð, ñæàòèå ïî îäíîé êîîðäèíàòå è ðàñòÿæåíèå ïî äðóãîé). Ïðè ýòîì

êðàåâûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ íà÷àëî êîîðäè-
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íàò � öåíòð, èëè íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ. Ýòî ïðåä-

ïîëîæåíèå íå ïîçâîëÿëî âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå èìåþùåéñÿ òåîðèåé íåëî-

êàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, íàïðèìåð, ñâåñòè çàäà÷ó ê íåëîêàëüíîé êðàåâîé

çàäà÷å äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå íàïðÿìóþ ïåðåíîñèòü ìåòî-

äû, ðàçâèòûå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, â

óêàçàííîé ñèòóàöèè íå ðàáîòàåò èçâåñòíûé ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè, îñíîâàí-

íûé íà ðàçáèåíèè åäèíèöû è øèðîêî èñïîëüçóåìûé â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèé, äîêàçàòåëüñòâà àïðèîðíûõ îöåíîê,

�çàìîðàæèâàíèÿ� ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ óðàâíåíèé ñî ñæàòè-

ÿìè (ðàñòÿæåíèÿìè) áûë ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ñâîéñòâ. Òàê, ÿäðî êðàåâîé

çàäà÷è ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì è ñîäåðæàòü íåãëàäêèå ôóíêöèè,

à ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ÷àñòî ðàâíîñèëüíà åãî åäèíñòâåííîñòè. Ñòîèò îòìå-

òèòü, ÷òî ïåðåõîä îò óðàâíåíèé ñ èçîòðîïíûìè ñæàòèÿìè ê óðàâíåíèÿì ñ

îðòîòðîïíûìè ñæàòèÿìè òàêæå ïîòðåáîâàë ïðèìåíåíèÿ ñóùåñòâåííî èíîé

òåõíèêè. Ñòàëî ÿñíî, ÷òî ñâîéñòâà óðàâíåíèé ñèëüíî çàâÿçàíû íà ñòðóêòó-

ðó îðáèò òî÷åê îáëàñòè ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû ïðåîáðà-

çîâàíèé.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Öåëÿìè äàííîãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâà-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íîâîãî êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöè-

îíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííî ñæà-

òèÿ è ñäâèãè, à òàêæå ñæàòèÿ è ïîâîðîòû àðãóìåíòîâ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìà êîýðöèòèâíîñòè, âîïðî-

ñû îäíîçíà÷íîé è ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå â ñìûñëå

îáîáùåííûõ ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, à òàêæå ãëàäêîñòè îáîá-

ùåííûõ ðåøåíèé.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ àô-

ôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè àðãóìåíòîâ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â ñòàðøèõ

÷ëåíàõ.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíê-

öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè è ãëàä-



� 5 �

êîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Èññëåäîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îñíîâà-

íî íà êîìáèíàöèè ìåòîäîâ, ðàçâèòûõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èçîòðîïíû-

ìè ðàñòÿæåíèÿìè è ñæàòèÿìè. Èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ôóíêöèîíàëü-

íûå ïðîñòðàíñòâà, òåõíèêà ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, òåîðèÿ Ãåëüôàíäà êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð, ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ. Âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû

ÿâ- ëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû êðàåâûå çàäà÷è êàê äëÿ

ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, òàê è äëÿ óðàâ-

íåíèé ñî ñæàòèÿìè (ðàñòÿæåíèÿìè) ìíîãîìåðíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Âëèÿíèå êîìáèíàöèè ñäâèãîâ è ñæàòèÿ àðãóìåíòà â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

èñêîìîé ôóíêöèè íà ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è ðàíåå â ìàòåìàòè÷åñêîé

ëèòåðàòóðå, êàê îòå÷åñòâåííîé, òàê è çàðóáåæíîé, íå ðàññìàòðèâàëîñü. Â

äèññåðòàöèè âïåðâûå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííî ñæàòèÿ è ñäâèãè, à òàêæå ñæà-

òèÿ è ïîâîðîòû àðãóìåíòîâ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îäíîçíà÷íîé è ôðåäãîëüìîâîé ðàçðåøèìîñòè â

ñìûñëå îáîáùåííûõ ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, à òàêæå ãëàäêîñòè

îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

Ïåðâûå äâå ãëàâû ïîñâÿùåíû óðàâíåíèÿì ñ ðàñòÿæåíèÿìè è ïîâîðî-

òàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ êîììóòèðóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Çíà÷èòåëüíîå

âíèìàíèå çäåñü óäåëÿåòñÿ ðåøåíèþ ïðîáëåìû êîýðöèòèâíîñòè � íàõîæäå-

íèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå âûïîë-

íåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò

âûäåëèòü êëàññ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à Äèðèõëå îáëàäàåò íàáîðîì êëàññè÷åñêèõ

ñâîéñòâ, ïîðîæäàÿ ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).
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Ïðîáëåìà êîýðöèòèâíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

áûëà ðåøåíà â ðàáîòàõ Ì.È. Âèøèêà [3] è Ë. Ãîðäèíãà [25]: íåðàâåíñòâî

Ãîðäèíãà ýêâèâàëåíòíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íî-

ñòè. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñ ñîèçìåðèìû-

ìè ñäâèãàìè íåðàâåíñòâî òèïà Ãîðäèíãà ñâîäèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîñòè êî-

íå÷íîãî íàáîðà ìàòðè÷íûõ ïîëèíîìîâ, çàâèñÿùèõ, ïîìèìî êîýôôèöèåí-

òîâ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ, îò ðàçìåðîâ è ãåîìåòðèè îáëàñòè [38]. Äëÿ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èçîòðîïíûìè ðàñòÿæåíè-

ÿìè [9, 36] íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåðàâåíñòâà òèïà

Ãîðäèíãà áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà, à òàêæå

(â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ) ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ïñåâäîäèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ; â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷à-

ëèñü îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ñêà-

ëÿðíîãî �ñèìâîëà� óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòå [11] ïðîáëåìà êîýðöèòèâíîñòè äëÿ

óðàâíåíèé ñ îðòîòðîïíûìè ðàñòÿæåíèÿìè áûëà ñâåäåíà ê ïðîâåðêå ïîëî-

æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè äåéñòâóþùåãî â L2(R) ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè; äëÿ ïîñëåäíåãî áûë ïîëó÷åí ðÿä ïðîñòûõ

íåîáõîäèìûõ è áëèçêèõ ê íèì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîýðöèòèâíîñòè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñî÷åòàíèå ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ: ïðè âûâîäå äîñòàòî÷íûõ óñëî-

âèé ïðèìåíÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ãåëüôàíäà, à ïî-

ëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïèðàåòñÿ íà ñâåäåíèå ê ñèëüíî ýëëèïòè-

÷åñêèì ñèñòåìàì èç N óðàâíåíèé ñ ïîñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì

ïðè N → ∞. Ýòîò ìåòîä (áåç ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà) áûë âïåðâûå ïðè-

ìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [38], à

çàòåì óðàâíåíèé ñ ðàñòÿæåíèÿìè è ñæàòèÿìè àðãóìåíòîâ [8]. Ñóùåñòâåí-

íóþ ðîëü â ðàññóæäåíèÿõ èãðàåò êîììóòàòèâíîñòü ñæàòèé (ðàñòÿæåíèé) è

ïîâîðîòîâ è àíàëèç îðáèò òî÷åê îáëàñòè ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé

ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà óðàâíåíèþ, ñîäåðæàùåìó êîìáè-

íàöèþ ñæàòèÿ è ñäâèãîâ àðãóìåíòîâ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè. Âîçíèêàþùèå çäåñü òðóäíîñòè îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî ñæàòèå è
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ñäâèã ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòèðóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè; êðîìå òîãî, íàëè-

÷èå â óðàâíåíèè îäíîâðåìåííî ñæàòèÿ è ñäâèãîâ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò

ñòðóêòóðó îðáèò òî÷åê îáëàñòè ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû

ïðåîáðàçîâàíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé îòëè÷àåòñÿ

îò óðàâíåíèé, ãäå ïðèñóòñòâóþò ëèøü ñäâèãè àðãóìåíòà, òåì, ÷òî äîïóñ-

êàåò øèðîêèé êëàññ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü ýòè

îñîáåííîñòè, ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî

îïåðàòîðà ñî ñäâèãàìè è ñæàòèÿìè àðãóìåíòîâ: èçó÷åíèå ïîäîáíûõ îïå-

ðàòîðîâ ïðåäëàãàåòñÿ îáúåäèíèòü â îáùóþ ñõåìó íà îñíîâå ñîîòâåòñòâó-

þùåãî èíòåãðàëà ïî ðåãóëÿðíîé áîðåëåâñêîé ìåðå. Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî

îïåðàòîðà T , îïðåäåëåííîãî êàê êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðà ñæàòèÿ àðãóìåíòà

(ôóíêöèè, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò îïåðàòîð) è îïåðàòîðà ñâåðòêè ñ ñîñðåäî-

òî÷åííîé íà êîìïàêòå ðåãóëÿðíîé áîðåëåâñêîé ìåðîé, âûâåäåíà ôîðìóëà

ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà (â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn)) íà îñíîâå õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ìåðû. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäè-

óñà â ñëó÷àå àòîìàðíûõ ìåð, à òàêæå ðÿäà äðóãèõ ìåð. Èçó÷åíî äåéñòâèå

ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà T íà ôóíêöèè, çàäàííûå â îãðàíè÷åííîé îá-

ëàñòè. Äàëåå äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà−∆(u+aTu) = f óñòàíîâëåíî

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðèõëå. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ â êðàåâîé çàäà÷å âîçìîæíî ïîÿâëåíèå

áåñêîíå÷íîìåðíîãî ÿäðà è íåãëàäêèõ ðåøåíèé.

Òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàê-

òåð. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ

ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà÷àòûõ À.Ë. Ñêóáà÷åâ-

ñêèì è ïîëó÷èâøèõ ðàçâèòèå â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ. Ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè è ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò îáùóþ

òåîðèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèåì ïðîâåäåííûõ â ðàáîòå èññëåäîâàíèé ÿâèëîñü îáíàðóæåíèå íî-

âîãî íåîæèäàííîãî ýôôåêòà çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà

ñ ðàñòÿæåíèÿìè è ñäâèãàìè îò ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàñòÿ-

æåíèÿ.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâ-

ëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíûìè, óñëîâèÿ òåîðåì âûðàæàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî

÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé è ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ïðè-

ìåðîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè

÷èñëåííîì ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• èññëåäîâàíà êðàåâàÿ çàäà÷à â îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè äëÿ ìî-
äåëüíîãî (áåç ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé è ñ îäíèì ôóíêöèîíàëüíûì

îïåðàòîðîì) ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî êîìáèíàöèþ ñæàòèé (ðàñòÿæåíèé) è ïîâîðîòîâ

àðãóìåíòà â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé ôóíêöèè; íàéäåíû íåîá-

õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå âûïîëíåíèÿ

íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà, îáåñïå÷èâàþùåãî îäíîçíà÷íóþ (ôðåäãîëü-

ìîâó) ðàçðåøèìîñòü, äèñêðåòíîñòü è ñåêòîðèàëüíóþ ñòðóêòóðó ñïåê-

òðà çàäà÷è Äèðèõëå; äëÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ðàçðåøèìîñòü è ãëàä-

êîñòü ðåøåíèé èññëåäîâàíû ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöè-

åíòîâ, â òîì ÷èñëå è òîãäà, êîãäà óñëîâèå ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè íà-

ðóøåíî;

• â ñëó÷àå ïîâîðîòà íà óãîë α = π (óðàâíåíèÿ ñî ñæàòèÿìè, ðàñòÿæå-

íèÿìè è ñèììåòðèåé) ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà óðàâíåíèå áî-

ëåå îáùåé ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ñòðóêòóðû,

ñîäåðæàùåå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå è ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå

îïåðàòîðû;

• èññëåäîâàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî êîìáèíàöèþ ñäâèãîâ è ñæàòèÿ àðãóìåíòà èñ-

êîìîé ôóíêöèè ïîä çíàêîì îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Óñòàíîâëåíû äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî çàäà÷à ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîìåðíîå

ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé.
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Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1) 5-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ�,

ïîñâÿùåííàÿ 95-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, àêàäå-

ìèêà Åâðîïåéñêîé àêàäåìèè íàóê Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 26�29

íîÿáðÿ 2018 ã.);

2) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Dynamics in Siberia � 2020�, ïîñâÿ-

ùåííàÿ 70-ëåòèþ àêàäåìèêà Âàëåðèÿ Âàñèëüåâè÷à Êîçëîâà (Íîâîñèáèðñê,

ÍÃÓ, 24�29 ôåâðàëÿ 2020 ã.);

3) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è íåëèíåé-

íàÿ äèíàìèêà ISND � 2020� (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 19�23

îêòÿáðÿ 2020 ã.);

4) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è íåëèíåéíàÿ

äèíàìèêà ISND � 2021� (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 4-8 îêòÿáðÿ

2021 ã.);

5) XVII Âëàäèêàâêàçñêàÿ ìîëîäåæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (Âëàäè-

êàâêàç, ÞÔÓ, 23�27 ìàÿ 2022 ã.; ïëåíàðíûé äîêëàä).

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ èçëîæåíû â 4 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ [13,14,22,37]

â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â áàçû äàííûõ ìåæäóíàðîäíûõ èíäåêñîâ íàó÷íîãî

öèòèðîâàíèÿ Scopus è Web of Science. Ðàáîòû [13, 14, 37] îïóáëèêîâàíû â

ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà

çàäà÷ è óêàçàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Àâòîðó äèññåðòàöèè ïðèíàäëåæàò

äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ â ðàáîòàõ óòâåðæäåíèé.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà, àëãåáðû è ãåîìåòðèè Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàöè-

îííûõ òåõíîëîãèé ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾×å÷åíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. À.À. Êàäûðîâà¿ â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ ïî ïðîåêòó

�Íåëèíåéíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è êðàå-

âûå çàäà÷è� (EGS-2020-0001) è ïðè ñîäåéñòâèè Ñåâåðî-Êàâêàçñêîãî öåíòðà

ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ.
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Ñòðóêòóðà è êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëà-

âû ðàçäåëåíû íà ïàðàãðàôû, èìåþùèå äâîéíóþ íóìåðàöèþ: ïåðâîå ÷èñëî

îçíà÷àåò íîìåð ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ïàðàãðàôà âíóòðè ãëàâû. Íóìåðà-

öèÿ ôîðìóë (òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) â ãëàâàõ òàêæå äâîéíàÿ: íîìåð ãëàâû è

íîìåð ôîðìóëû (òåîðåìû, ëåììû è ò.ä.) âíóòðè ãëàâû.

Óðàâíåíèÿ â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåãäà â îãðàíè÷åííîé îáëà-

ñòè Ω åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn (â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ n = 2). Ïîñêîëüêó

èçó÷àþòñÿ îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èç H̊1(Ω) îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå, îò

ãðàíèöû îáëàñòè îáû÷íî íèêàêîé ðåãóëÿðíîñòè íå òðåáóåòñÿ (åñòü èñêëþ-

÷åíèÿ, íàïðèìåð, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðå-

øåíèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ íà îáëàñòü

íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà (èí-

âàðèàíòíîñòü îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò).

Èç ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â äèññåðòàöèè â îñíîâíîì èñïîëüçó-

þòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(Ω). Äëÿ öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî çíà÷å-

íèÿ s ïðîñòðàíñòâî Hs(Ω) ñîñòîèò èç âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,

ïðèíàäëåæàùèõ L2(Ω) âìåñòå ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà s

âêëþ÷èòåëüíî. Ïðîñòðàíñòâî Hs(Ω) � ãèëüáåðòîâî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå â íåì çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

(u, v)Hs(Ω) =
∑
|α|6s

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx,

ãäå α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ,

|α| = α1 + . . .+ αn, Dα = (−i∂/∂x1)
α1 . . . (−i∂/∂xn)αn.

×åðåç H̊s(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞0 (Ω) ôèíèòíûõ áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â Hs(Ω). Èçâåñòíî, ÷òî â H̊s(Ω) ìîæíî

ââåñòè ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(u, v)′
H̊s(Ω)

=
∑
|α|=s

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè s = 1 è n = 2,

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

(
uv̄ +

2∑
j=1

uxj v̄xj

)
dx, (u, v)H̊1(Ω) =

∫
Ω

2∑
j=1

uxj v̄xj dx.

Â òðåòüåé ãëàâå òàêæå âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ âåùåñòâåí-

íûì ïîêàçàòåëåì s. Ïðîñòðàíñòâî Hs(Rn) ñîñòîèò èç âñåõ òåõ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé u ∈ S ′(Rn) (ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà îáîáùåííûõ ôóíêöèé óìåðåí-

íîãî ðîñòà â Rn; ïðè s > 0 â êîíòåêñòå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü î

ôóíêöèÿõ èç L2(Rn)), ÷åé îáðàç Ôóðüå ũ(ξ) ëîêàëüíî ïðèíàäëåæèò L2(Rn
ξ )

è

‖u‖2
Hs(Rn) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)s|ũ(ξ)|2 dξ <∞.

Ïðîñòðàíñòâî Hs(Ω) ñîñòîèò èç ñóæåíèé íà Ω âñåõ ôóíêöèé èç Hs(Rn).

Íîðìó ôóíêöèè âHs(Ω) ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì êàê íèæ-

íþþ ãðàíü íîðì â Hs(Rn) âñåâîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ýòîé ôóíêöèè â Rn

(inf-íîðìà). Ïðè öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì s ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòíà íîðìå

‖u‖Hs(Ω) =

∑
|α|6s

∫
Ω

|Dαu(x)|2 dx

1/2

.

Ïðîñòðàíñòâî H−1(Ω) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äâîéñòâåííûì ê H̊1(Ω).

Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèî-

íàëüíûå îïåðàòîðû: îïåðàòîð èçîòðîïíîãî ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) P , îïåðà-

òîð ïîâîðîòà Rα, à òàêæå èõ êîìáèíàöèè T (P,Rα). Îíè áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ

ê ôóíêöèÿì, çàäàííûì êàê íà âñåé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2, òàê è â îãðà-

íè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2.

Îïåðàòîð P îïðåäåëåí ôîðìóëîé

Pu(x) = p−1u(p−1x) = p−1u(p−1x1, p
−1x2)

ïðè p > 1. Îïåðàòîð Rα ïðè α ∈ R îïðåäåëåí ôîðìóëîé

Rαu(x) = u(xα) = u(x1 cosα− x2 sinα, x1 sinα + x2 cosα).

Åñëè ÷èñëî α íåñîèçìåðèìî ñ π, òî ïîëàãàåì T (P,Rα) =
∑
amkP

mRk
α, ãäå

ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó íàáîðó öåëûõ
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èíäåêñîâ m è k. Åñëè æå α ñîèçìåðèìî ñ π è n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî òàêîå, ÷òî nα êðàòíî 2π, òî ïîëàãàåì

T (P,Rα) =
∑

am0P
m +

∑
am1P

mRα + . . .+
∑

am,n−1P
mRn−1

α ,

ãäå ñóììû áåðóòñÿ ïî ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì íàáîðàì öåëûõ èíäåêñîâ

m. Çäåñü amk ∈ C.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

µu+
2∑
j=1

(T (P,Rα)uxj)xj = f(x) (x ∈ Ω), (0.1)

u|∂Ω = 0. (0.2)

Ñ÷èòàåì µ ∈ C, f ∈ L2(Ω).

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.1), (0.2) � ôóíêöèÿ u ∈ H̊1(Ω), óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ v ∈ H̊1(Ω) èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

µ(u, v)L2(Ω) −
2∑
j=1

(T (P,Rα)uxj , vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω).

Óðàâíåíèå (0.1) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Ω, åñëè ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííûå c1 > 0, c2 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ C∞0 (Ω) âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (òèïà Ãîðäèíãà)

Re
2∑
j=1

(
T (P,Rα)uxj , uxj

)
L2(Ω)

> c1‖u‖2
H1(Ω) − c2‖u‖2

L2(Ω). (0.3)

Ïîëîæèì ãmk = amk cos kα è ââåäåì çàâèñÿùóþ îò êîìïëåêñíûõ ïåðå-

ìåííûõ λ è w ôóíêöèþ

t̃(λ,w) =
∑

ãmkλ
mwk,

åñëè α íåñîèçìåðèìî ñ π, ëèáî íàáîð ôóíêöèé

t̃k(λ) =
∑

ãm0λ
m +

∑
ãm1λ

mei2πk/n + . . .+
∑

ãm,n−1λ
mei2π(n−1)k/n

(k = 0, 1, . . . , n− 1),

åñëè α ñîèçìåðèìî ñ π.
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Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R2

ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò, òî óðàâíåíèå (0.1) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè-

÷åñêèì â Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Re t̃(λ,w) > 0 (|λ| = |w| = 1) (α íåñîèçìåðèìî ñ π) (0.4)

ëèáî

Re t̃k(λ) > 0 (|λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n− 1) (α ñîèçìåðèìî ñ π). (0.5)

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðè α = π (Rπu(x) = u(−x)) èññëåäóåòñÿ

çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû

µu+
2∑

i,j=1

(Tij(P,Rπ)uxi)xj = f(x) (x ∈ Ω) (0.6)

ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèîíàëüíûìè îïåðàòîðàìè

Tij(P,Rπ) =
∑

aijmP
m +

∑
bijmP

mRπ,

ãäå aijm, bijm ∈ C, à èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ m ïðîáåãàåò êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Z.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (0.6),

(0.2) è ñâîéñòâî ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (0.6), çàêëþ÷àþùååñÿ â

ñóùåñòâîâàíèè ïîñòîÿííûõ c1 > 0, c2 > 0 òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ C∞0 (Ω)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Re
2∑

i,j=1

(
Tij(P,Rπ)uxi, uxj

)
L2(Ω)

> c1‖u‖2
H1(Ω) − c2‖u‖2

L2(Ω). (0.7)

Îïåðàòîðàì Tij(P,Rπ) â óðàâíåíèè (0.6) ñîïîñòàâëÿþòñÿ çàâèñÿùèå îò

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé λ ôóíêöèè

t±ij(λ) =
∑

(aijm ± bijm)λm (i, j = 1, 2).

Ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ

2∑
i,j=1

ξiξj Re t±ij(λ) > 0 (|λ| = 1, 0 6= ξ ∈ R2) (0.8)
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ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè óðàâ-

íåíèÿ (0.6) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R2 ñîäåðæèò

íà÷àëî êîîðäèíàò.

Íà ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâî (0.8) ãàðàíòèðóåò ñèëüíóþ ýëëèïòè÷íîñòü

óðàâíåíèÿ (0.6) äëÿ ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω. Òðåáîâàíèå 0 ∈ Ω

âîçíèêàåò ïðè âûâîäå (0.8) èç íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà. Ýòî òðåáîâàíèå

ìîæíî îñëàáèòü, çàìåíèâ ñëåäóþùèì óñëîâèåì: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà N íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Ω òàêàÿ, ÷òî òî÷êè ±p1−kx0 (k = 1, . . . , N)

òàêæå ïðèíàäëåæàò Ω.

Ôðåäãîëüìîâîñòü çàäà÷ Äèðèõëå (0.1), (0.2) è (0.6), (0.2) äëÿ ñèëüíî ýë-

ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (0.1) è (0.6), äèñêðåòíîñòü è ïîëóîãðàíè÷åííîñòü

èõ ñïåêòðîâ âûâîäÿòñÿ èç íåðàâåíñòâ (0.3) è (0.7) ñòàíäàðòíûìè ìåòîäà-

ìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (0.4)

(ëèáî (0.5), ñîîòâåòñòâåííî) çàäà÷à (0.1), (0.2) ñ µ = 0 èìååò åäèíñòâåí-

íîå îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ L2(Ω). Àíàëîãè÷íî, ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (0.8) çàäà÷à (0.6), (0.2) ñ µ = 0 èìååò åäèíñòâåííîå

îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ∈ L2(Ω). Ïðèâåäåíû ïðèìåðû,

äåìîíñòðèðóþùèå èíòåðåñíûå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ïàðàìåòðîâ p, α è êî-

ýôôèöèåíòîâ â ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ.

Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèé, ðàññìîòðåííûõ â ïåðâûõ

äâóõ ãëàâàõ, ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è óäàëîñü èññëåäîâàòü ïðè âñåâîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ, êîãäà óðàâíåíèå è íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî

ýëëèïòè÷åñêèì. Òàê, â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ω ⊂ pΩ−α = {px−α ∈ R2 : x ∈ Ω}, çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

−div
(
(I + γ1PRα + γ−1(PRα)−1)∇u

)
= f(x) (x ∈ Ω), (0.9)

ÿâëÿþùåãîñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Re (1 + γ1 cosα z + γ−1 cosα z−1) > 0 (z ∈ C, |z| = 1),

èçó÷åíà äëÿ ëþáûõ γ±1 ∈ C. Åñëè, íàïðèìåð, γ1γ−1 6= 0, òî ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(γ1p cosα)z2 + z + γ−1p
−1 cosα = 0
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îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z| = p−1. Çàäà÷à ïðè ýòîì ìîæåò ïîòåðÿòü ñâîé-

ñòâî êîððåêòíîñòè (ôðåäãîëüìîâîñòè) è îêàçàòüñÿ êàê �ñèëüíî� íåäîîïðå-

äåëåííîé (áåñêîíå÷íîìåðíîå ÿäðî), òàê è �ñèëüíî� ïåðåîïðåäåëåííîé (áåñ-

êîíå÷íîìåðíîå êîÿäðî).

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [14,22].

Â ãëàâå 3 äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óæå â n-ìåðíîé îãðàíè-

÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïîìèìî îïåðàòîðà èçîòðîïíîãî ñæàòèÿ (ðàñòÿ-

æåíèÿ) Pu(x) = u(p−1x) (â îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ ãëàâ, çäåñü óäîáíåé

îïóñòèòü ìíîæèòåëü p−1), èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ñâåðòêè ñ ν ∈ (C(K))∗

� ðåãóëÿðíîé êîìïëåêñíîé áîðåëåâñêîé ìåðîé, ñîñðåäîòî÷åííîé íà íåêî-

òîðîì êîìïàêòå K ⊂ Rn,

(ν ∗ u)(x) =

∫
K

u(x− h) dν(h).

Ñâåðòêà ìîäåëèðóåò ñäâèãè àðãóìåíòà: â ñëó÷àå àòîìàðíîé ìåðû ν îíà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñäâèãîâ ôóíêöèè u.

Ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð ñ ðàñòÿæåíèåì è ñäâèãàìè T (òàêæå íàçûâàå-

ìûé â äèññåðòàöèè îïåðàòîðîì ñ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì àðãóìåíòà)

ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Tu(x) = P (ν ∗ u)(x) =

∫
K

u(p−1x− h) dν(h). (0.10)

Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ îïåðàòîðà P è ñâåðòêè.

Âûâåäåíà ôîðìóëà ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà T â ïðîñòðàíñòâå

L2(Rn):

ρ(T ) = pn/2 lim
m→∞

sup
ξ∈Rn
|ν̃(ξ)ν̃(pξ) . . . ν̃(pm−1ξ)|1/m, (0.11)

ãäå

ν̃(ξ) =

∫
K

e−ihξ dν(h)

åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåðû ν.

Íà îáëàñòü Ω â òðåòüåé ãëàâå íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè

p−1Ω−K ⊂ Ω, (0.12)
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êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð T â (0.10) êàê îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð â L2(Ω) è ïðîñòðàíñòâàõ ÑîáîëåâàHs(Ω). Äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð

I + aT : Hs(Ω) → Hs(Ω), ãäå a ∈ C, èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé ïðè

|a| < 1/ρ(T ) â ñëó÷àå s > 0, è ïðè |a| < 1/(psρ(T )) â ñëó÷àå s < 0.

Öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû ñâÿçàí ñ êðàåâîé çàäà÷åé

−∆(u(x) + aTu(x)) = f(x) (x ∈ Ω), (0.13)

u|∂Ω = 0. (0.14)

Ñ÷èòàÿ f ∈ L2(Ω), ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.7), (3.8), êàê è

ïðåæäå, ïîíèìàåì ôóíêöèþ u ∈ H̊1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó

òîæäåñòâó
n∑
j=1

((u+ aTu)xj , vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω)

ïðè ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H̊1(Ω).

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè

|a| < p1−n/2

[
lim
m→∞

sup
ξ∈Rn
|ν̃(ξ)ν̃(pξ) . . . ν̃(pm−1ξ)|1/m

]−1

(0.15)

çàäà÷à (0.13), (0.14) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω). Åñëè âäîáàâîê f ∈ Hk(Ω), à ∂Ω ∈ Ck+2 (k

� öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå), òî u ∈ Hk+2(Ω). Ïðèâåäåí ïðèìåð çàäà÷è (0.13),

(0.14), èìåþùåé (ïðè íàðóøåíèè (0.15)) áåñêîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå

íåãëàäêèõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé u ∈ H̊1(Ω) \H2(Ω).

Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [13, 37] àâòîðà äèññåðòàöèè.

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïàðàãðàô 3.3, ïðèíàäëåæàùèé Í.Á. Æóðàâëåâó

è Ë.Å. Ðîññîâñêîìó [42]. Öåëåñîîáðàçíîñòü âêëþ÷åíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà â

òåêñò äèññåðòàöèè ïðîäèêòîâàíà ñëåäóþùèì.

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (0.11) ïðèâîäèò ê èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì.

Òàê, äëÿ ïðîñòåéøåãî äâó÷ëåííîãî îïåðàòîðà

Tu(x) = u(p−1x+ h0)− u(p−1x− h0)

áóäåì èìåòü

ρ(T ) = 2pn/2 lim
m→∞

sup
t∈R
| sin t sin pt . . . sin pm−1t|1/m.
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Îêàçûâàåòñÿ, ôèãóðèðóþùèé çäåñü ïðåäåë ðàâåí 1 â ñëó÷àå òðàíñöåíäåíò-

íûõ (íå òîëüêî) ÷èñåë p, à äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ çíà÷åíèé p îí ñâÿçàí ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà! Íàïðèìåð,

lim
m→∞

sup
t∈R
| sin t sin 2t . . . sin 2m−1t|1/m = cos

π

6
.

Â òî æå âðåìÿ, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà

Tu(x) = u(p−1x+ h0) + u(p−1x− h0)

(ñóììà âìåñòî ðàçíîñòè) âñåãäà ðàâåí 2pn/2.

Àíàëèçó ýòîé çàâèñèìîñòè è ïîñâÿùåí ïîñëåäíèé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëà-

âû. Ïðè ýòîì îáíàðóæåíà íîâàÿ ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà 5-é Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè �Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-

ðàòîðû. Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ�, ïîñâÿùåííîé 95-ëåòèþ

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ, àêàäåìèêà Åâðîïåéñêîé àêà-

äåìèè íàóê Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 26�29 íîÿáðÿ 2018 ã.), Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Dynamics in Siberia � 2020�, ïîñâÿùåííîé 70-

ëåòèþ àêàäåìèêà Âàëåðèÿ Âàñèëüåâè÷à Êîçëîâà (Íîâîñèáèðñê, ÍÃÓ, 24�29

ôåâðàëÿ 2020 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû

è íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ISND � 2020� (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìè-

äîâà, 19�23 îêòÿáðÿ 2020 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Èíòåãðèðó-

åìûå ñèñòåìû è íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ISND � 2021� (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ

èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 4-8 îêòÿáðÿ 2021 ã.), à òàêæå íà XVII Âëàäèêàâêàçñêîé

ìîëîäåæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (Âëàäèêàâêàç, ÞÔÓ, 23�27 ìàÿ 2022

ã.; ïëåíàðíûé äîêëàä).



Ãëàâà 1

Ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ

ðàñòÿæåíèåì è ïîâîðîòîì

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îãðàíè÷åííîé ïëîñ-

êîé îáëàñòè äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî êîìáèíàöèþ ðàñòÿæåíèé è ïîâîðîòîâ ñòàðøèõ ïðî-

èçâîäíûõ èñêîìîé ôóíêöèè. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà, îáåñïå÷è-

âàþùåãî îäíîçíà÷íóþ (ôðåäãîëüìîâó) ðàçðåøèìîñòü, äèñêðåòíîñòü è ñåê-

òîðèàëüíóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà çàäà÷è Äèðèõëå. Â ëèòåðàòóðå â äàííîé

ñèòóàöèè ïðèíÿò òåðìèí ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Âûâîä óïîìÿ-

íóòûõ óñëîâèé, âûðàæàåìûõ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâ-

íåíèÿ, îñíîâàí íà êîìáèíàöèè ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ãåëüôàíäà ýëåìåí-

òîâ êîììóòàòèâíîé B∗-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé îïåðàòîðàìè ðàñòÿæåíèÿ è

ïîâîðîòà. Îñíîâíîé ìîìåíò çäåñü � âûÿñíåíèå ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà

ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìàêñè-

ìàëüíûõ èäåàëîâ ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñïåêòðîâ îïåðàòîðà

ðàñòÿæåíèÿ (îêðóæíîñòü) è îïåðàòîðà ïîâîðîòà (âñÿ îêðóæíîñòü â ñëó÷àå,

êîãäà óãîë ïîâîðîòà α íåñîèçìåðèì ñ π, è êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê íà îêðóæ-

íîñòè, êîãäà α ñîèçìåðèì ñ π). Òàêîå ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àÿìè äëÿ

α ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò α óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-

ìîñòè êðàåâîé çàäà÷è ìîãóò èìåòü ñóùåñòâåííî ðàçíûé âèä è, íàïðèìåð,

18
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äëÿ α ñîèçìåðèìîãî ñ π, ìîãóò çàâèñåòü íå òîëüêî îò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû,

íî è îò çíàêà êîýôôèöèåíòà ïðè ñëàãàåìîì ñ ïîâîðîòîì.

1.1 Àëãåáðà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ðàñòÿæå-

íèåì è ïîâîðîòîì

Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà p > 1 è α ∈ R. Ñîïîñòàâèì ýòèì ÷èñëàì óíèòàðíûå

îïåðàòîðû ðàñòÿæåíèÿ P è ïîâîðîòà Rα â ïðîñòðàíñòâå L2(R2), äåéñòâóþ-

ùèå ïî ôîðìóëàì

Pu(x) = p−1u(p−1x) = p−1u(p−1x1, p
−1x2),

Rαu(x) = u(xα) = u(x1 cosα− x2 sinα, x1 sinα + x2 cosα).

Ñïåêòð σ(P ) îïåðàòîðà P åñòü âñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, ñì., íàïðèìåð,

[9].

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ÷èñëî α ñîèçìåðèìî ñ π è n � íàèìåíüøåå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî nα êðàòíî 2π. Òîãäà ñïåêòð σ(Rα) ñîâïàäàåò ñ ìíî-

æåñòâîì êîðíåé n-é ñòåïåíè èç 1, σ(Rα) = {ei2πk/n : k = 0, 1, . . . , n− 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2(R2) óðàâíåíèå λu−Rαu =

v. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîð Rk
α = Rkα äëÿ

k = 1, . . . , n− 1 è ó÷èòûâàÿ Rn
α = I, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

λu−Rαu = v, λRαu−R2
αu = Rαv, . . . , λRn−1

α u− u = Rn−1
α v.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà λn−1, âòîðîå íà λn−2 è ò.ä. (ïðåäïîñëåäíåå

óðàâíåíèå óìíîæàåòñÿ íà λ, à ïîñëåäíåå íà 1), ïîñëå ÷åãî ñëîæèì ïîëó÷èâ-

øèåñÿ óðàâíåíèÿ. Áóäåì èìåòü (λn− 1)u = λn−1v+ λn−2Rαv+ . . .+Rn−1
α v,

÷òî ïðè λn 6= 1 ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

u = (λn − 1)−1
(
λn−1v + λn−2Rαv + . . .+Rn−1

α v
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ÷èñëî λ, îòëè÷íîå îò êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç 1, ÿâëÿ-

åòñÿ ðåçîëüâåíòíîé òî÷êîé îïåðàòîðà Rα, è ðåçîëüâåíòà èìååò âèä

(λI −Rα)−1 = (λn − 1)−1
(
λn−1I + λn−2Rα + . . .+Rn−1

α

)
.
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C äðóãîé ñòîðîíû, çàôèêñèðîâàâ k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, âîçüìåì íà ïëîñ-

êîñòè êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ ηk, ïðèíèìàþùóþ â óãëå −jα < ϕ <

2π/n − jα çíà÷åíèå ei2πkj/n, j = 0, 1, . . . , n − 1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé

íåíóëåâîé �2π/n-ïåðèîäè÷åñêîé� ôóíêöèè u ∈ L2(R2) (u(r, ϕ + 2π/n) ≡
u(r, ϕ), (r, ϕ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû), ôóíêöèÿ ηku ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà ïîâîðîòà Rα, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λk = ei2πk/n.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ÷èñëî α íåñîèçìåðèìî ñ π, òîãäà σ(Rα) ñîâïàäàåò ñ

åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ, σ(Rα) = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |λ| = 1. Â óñëîâèÿõ ëåììû âñå ÷èñëà jα (j ∈ Z)
ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ ÷èñëà 2π. Ñëåäîâàòåëüíî, çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ìû ìîæåì âçÿòü òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî îòðåçêè

[−α,−α + δ], [0, δ], [α, α + δ], . . . , [(n− 1)α, (n− 1)α + δ]

ïî ìîäóëþ 2π ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çàäàäèì ôóíêöèþ un ∈ L2(R2)

ðàâíîé λj äëÿ r ∈ (0, 1) è ϕ ∈ (jα, jα + δ), ãäå j = 0, 1, . . . , n − 1, è

íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè. Î÷åâèäíî, ‖un‖2
L2(R2) = nδ/2. Â òî æå

âðåìÿ, ôóíêöèÿ λun − Rαun îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè r ∈ (0, 1),

ϕ ∈ (−α,−α+δ), ãäå îíà ðàâíà−1, è â îáëàñòè r ∈ (0, 1), ϕ ∈ ((n−1)α, (n−
1)α+ δ), ãäå îíà ðàâíà λn, òàê ÷òî ‖λun−Rαun‖2

L2(R2) = δ. Ñóùåñòâîâàíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ∈ L2(R2), äëÿ êîòîðîé

‖un‖L2(R2)

‖λun −Rαun‖L2(R2)
=

√
n

2
→∞, n→∞,

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè |λ| = 1 îïåðàòîð λI −Rα íå èìååò îãðàíè÷åííîãî îáðàò-

íîãî â ïðîñòðàíñòâå L2(R2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ap è Aα êîììóòàòèâíûå áàíàõîâû B∗-àëãåáû îãðàíè-

÷åííûõ îïåðàòîðîâ â L2(R2), ïîðîæäåííûå îïåðàòîðîì P è Rα, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïðè α íåñîèçìåðèìîì ñ π ýòè àëãåáðû óñòðîåíû îäèíàêîâî, áó-

äó÷è èçîìîðôíûìè àëãåáðå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè. Òàê, â

àëãåáðå Aα ïëîòíû ïî îïåðàòîðíîé íîðìå êîíå÷íûå ñóììû
∑
amR

m
α (am ∈
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C,m ∈ Z). Ïî òåîðåìå Ãåëüôàíäà�Íàéìàðêà [15, òåîðåìà 14.18] Aα èçîìåò-

ðè÷åñêè èçîìîðôíà àëãåáðå C(∆α) âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêíûõ ôóíê-

öèé íà ïðîñòðàíñòâå ∆α ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àëãåáû Aα, ïðè÷åì îòîá-

ðàæåíèå R̂α : ∆α → C (ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëüôàíäà îïåðàòîðà Rα, R̂α(h) =

h(Rα)) îñóùåñòâëÿåò ãîìåîìîðôèçì ∆α íà σ(Rα) = {λ ∈ C : |λ| = 1}. Îá-
ðàçîì îïåðàòîðà

∑
amR

m
α ïðè óïîìÿíóòîì èçîìîðôèçìå áóäåò ôóíêöèÿ∑

amλ
m íà îêðóæíîñòè.

Åñëè æå óãîë α ñîèçìåðèì ñ π è n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî òàêîå, ÷òî nα êðàòíî 2π, òî âñÿêèé ýëåìåíò àëãåáðû Aα èìååò âèä

a0I + a1Rα + . . . an−1R
n−1 (a0, . . . , an−1 ∈ C), ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî êîì-

ïëåêñíîãî ãîìîìîðôèçìà h àëãåáðû Aα âûïîëíÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ñîîòíî-

øåíèå (h(Rα))n = h(Rn
α) = h(I) = 1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ðîâíî n êîì-

ïëåêñíûõ ãîìîìîðôèçìîâ h0, h1, . . . , hn−1 àëãåáðû Aα, ãäå hk(Rα) = ei2πk/n,

è ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆α îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñïåêòðîì

σ(Rα) = {ei2πk/n : k = 0, 1, . . . , n − 1}. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àë-

ãåáðà Aα èçîìîðôíà Cn, è îïåðàòîðó a0I + a1Rα + . . . an−1R
n−1 ïðè èçî-

ìîðôèçìå îòâå÷àåò âåêòîð, k-ÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ðàâíà a0 + a1e
i2πk/n +

. . . an−1e
i2πk(n−1)/n.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àëãåáðå Ap,α, ïîðîæäåííîé ïàðîé êîììóòèðóþùèõ

îïåðàòîðîâ P è Rα. Ýòî êîììóòàòèâíàÿ B∗-àëãåáðà, ïîëó÷åííàÿ çàìûêàíè-

åì ïî îïåðàòîðíîé íîðìå êîíå÷íûõ ñóìì
∑
amkP

mRk
α, åñëè óãîë ïîâîðîòà

α íåñîèçìåðèì ñ π, è ñóìì
∑
am0P

m+
∑
am1P

mRα+. . .+
∑
am,n−1P

mRn−1
α ,

åñëè óãîë ïîâîðîòà α ñîèçìåðèì ñ π (amk ∈ C,m, k ∈ Z). Ïóñòü ∆p,α

� ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû. Ìû ïîêàæåì, ÷òî

∆p,α = ∆p×∆α. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëü-

íûõ èäåàëîâ àëãåáðû Ap,α ãîìåîìîðôíî ëèáî äâóìåðíîìó òîðó T2, ëèáî

n ýêçåìïëÿðàì îêðóæíîñòè, à ñàìà àëãåáðà Ap,α èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðô-

íà ëèáî àëãåáðå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîðå, ëèáî àëãåáðå Cn-çíà÷íûõ

ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè.

Ëåììà 1.3. Äëÿ íîðì îïåðàòîðîâ ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñíèçó∥∥∥∑ amkP
mRk

α

∥∥∥ > (∑ |amk|2
)1/2

(α íåñîèçìåðèì ñ π),
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n−1∑
k=0

∑
m

amkP
mRk

α

∥∥∥∥∥ >
(
n−1∑
k=0

∑
m

|amk|2
)1/2

(α ñîèçìåðèì ñ π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî óãîë α íåñîèç-

ìåðèì ñ π. Çàôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè êðóã B = B(x0; ε) c öåíòðîì â

ëþáîé òî÷êå x0 6= 0 íàñòîëüêî ìàëîãî ðàäèóñà ε, ÷òî âñå êðóãè Bmk =

B(pmx0
−kα; pmε) ïîïàðíî íåïåðåñåêàþòñÿ, êîãäà èíäåêñû m è k ïðîáåãàþò

ïðèñóòñòâóþùèå â ðàññìàòðèâàåìîì îïåðàòîðå çíà÷åíèÿ. Ýòî âîçìîæíî,

ïîñêîëüêó âñå òî÷êè pmx0
−α ðàçëè÷íû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χB(x) õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýòîãî êðóãà. Îáðàçîì ýòîé ôóíêöèè ïîä äåéñòâèåì

îïåðàòîðà
∑
amkP

mRk
α áóäåò ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ s(x), ïðèíèìàþùàÿ çíà÷å-

íèÿ amkp−m â êðóãàõ Bmk è ðàâíàÿ íóëþ âíå ýòèõ êðóãîâ. Î÷åâèäíî,

‖s‖2
L2(R2) =

∑
|amk|2p−2mµ(Bmk) = µ(B)

∑
|amk|2,

â òî âðåìÿ, êàê ‖χB‖2
L2(R2) = µ(B). Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû îïåðàòîðà âû-

òåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà α ñîèçìåðèì ñ π, ïîëíîñòüþ àíàëî-

ãè÷íî.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü óãîë α íåñîèçìåðèì ñ π. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìàê-

ñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆p,α àëãåáðû Ap,α ãîìåîìîðôíî òîðó T2 = {(λ,w) ∈
C2 : |λ| = |w| = 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ âíà÷àëå ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäå-

íèé, ÷òî ∆p,α ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó òîðà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäàííîå ôîðìóëîé φ(h) = (P̂ (h), R̂α(h)) îòîáðàæå-

íèå φ : ∆p,α → C2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãåëüôàíäà è òîïîëîãèè

∆p,α ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êàæ-

äîé èç êîîðäèíàò â îòäåëüíîñòè � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,

êîãäà êîìïëåêñíûé ãîìîìîðôèçì h ïðîáåãàåò âñå ïðîñòðàíñòâî ∆p,α, ÷èñëà

h(P ) è h(Rα) ïðîáåãàþò ñïåêòðû îïåðàòîðîâ P èRα â àëãåáðå Ap,α, à ñïåêòð

ýëåìåíòà îäèí è òîò æå âî âñåõ B∗-àëãåáðàõ, åãî ñîäåðæàùèõ [15, òåîðåìà

11.29].



� 23 �

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî φ(h1) = φ(h2), ò.å. h1(P ) = h2(P ) è h1(Rα) =

h2(Rα), òî çíà÷åíèÿ ãîìîìîðôèçìîâ h1 è h2 áóäóò ñîâïàäàòü íà êîíå÷íûõ

ñóììàõ
∑
amkP

mRk
α. Â ñèëó ïëîòíîñòè ïîñëåäíèõ â Ap,α ïîëó÷àåì h1 = h2.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå φ âçàèìíî îäíîçíà÷íî è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ∆p,α íà íåêîòîðûé êîìïàêò K ⊂ T2 (ëþáîå íåïðå-

ðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà â õà-

óñäîðôîâî åñòü ãîìåîìîðôèçì).

Ïåðåíîñÿ ôóíêöèè ñ ∆p,α íà K ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ φ−1, ïîëó÷àåì

íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ãåëüôàíäà-Íàéìàðêà èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì

àëãåáðû Ap,α íà àëãåáðó C(K). Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå îïåðàòîðó

T (P,Rα) =
∑

amkP
mRk

α

îòâå÷àåò ðàññìàòðèâàåìàÿ íà K ôóíêöèÿ

t(λ,w) =
∑

amkλ
mwk =

∑
amke

i(mθ+kη)

(âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäñòàâëåíèåì λ = eiθ, w = eiη, θ è η � âåùåñòâåííûå

ïàðàìåòðû), à èçîìåòðèÿ îçíà÷àåò, ÷òî

‖T (P,Rα)‖ = sup {|t(λ,w)| : (λ,w) ∈ K} .

Ñîåäèíÿÿ ýòîò âûâîä ñ ðåçóëüòàòîì ëåììû 2.1, ïðèõîäèì ê îöåíêå(∑
|amk|2

)1/2
6 sup

{∣∣∣∑ amke
i(mθ+kη)

∣∣∣ : (eiθ, eiη) ∈ K
}
. (1.1)

Ýòà îöåíêà âûðàæàåò ñëåäóþùåå êëþ÷åâîå ñâîéñòâî êîìïàêòà K: ðàâíî-

ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ê íóëþ íà ìíîæåñòâåK ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ îáåñïå÷èâàåò åå ñõîäè-

ìîñòü ê íóëþ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà âñåì òîðå T2. Òàêîå âîçìîæíî

òîëüêî ïðè K = T2. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî T2 \K
íåïóñòî. Â ñèëó òîãî, ÷òî îíî îòêðûòî, ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ

f ∈ C∞(T2), îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü íà K. ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôó-

ðüå ýòîé ôóíêöèè åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû, ñõîäÿùèåñÿ ê f â

L2(T2) è ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóþùèå f , ò.å. ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ, íà

K. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îöåíêîé (2.4). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü óãîë α ñîèçìåðèì ñ π è n � íàèìåíüøåå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî nα êðàòíî 2π. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ

èäåàëîâ ∆p,α àëãåáðû Ap,α ãîìåîìîðôíî äèçúþíêòíîìó îáúåäèíåíèþ n ýê-

çåìïëÿðîâ îêðóæíîñòè S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1 ìû ïîêàçûâàåì

ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ φ(h), ÷òî àëãåáðà Ap,α èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà

àëãåáðå C(K) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæå-

ñòâå K ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

S× {w0, w1, . . . , wn−1}, wk = ei2πk/n.

Îáîçíà÷èì Kk = {λ ∈ S : (λ,wk) ∈ K}. Îïåðàòîðó

T (P,Rα) =
∑

am0P
m +

∑
am1P

mRα + . . .+
∑

am,n−1P
mRn−1

α

òåïåðü îòâå÷àåò íàáîð ôóíêöèé

tk(λ) ≡ t(λ,wk) =
∑

am0λ
m +

∑
am1λ

mwk + . . .+
∑

am,n−1λ
mwn−1

k ,

(λ ∈ Kk, k = 0, 1, . . . , n− 1). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖T (P,Rα)‖ = sup
k

sup{|tk(λ)| : λ ∈ Kk}. (1.2)

Çàôèêñèðóåì èíäåêñ j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} è ïîëîæèì

am0 = am, am1 = amw
−1
j , . . . , am,n−1 = amw

1−n
j .

Äëÿ îïåðàòîðà ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè èìååì

tk(λ) = (1 + w−1
j wk + . . .+ (w−1

j wk)
n−1)

∑
amλ

m.

Åñëè k 6= j, òî 1 + w−1
j wk + . . .+ (w−1

j wk)
n−1 =

= 1 + ei2π(k−j)/n + . . .+ ei2π(k−j)(n−1)/n = (ei2π(k−j)/n − 1)−1(ei2π(k−j)− 1) = 0.

Ïîýòîìó ñóïðåìóì â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.2) äîñòèãàåòñÿ ïðè k = j è

ðàâåí sup{|tj(λ)| : λ ∈ Kj}. Êîìáèíèðóÿ (1.2) ñ ëåììîé 2.1, ïîëó÷àåì(∑
|am|2

)1/2
6
√
n sup

{∣∣∣∑ ame
imθ
∣∣∣ : eiθ ∈ Kj ⊂ S

}
.

Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïîñëåäíåì àáçàöå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 2.1, ñ çàìåíîé T2 íà S, âûâîäèì Kj = S. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
j = 0, 1, . . . , n− 1, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Èç îïèñàííîãî âûøå èçîìîðôèçìà âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëî-

æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðîâ àëãåáðû Ap,α.

Ñëåäñòâèå 1.1. Îïåðàòîð T (P,Rα) : L2(R2) → L2(R2) ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t(λ,w) > 0 ïðè âñåõ λ,w ∈ C
òàêèõ, ÷òî |λ| = |w| = 1, â ñëó÷àå óãëà α íåñîèçìåðèìîãî ñ π, è tk(λ) =

t(λ,wk) > 0 ïðè |λ| = 1 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n − 1 â ñëó÷àå, åñëè óãîë α

ñîèçìåðèì ñ π.

Ïðèìåð 1.1. Çàïèøåì óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå L2(R2) ýðìèòîâîé ÷àñòè îïåðàòîðà

u(x) 7→ u(x) + au(p−1x) + bu(xα) (a, b ∈ C). (1.3)

Åñëè α íåñîèçìåðèì ñ π, òî cèìâîëîì îïåðàòîðà I + apP + bRα áóäåò âû-

ðàæåíèå 1 + apλ + bw, â êîòîðîì λ è w íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò åäèíè÷-

íûå îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû òðåáóåì ïîëîæèòåëüíîñòè âûðàæåíèÿ

Re
(
1 + p|a|ei(θ+arg a) + |b|ei(η+arg b)

)
äëÿ âñåõ θ, η ∈ R, ÷òî, î÷åâèäíî, ðàâíî-

ñèëüíî óñëîâèþ p|a|+ |b| < 1.

Åñëè æå óãîë α ñîèçìåðèì ñ π, òî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïå-

ðàòîðà (1.3) ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâàì

1 + p|a| cos(θ + arg a) + Re(bwk) =

= 1+p|a| cos(θ+arg a)+|b| cos(arg b+2πk/n) > 0 (θ ∈ R; k = 0, 1, . . . , n−1)

èëè p|a| − |b| cos(arg b+ 2πk/n) < 1 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïóñòü, íàïðèìåð, α = π, òîãäà çàïèñàííîå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óñëîâèå

ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âûãëÿäèò òàê: p|a|+ |Re b| < 1.

Ïóñòü α = 2π/3. Åñëè b > 0, òî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä p|a|+ b/2 < 1, à

åñëè b < 0, òî p|a|+ |b| < 1.

Ïðèìåð 1.2. Äëÿ ïðîâåðêè ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýðìèòîâîé ÷à-

ñòè îïåðàòîðà u(x) 7→ u(x) + au(p−1xα) (îïåðàòîðà I + paPRα) ñëåäóåò

ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî 1 + p|a| cos(θ + η + arg a) > 0 (θ, η ∈ R) ëèáî

íåðàâåíñòâà

1 + p|a| cos(θ + 2πk/n+ arg a) > 0 (θ ∈ R; k = 0, 1, . . . , n− 1).
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Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíò â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè: p|a| <
1.

Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà T (P,Rα) îäíè è òå æå

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé α íåñîèçìåðèìûõ c π. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê ìû âè-

äèì, ýòî íå òàê. Â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåæäó äâóìÿ

ðàññìàòðèâàåìûìè ñëó÷àÿìè.

1.2 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Îïðåäåëèì îïåðàòîð T (P,Rα) íà

ôóíêöèÿõ èç L2(Ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïðî-

äîëæàåòñÿ íóëåì â R2 \ Ω, çàòåì ê ýòîìó ïðîäîëæåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ äåé-

ñòâóþùèé â L2(R2) îïåðàòîð T (P,Rα), à ïîñëå ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðà-

òîðà ñóæàåòñÿ íà Ω. Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå èìååì îãðà-

íè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T (P,Rα) : L2(Ω) → L2(Ω), ïðè÷åì èç ïîëî-

æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà T (P,Rα) â L2(R2) ñëåäóåò, î÷åâèäíî,

åãî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü â L2(Ω).

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

µu+ div(T (P,Rα)∇u) = f(x) (x ∈ Ω), u|∂Ω = 0. (1.4)

Çäåñü µ ∈ C � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, f ∈ L2(Ω).

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.4) íàçîâåì ôóíêöèþ u ∈ H̊1(Ω), óäî-

âëåòâîðÿþùóþ ïðè âñåõ v ∈ H̊1(Ω) èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

µ(u, v)L2(Ω) − (T (P,Rα)∇u,∇v)L2
2(Ω) = (f, v)L2(Ω).

Íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì T (P,Rα) ñ êîýôôèöèåíòàìè amk áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü àíàëîãè÷íûé îïåðàòîð T̃ (P,Rα), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû

amk cos kα.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω, ñîäåðæàùåé íà÷àëî

êîîðäèíàò, óñëîâèå

Re t̃(λ,w) > 0 (|λ| = |w| = 1) (α íåñîèçìåðèì ñ π),
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ëèáî

Re t̃(λ,wk) > 0 (|λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n− 1) (α ñîèçìåðèì ñ π)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòîÿííûõ

c1 > 0, c2 > 0 òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ C∞0 (Ω) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(òèïà Ãîðäèíãà)

Re (T (P,Rα)∇u,∇u)L2
2(Ω) > c1‖u‖2

H1(Ω) − c2‖u‖2
L2(Ω). (1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

íåðàâåíñòâî (1.5) íà êëàññå C∞0 (Ω) ðàâíîñèëüíî îöåíêå

Re
2∑
j=1

(
T (P,Rα)uxj , uxj

)
L2(R2)

> c1‖|∇u|‖2
L2(R2) (1.6)

íà âñåì êëàññå C∞0 (R2). Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñäåëàâ â èíòåãðàëàõ çàìåíó

ïåðåìåííûõ y = τx, τ > 1:

Re
2∑
j=1

(
T (P,Rα)vyj , vyj

)
L2(τΩ)

> c1‖|∇v|‖2
L2(τΩ) − (c2 − c1)τ

−2‖v‖2
L2(τΩ)

(v ∈ C∞0 (τΩ)).

Ïîñêîëüêó Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.6) äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè u ∈ C∞0 (R2).

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ïëàíøåðåëÿ, ïåðåéäåì â (1.6) ê ïðåîáðà-

çîâàíèþ Ôóðüå ũ(ξ). Çàìåòèì, ÷òî â îáðàçàõ Ôóðüå îïåðàòîðó P îòâå÷àåò

ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð P ∗ = P−1, à îïåðàòîð Rα ïåðåõîäèò â Rα. Òàêèì

îáðàçîì áóäåì èìåòü

Re
2∑
j=1

∫
R2

ξjũ(ξ)T (P ∗, Rα)[ξjũ(ξ)] dξ > c1

∫
R2

|ξ|2|ũ(ξ)|2 dξ

èëè

Re
2∑
j=1

∫
R2

|ξ|−1ξjv(ξ)T (P ∗, Rα)[|ξ|−1ξjv(ξ)] dξ > c1‖v‖2
L2(R2), (1.7)
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ãäå v(ξ) îáîçíà÷àåò |ξ|ũ(ξ). Ïîñêîëüêó

ξ1

|ξ|
v(ξ)P ∗mRk

α

[
ξ1

|ξ|
v(ξ)

]
=
ξ2

1 cos kα− ξ1ξ2 sin kα

|ξ|2
v(ξ)P ∗mRk

αv(ξ),

ξ2

|ξ|
v(ξ)P ∗mRk

α

[
ξ2

|ξ|
v(ξ)

]
=
ξ1ξ2 sin kα + ξ2

2 cos kα

|ξ|2
v(ξ)P ∗mRk

αv(ξ)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξ1

|ξ|
v(ξ)P ∗mRk

α

[
ξ1

|ξ|
v(ξ)

]
+
ξ2

|ξ|
v(ξ)P ∗mRk

α

[
ξ2

|ξ|
v(ξ)

]
= v(ξ) cos kαP ∗mRk

αv(ξ),

ñòîÿùåå ïîä èíòåãðàëîì â ëåâîé ÷àñòè (1.7) âûðàæåíèå åñòü â òî÷íîñòè

v(ξ) T̃ (P ∗, Rα)v(ξ), à ñàìî íåðàâåíñòâî (1.7) ïðèíèìàåò âèä

Re
(
T̃ (P ∗, Rα)v, v

)
L2(R2)

> c1‖v‖2
L2(R2). (1.8)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ó÷àñòâóþùèõ â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ôóíê-

öèé v ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â L2(R2), êîãäà u ïðîáåãàåò âñå ïðîñòðàí-

ñòâî C∞0 (R2). Äåéñòâèòåëüíî, â L2(R2) ïëîòíû ôóíêöèè ϕ ∈ L2(R2) ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì, íå ïåðåñåêàþùèìñÿ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ôóíêöèè èç C∞0 (R2) ïëîòíû â H1(R2). Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ ũm îáðàçîâ Ôóðüå ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ïî òåîðåìå Ïëàíøåðå-

ëÿ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ âèäà ψ = ϕ/|ξ| â ñëåäóþùåì
ñìûñëå: ∫

R2

(1 + |ξ|2)|ũm − ψ|2 dξ → 0, m→∞.

Ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî
∫
R2 ||ξ|ũm − ϕ|2 dξ → 0, m→∞.

Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.8), à, çíà÷èò, è èñõîäíîå íåðà-

âåíñòâî (1.5), åñòü óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè â L2(R2) ýðìè-

òîâîé ÷àñòè îïåðàòîðà T̃ (P ∗, Rα). Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 2.1 ïîñëåäíåå ýêâèâà-

ëåíòíî ëèáî àëãåáðàè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó Re t̃(λ̄, w) > 0 ïðè |λ| = |w| = 1,

ëèáî Re t̃(λ̄, wk) > 0 ïðè |λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n − 1. Ïîíÿòíî, ÷òî λ̄ çäåñü

ìîæíî çàìåíèòü íà λ. Íåðàâåíñòâî (1.5) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè c2 = 0

è c1 = min Re t̃(λ,w) (c1 = min Re t̃(λ,wk)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîð-

äèíàò è âûïîëíåíî óñëîâèå

Re t̃(λ,w) > 0 (|λ| = |w| = 1) (α íåñîèçìåðèì ñ π),
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Re t̃(λ,wk) > 0 (|λ| = 1; k = 0, 1, . . . , n− 1) (α ñîèçìåðèì ñ π).

Òîãäà ñïåêòð êðàåâîé çàäà÷è (1.4) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè è ðàñïîëàãàåòñÿ âíóòðè ñèììåòðè÷-

íîãî óãëà ñ âåðøèíîé â íóëå, îõâàòûâàþùåãî ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåí-

íóþ ïîëóîñü, ðàñòâîðà ìåíüøå π. Â ÷àñòíîñòè, ïðè µ = 0 êðàåâàÿ çà-

äà÷à (1.4) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ ôóíêöèé

f ∈ L2(Ω). Ïðè ëþáîì µ ∈ C çàäà÷à (1.4) ôðåäãîëüìîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà íåðàâåíñòâå (1.5) è ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðò-

íûìè ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ñì., íàïðèìåð, [9, 20, 39]. Ýòîò

ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà áóäåò îïèñàí âî âòîðîé ãëàâå, à çäåñü ìû òàêèå æå

âûêëàäêè îïóñêàåì. Â ïðèìåðàõ íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ Ω.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì â Ω óðàâíåíèå

−
2∑
j=1

(
uxj(x) + auxj(p

−1x) + buxj(−(x1 +
√

3x2)/2, (
√

3x1 − x2)/2)
)
xj

=

= f(x) (x ∈ Ω),

â êîòîðîì α = 2π/3. Ïóñòü b ∈ R. Êîìáèíèðóÿ ïðèìåð 1.1 ñ òåîðåìîé 1.3,
ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðè óñëîâèè p|a| − b/4 < 1, åñëè b < 0, è

ïðè óñëîâèè p|a| + b/2 < 1, åñëè b > 0. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ îäíîçíà÷-

íîé ðàçðåøèìîñòè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íå òîëüêî ñ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé

êîýôôèöèåíòà â óðàâíåíèè, íî è ñ åãî ñèãíàòóðîé.

Ïðèìåð 1.4. Äëÿ óðàâíåíèÿ

−
2∑
j=1

(uxj(x) + ap−1uxj(p
−1(x1 cosα− x2 sinα), p−1(x1 sinα + x2 cosα))xj =

= f(x) (x ∈ Ω)

èëè, êîðîòêî,

−div((I + aPRα)∇u) = f(x) (x ∈ Ω)
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èìååì T (P,Rα) = I + aPRα, T̃ (P,Rα) = I + a cosαPRα. Êàêîâ áû íè áûë

óãîë α, åñëè |a cosα| < 1, òî çàäà÷à Äèðèõëå èìååò åäèíñòâåííîå îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ f ∈ L2(Ω). Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = π/2, çàäà÷à

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáûõ p > 1 è a ∈ C. Òî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

óñëîâèå íà a è p ïðîïàäàåò, èìååò ýëåìåíòàðíîå îáúÿñíåíèå: ïðè ôîðìàëü-

íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîëó÷àåì

2∑
j=1

(uxj(x) + ap−1uxj(−x2/p, x1/p))xj = ∆u(x).

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíà óðàâíåíèþ ïðèìåðà 1.4 è íåêî-

òîðûì åãî ìîäèôèêàöèÿì. Ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò ðàññìîòðåíû áîëåå ïî-

äðîáíî, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ. Îäíàêî íà îáëàñòü Ω áóäåò

íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Êîìïîçèöèþ PRα, ÿâëÿþùóþñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì â L2(R2), áóäåì

îáîçíà÷àòü Pα,

Pαu(x) = p−1u(p−1xα) = p−1u(p−1(x1 cosα−x2 sinα), p−1(x1 sinα+x2 cosα)).

Î÷åâèäíî,

P ∗αu(x) = P−1
α u(x) = pu(px−α).

Êðîìå òîãî, äëÿ ôóíêöèé â R2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

∇Pαu = p−1Pα∇−αu, (1.9)

div(Pα∇u) = p cosα∆Pαu = p−1 cosαPα∆u. (1.10)

Â ôîðìóëå (1.9) èñïîëüçóåòñÿ êðàòêîå îáîçíà÷åíèå ∇−αu äëÿ îïåðàöèè ïî-
âîðîòà âåêòîðà ãðàäèåíòà íà óãîë (−α):

∇−αu =

(
ux1 cosα + ux2 sinα

−ux1 sinα + ux2 cosα

)
.

Ðàâåíñòâà (1.9), (1.10) ìîæíî ïîíèìàòü êàê äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé, òàê è â

ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îíè ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ôîðìó-

ëà (1.10) â ÷àñòíîñòè âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà èíâàðè-

àíòåí îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðà íåçàâèñèìûõ
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ïåðåìåííûõ. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû ñ ó÷àñòèåì P−1
α âìåñòî

Pα:

∇P−1
α u = pP−1

α ∇αu, (1.11)

div(P−1
α ∇u) = p−1 cosα∆P−1

α u = p cosαP−1
α ∆u. (1.12)

Ëåììà 1.4. Îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω) îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ

−div((I + aPα)∇u) = f(x) (x ∈ Ω) (1.13)

� òî æå, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-

íåíèÿ

−∆(I + ap cosαPα)u = f(x) (x ∈ Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè u ∈ C∞0 (Ω) è v ∈ C∞0 (Ω), èíòåãðè-

ðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.12), áóäåì èìåòü

((I + aPα)∇u,∇v)L2
2(Ω) = (∇u, (I + aP−1

α )∇v)L2
2(Ω) =

= −(u, div((I + aP−1
α )∇v))L2(Ω) = −(u, (I + ap cosαP−1

α )∆v))L2(Ω).

Â ñèëó ïëîòíîñòè C∞0 (Ω) â H1(Ω) ýòî ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, î÷åâèä-

íî, íà âñå ôóíêöèè ∈ H̊1(Ω). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(∇(I + ap cosαPα)u,∇v)L2
2(Ω) = −((I + ap cosαPα)u,∆v))L2(Ω) =

= −(u, (I + ap cosαP−1
α )∆v))L2(Ω)

ïðè âñåõ u ∈ H̊1(Ω) è v ∈ C∞0 (Ω). Îñòàåòñÿ ïîëó÷åííîå äëÿ v ∈ C∞0 (Ω)

ðàâåíñòâî

((I + aPα)∇u,∇v)L2
2(Ω) = (∇(I + ap cosαPα)u,∇v)L2

2(Ω)

ïðîäîëæèòü íà âñå ôóíêöèè v ∈ H̊1(Ω).

Ñïåêòð îïåðàòîðà Pα : L2(R2) → L2(R2) òàêæå ñîâïàäàåò ñî âñåé åäè-

íè÷íîé îêðóæíîñòüþ. Ïðè |λ| > 1 äëÿ åãî ðåçîëüâåíòû ñïðàâåäëèâî ïðåä-

ñòàâëåíèå

(λI − Pα)−1 = λ−1(I − λ−1Pα)−1 = λ−1
∞∑
k=0

λ−kP k
α =

∞∑
k=0

λ−(k+1)P k
α ,
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ïîñêîëüêó ‖λ−1Pα‖ < 1. Òàêèì îáðàçîì,

(λI − Pα)−1u(x) =
∞∑
k=0

λ−(k+1)p−ku(p−kxkα), åñëè |λ| > 1. (1.14)

Ïðè |λ| < 1, íàîáîðîò, èìååì

(λI − Pα)−1 = −P−1
α (I − λP−1

α )−1 = −P−1
α

∞∑
k=0

λkP−kα = −
∞∑
k=1

λk−1P−kα ,

ïîñêîëüêó ‖λP−1
α ‖ < 1. Ïîëó÷àåì

(λI − Pα)−1u(x) = −
∞∑
k=1

λk−1pku(pkx−kα), åñëè |λ| < 1. (1.15)

Íà îñíîâå ôîðìóë (1.14), (1.15) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,

ñâÿçàííûé ñ äåéñòâèåì îïåðàòîðà λI−Pα â ïðîñòðàíñòâàõ ÑîáîëåâàHs(Ω).

Ëåììà 1.5. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, èíâàðèàíòíàÿ îò-

íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò x 7→ p−1xα, à èìåííî,

Ω ⊂ pΩ−α = {px−α ∈ R2 : x ∈ Ω}. (1.16)

Òîãäà

à) åñëè |λ| > 1, òî îïåðàòîð λI − Pα : Hs(Ω)→ Hs(Ω) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì (ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì) äëÿ âñåõ s = 0, 1, . . .;

á) åñëè |λ| < p−s äëÿ íåêîòîðîãî s = 0, 1, . . ., òî èçîìîðôèçìîì áóäåò

îïåðàòîð λI − Pα : H̊s(Ω)→ H̊s(pΩ−α).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Î÷åâèäíî, îïåðàòîð λI −Pα : Hs(R2)→ Hs(R2) îãðà-

íè÷åí äëÿ ëþáîãî s = 0, 1, . . .. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðà-

òîð (λI − Pα)−1 : L2(R2) → L2(R2), äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè u ∈ L2(R2)

ïî ôîðìóëå (1.14). Ïðè u ∈ H1(R2) ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà

(1.14) èìåþò âèä λ−(k+1)∇P k
αu = λ−(k+1)p−kP k

α∇−kαu. Ïîëó÷àåì∥∥∥|λ−(k+1)∇P k
αu|
∥∥∥
L2(R2)

= |λ|−(k+1)p−k
∥∥|P k

α∇u|
∥∥
L2(R2)

=

= |λ|−(k+1)p−k ‖|∇u|‖L2(R2) ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â (1.14) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è â H1(R2).

Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî ñ ïðîèçâîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ: ïðè êàæäîì



� 33 �

ñëåäóþùåì äèôôåðåíöèðîâàíèè ÷ëåíà ðÿäà (1.14) âîçíèêàåò óëó÷øàþùèé

ñõîäèìîñòü ðÿäà ìíîæèòåëü p−k. Èòàê, λI − Pα íåïðåðûâíî è âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Hs(R2) íà ñåáÿ äëÿ ëþáîãî s = 0, 1, . . .

ïðè |λ| > 1. Äàëåå, äëÿ u ∈ Hs(R2) ïîëîæèì v = (λI−Pα)u ∈ Hs(R2). Áëà-

ãîäàðÿ óñëîâèþ (1.16) ñóæåíèå îáðàçà v|Ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñóæåíè-
åì u|Ω, òàê ÷òî λI−Pα êîððåêòíî îïðåäåëåí è êàê îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð â Hs(Ω) äëÿ òàêèõ îáëàñòåé Ω. Ïðè ýòîì ôîðìóëà (1.14), ïîñòðî-

åííàÿ ëèøü íà íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ îïåðàòîðà Pα, ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñóæåíèå ïðîîáðàçà u|Ω òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñóæåíèåì v|Ω. Òåì
ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â (1.14) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì

ê îïåðàòîðó λI − Pα : Hs(Ω)→ Hs(Ω).

á) Óñëîâèå |λ| < p−s, â ñâîþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü s-

êðàòíîãî ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà â ôîðìóëå (1.15). Äëÿ òà-

êèõ λ îïåðàòîð λI−Pα òàêæå íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæà-
åò ïðîñòðàíñòâî Hs(R2) íà ñåáÿ. Äàëåå, åñëè ôóíêöèÿ u ∈ H̊s(Ω) ïðîäîë-

æåíà íóëåì â R2, òî îíà ïðèíàäëåæèò Hs(R2), åå îáðàç v = (λI − Pα)u èç

Hs(R2) ðàâåí íóëþ âíå pΩ−α, à ñóæåíèå v íà pΩ−α ïðèíàäëåæèò H̊s(pΩ−α) â

ñèëó óñëîâèÿ (1.16). Íàîáîðîò, åñëè v � ïðîäîëæåííàÿ íóëåì â R2 ôóíêöèÿ

èç H̊s(pΩ−α), òî êàê ïîêàçûâàåò ôîðìóëà (1.15), åå ïðîîáðàç u èç Hs(R2)

ðàâåí íóëþ âíå Ω (ñóììèðîâàíèå â (1.15) íà÷èíàåòñÿ ñ k = 1) è ñóæåíèå u

íà Ω ïðèíàäëåæèò H̊s(Ω). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðè |λ| = 1, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñâîéñòâà îïåðà-

òîðà λI − Pα, äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, áëèçêè

â íåêîòîðîì ñìûñëå ê ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ïóíêòå à) ëåììû 1.5 (ñëó÷àé

|λ| > 1).

Ëåììà 1.6. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (1.16), |λ| = 1, u ∈ L2(Ω) è v = (λI − Pα)u. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

u(x) â Ω ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

u(x) =
∞∑
k=0

λ−(k+1)p−kv(p−kxkα) (x ∈ Ω), (1.17)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ â L2(Ω). Ïðè ýòîì, åñëè v ∈ Hs(Ω), òî è u ∈ Hs(Ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1.17), ïîäñòàâëÿÿ âìå-

ñòî v(x) âûðàæåíèå λu(x)− p−1u(p−1xα):

λ−1(λu(x)− p−1u(p−1xα)) + λ−2p−1(λu(p−1xα)− p−1u(p−2x2α)) + . . .

+λ−Mp−M+1(λu(p−M+1x(M−1)α)− p−1u(p−MxMα)) =

= u(x)− (pλ)−Mu(p−MxMα).

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå:

‖λ−MPM
α u‖2

L2(Ω) = p−2M

∫
Ω

|u(p−MxMα)|2 dx =

=

∫
p−MΩMα

|u(y)|2 dy → 0, M →∞,

â ñèëó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà è î÷åâèäíîãî ñîîòíî-

øåíèÿ mes(p−MΩMα) = p−2Mmes(Ω). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû ïîëó÷à-

åòñÿ ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (1.17).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå âåêòîðíûé âàðèàíò ÷àñòè óòâåðæäåíèé ëåììû

1.6 è ïóíêòà à) ëåììû 1.5.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (1.16). Òîãäà

à) åñëè |λ| > 1, òî îïåðàòîð u 7→ λu−Pαu−α ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé L2
2(Ω);

b) åñëè |λ| = 1, u ∈ L2
2(Ω) è v = λu− Pαu−α ∈ L2

2(Ω), òî u ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â L2
2(Ω) ðÿäîì

u(x) =
∞∑
k=0

λ−(k+1)P k
αv−kα(x) (x ∈ Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ïðè |λ| > 1

îïåðàòîð u 7→ v := λu − Pαu−α èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé â L2
2(R2),

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

u =
∞∑
k=0

λ−(k+1)P k
αv−kα
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(‖Pαu−α‖L2
2(R2) = ‖u‖L2

2(R2)). Ïåðåõîä îò R2 ê îáëàñòè Ω, à òàêæå ê çíà÷å-

íèÿì |λ| = 1 âïîëíå àíàëîãè÷åí èçëîæåííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåìì 1.5

è 1.6.

Ïðèâåäåííîå íèæå óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò ïðèìåðà 1.4 è, êðî-

ìå òîãî, ñîäåðæèò àëãîðèòì ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Ôîðìàëüíî, ðåøåíèå

ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî â óðàâíåíèè (1.13) ñëåäóåò �ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü�

ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð I + aPα, à çàòåì ïðèìåíèòü ê îáåèì ÷àñòÿì

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð (I + ap−1 cosαPα)−1. Îäíàêî, èìåÿ äåëî ñ îáîá-

ùåííûì ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü â

èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (1.16) è 0 6= |a cosα| 6 1. Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

(1.13) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω) ïðè ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ L2(Ω). Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

−∆u(x) = (I + ap−1 cosαPα)−1f(x) (x ∈ Ω), u|∂Ω = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû (1.4) îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω) çà-

äà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.13) îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî òîæäå-

ñòâà

(∇(I + ap cosαPα)u,∇v)L2
2(Ω) = (f, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)). (1.18)

Îáîçíà÷èì ω = (I + ap cosαPα)u, òîãäà ∇ω = ∇u + a cosαPα∇−αu. Ïî
ëåììå 1.7 ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà 0 6= |a cosα| 6 1 áóäåì èìåòü

∇u =
∞∑
k=0

(−a cosα)kP k
α∇−kα ω. (1.19)

Âìåñòå ñ êàæäîé ôóíêöèåé v ∈ H̊1(Ω) ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(1.18) ôóíêöèþ P−kα v (k = 1, 2, . . .): â ñèëó óñëîâèÿ (1.16) ïîñëåäíÿÿ òàêæå

ïðèíàäëåæèò H̊1(Ω). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.11) ïîëó÷èì

(∇ω, pkP−kα ∇kαv)L2
2(Ω) = (f, P−kα v)L2(Ω)
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èëè, ïåðåíîñÿ âðàùåíèå âåêòîðà ãðàäèåíòà è ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð

P−kα ñ ∇v íà ∇ω (â âèäå ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé),

(P k
α∇−kα ω,∇v)L2

2(Ω) = p−k(P k
αf, v)L2(Ω).

Óìíîæàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà íà (−a cosα)k, ñóììèðóÿ ïî âñåì èíäåêñàì

k = 0, 1, . . . è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.19), ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

(∇u,∇v)L2
2(Ω) = (g, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)), (1.20)

îïðåäåëÿþùåìó îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà −∆u = g â â îáëàñòè Ω ñ ôóíêöèåé

g =
∞∑
k=0

(−ap−1 cosα)kP k
αf = (I + ap−1 cosαPα)−1f ∈ L2(Ω).

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ïðè ïîìîùè ïîäîáíûõ âûêëàäîê òîæäåñòâî (1.18) âû-

âîäèòñÿ èç òîæäåñòâà (1.20). Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èç L2(Ω).

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ïðåäëîæåíèè 1.1 íåÿâíî ñîäåðæèòñÿ è óòâåðæäåíèå

î ãëàäêîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u, ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà

ê çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1.1

ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð (I + ap−1 cosαPα)−1 îãðàíè÷åí ïî ëåììå 1.5 íå

òîëüêî â L2(Ω), íî è âî âñåé øêàëå ïðîñòðàíñòâ ÑîáîëåâàHs(Ω) (s > 0), òàê

÷òî äëÿ ãëàäêîñòè u â Ω îñòàåòñÿ íàëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå òðåáîâàíèÿ

íà ∂Ω. Òàê, õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [10]), ÷òî åñëè g ∈ Hs(Ω) è

∂Ω ∈ Cs+2, òî u ∈ Hs+2(Ω) è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖u‖Hs+2(Ω) 6 c1‖g‖Hs(Ω) 6 c2‖f‖Hs(Ω).

Ñòîèò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî ïðè |a cosα| = 1 óðàâíåíèå (1.13) óæå íå

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì. Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçûâàåò ïðåäëîæå-

íèå 1.1, è â ýòîì ñëó÷àå êðàåâàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ñóùåñòâåí-

íûì äîïîëíåíèåì ê ïðåäëîæåíèþ 1.1 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò íèæå. Îêàçûâà-

åòñÿ, ïðè |a cosα| > 1 êðàåâàÿ çàäà÷à ïåðåñòàåò áûòü êîððåêòíîé è ñòàíî-

âèòñÿ �ñèëüíî� íåäîîïðåäåëåííîé.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñèëåííîìó óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè

Ω ⊂ pΩ−α (1.21)

è |a cosα| > 1. Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.13) èìååò îáîá-

ùåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω), ïðè÷åì ïðè f = 0 ñó-

ùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé

ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ëåììû 1.4 ðå÷ü èäåò îá îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆(I + ap cosαPα)u = f(x) (x ∈ Ω).

Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû |ap cosα|−1 < p−1, îïåðàòîð

I + ap cosαPα = ap cosα ((ap cosα)−1I + Pα)

â ñèëó ïóíêòà á) ëåììû 1.5 íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò

ïðîñòðàíñòâî H̊1(Ω) íà âñå ïðîñòðàíñòâî H̊1(pΩ−α).

Ïîñòðîèì òåïåðü ôóíêöèþ ω â pΩ−α ⊃ Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

ω1 ∈ H̊1(Ω) � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −∆ω1 = f

â Ω, à ω2 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç H̊1(pΩ−α \ Ω). Ïîëîæèì

ω(x) =

{
ω1(x), x ∈ Ω,

ω2(x), x ∈ pΩ−α \ Ω.

Î÷åâèäíî, ÷òî w ∈ H̊1(pΩ−α). Ïðîâåðèì, ÷òî ëåæàùàÿ â H̊1(Ω) ôóíêöèÿ

u = (I+ap cosαPα)−1ω åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H̊1(Ω) ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà

(∇(I+ap cosαPα)u,∇v)L2
2(Ω) = (∇ω,∇v)L2

2(Ω) = (∇ω1,∇v)L2
2(Ω) = (f, v)L2(Ω).

Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà Ω ôóíêöèÿ ω ñîâïàäàåò

ñ ω1. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì

öåëîå ñåìåéñòâî îáîáùåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, �ïàðàìåò-

ðèçîâàííîå� ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé èç H̊1(pΩ−α \ Ω).
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Çàìå÷àíèå 1.2. Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ïðåäëîæåíèè 1.1,

ïîñòðîåííûå â ïðåäëîæåíèè 1.2 ðåøåíèÿ íå îáÿçàíû áûòü ãëàäêèìè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè ïîñìîòðåòü â ýòîì ñëó÷àå íà âèä îáðàòíîãî îïåðàòîðà

(I + ap cosαPα)−1 =
∞∑
k=1

(−1)k−1(ap cosα)−kP−kα ,

òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ÷àñòè Ω\p−1Ωα îáëàñòè Ω ïîñòðîåííîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå u = (I + ap cosαPα)−1ω ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (ap cosα)−1ω2(px−α).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ω2 /∈ H2(pΩ−α \ Ω) (ëîêàëüíî), òî è ñóæåíèå u íà

Ω\p−1Ωα íå ïðèíàäëåæèò H2(Ω\p−1Ωα) (ëîêàëüíî). Òî æå ñàìîå îòíîñèò-

ñÿ ê ñóæåíèþ u íà p−1Ωα \ p−2Ω2α è ò.ä.

Òàêîå �ùåïåòèëüíîå� îòíîøåíèå ê âîïðîñó î ïåðåñòàíîâêå îïåðàöèè äè-

âåðãåíöèè è ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (1.13) îáîñíîâàíî.

Òàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî |a cosα| 6 p, íî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ãëàäêèå ðå-
øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, u ∈ H̊1(Ω)∩H2(Ω). Òàêèå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (1.13) ïî÷òè âñþäó, è åãî òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−(I + ap−1 cosαPα)∆u = f(x) (x ∈ Ω).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà íà êîýôôèöèåíòû ïî-ïðåæíåìó ñóùåñòâóåò îãðàíè-

÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð (I + ap−1 cosαPα)−1 : L2(Ω) → L2(Ω), è ìû

ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ −∆u = (I + ap−1 cosαPα)−1f , äëÿ

êîòîðîãî çàäà÷à Äèðèõëå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω) ∩H2(Ω)

è ‖u‖H2(Ω) 6 c‖f‖L2(Ω) (ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè îáëàäàåò íóæíîé

ãëàäêîñòüþ). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè 1 < |a cosα| 6 p îäíîâðåìåííî ñ áåñêî-

íå÷íîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì íåãëàäêèõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ãëàäêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ 1.13, íåïðå-

ðûâíî çàâèñÿùåå îò ïðàâîé ÷àñòè f .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

−div((I + bP−1
α )∇u) = f(x) (x ∈ Ω), (1.22)

b ∈ C, ñ îïåðàòîðîì P−1
α âìåñòî îïåðàòîðà Pα. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.3 ê

óðàâíåíèþ (1.22), ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîé
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ýëëèïòè÷íîñòè: |b cosα| < 1. Ýêâèâàëåíòíîé (ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ) çàïèñüþ óðàâíåíèÿ (1.22) áóäåò

−∆(I + bp−1 cosαP−1
α )u = f(x) (x ∈ Ω)

(ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 1.4). Çäåñü ñèòóàöèÿ ñ ðàçðåøèìîñòüþ â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ (1.13): îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå âñåãäà åäèíñòâåííî, íî ïðè |b cosα| > 1 çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

�ñèëüíî� ïåðåîïðåäåëåííîé.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (1.21). Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.22)

åäèíñòâåííî, ïðè ýòîì

à) åñëè 0 < |b cosα| < 1, òî âñÿêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå èìååò âèä

u(x) =
∞∑
k=0

(−b cosα)kω(pkx−α), (1.23)

ãäå w åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ −∆ω(x) = f(x) â Ω;

á) åñëè |b cosα| > 1, òî çàäà÷à ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ôóíêöèÿ f îðòîãîíàëüíà áåñêîíå÷íîìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó â L2(Ω).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (1.23) ôóíêöèþ ω ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ïðîäîëæåííîé íóëåì âíå Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

I + bp−1 cosαP−1
α = P−1

α (bp−1 cosα I + Pα).

Ïî ëåììå 1.5, ïóíêò á), îïåðàòîð (bp−1 cosαI + Pα) îñóùåñòâëÿåò èçîìîð-

ôèçì ïðîñòðàíñòâà H̊1(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî H̊1(pΩ−α). Íî â òàêîì ñëó÷àå,

î÷åâèäíî, ñàì îïåðàòîð I + bp−1 cosαP−1
α ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðî-

ñòðàíñòâà H̊1(Ω), à îáðàòíûé èìååò âèä

(I + bp−1 cosαP−1
α )−1 = (bp−1 cosαI + Pα)−1Pα =

∞∑
k=0

(−bp−1 cosα)kP−kα ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (1.23). Èòàê, çàìåíà (I + bp−1 cosαP−1
α )u = ω

ñâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà −∆ω(x) = f(x) â Ω.
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á) Â ýòîé ñèòóàöèè çàìåíà P−1
α u = ω ñâîäèò âîïðîñ íàõîæäåíèÿ îáîá-

ùåííîãî ðåøåíèÿ u ∈ H̊1(Ω) çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.22) ê îïðå-

äåëåíèþ ôóíêöèè ω ∈ H̊1(p−1Ωα) èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

(∇(I + p(b cosα)−1Pα)ω,∇v)L2
2(Ω) = p(b cosα)−1(f, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)),

êîòîðîå, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.1, ðàâíîñèëüíî òîæ-

äåñòâó

(∇ω,∇v)L2
2(Ω) = (g, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)),

ñ íîâîé ôóíêöèåé g = p2(pb cosα I + Pα)−1f ∈ L2(Ω). Çäåñü ìû ó÷ëè,

÷òî |b cosα|−1 6 1. Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ôóíêöèÿ ω, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîá-

ùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −∆ω = g â

Ω, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H̊1(p−1Ωα) è òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âíå

p−1Ωα. Òîãäà, î÷åâèäíî, è ôóíêöèÿ g äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íîëü â Ω\p−1Ωα.

Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî

(∇ω,∇v)L2
2(p−1Ωα) = (g, v)L2(p−1Ωα) (1.24)

ôàêòè÷åñêè âûïîëíåíî óæå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H1(p−1Ωα). Íåòðóä-

íî âèäåòü (ñì., íàïðèìåð, [9, ñòð. 30]), ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè

ω ∈ H̊1(p−1Ωα), óäîâëåòâîðÿþùåé (1.24) ïðè ëþáîé v ∈ H1(p−1Ωα), íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g áûëà îðòîãîíàëüíà â ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè â L2(p
−1Ωα) âñåì ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ïðèíàäëåæà-

ùèì H1(p−1Ωα). Èòàê, â ñëó÷àå |b cosα| > 1 çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (1.22) ðàçðåøèìà ïðè òåõ è òîëüêî òåõ f ∈ L2(Ω), äëÿ êîòîðûõ

ôóíêöèÿ g = p2(pb cosα I + Pα)−1f ∈ L2(Ω) îáðàùàåòñÿ â íîëü âíå p−1Ωα,

à â L2(p
−1Ωα) îðòîãîíàëüíà âñåì ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì èç H1(p−1Ωα).

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè â L2(Ω) (èõ ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñîïðÿ-

æåííîãî ê p2(pb cosα I + Pα)−1 îïåðàòîðà).

Ïðè f = 0 èìååì g = 0, à çíà÷èò, è ω âìåñòå ñ u = Pαω ðàâíû íóëþ,

ò. å. îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.22) âñåãäà åäèíñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 1.3. Â óñëîâèÿõ ïóíêòà à) ïðåäëîæåíèÿ 1.3 îáîáùåííîå ðåøå-

íèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, íî íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò H2(Ω), è
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íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ïðàâîé ÷àñòè ãàðàíòèðóåòñÿ ëèøü îò-

íîñèòåëüíî H1-íîðìû, ïîñêîëüêó îáðàòíûé îïåðàòîð (I + bp−1 cosαP−1
α )−1

(ôîðìóëà (1.23)), âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åí â H2(Ω).

Íàêîíåö, â îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùåé óñèëåííîìó óñëîâèþ èíâàðè-

àíòíîñòè (1.21), ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

−div
(
(I + γ1Pα + γ−1P

−1
α )∇u

)
= f(x) (x ∈ Ω), (1.25)

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàþùåå óðàâíåíèÿ (1.13) è (1.22). Ïî àíàëîãèè

ñ ïðåäûäóùèì óðàâíåíèå (1.25) ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

−∆(I + γ1p cosαPα + γ−1p
−1 cosαP−1

α )u = f(x) (x ∈ Ω).

Ñ÷èòàåì, ÷òî 0 6= γ±1 ∈ C è cosα 6= 0. Ïî òåîðåìå 1.3 óðàâíåíèå (1.25)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Re (1 + γ1 cosα z + γ−1 cosα z−1) > 0 (z ∈ C, |z| = 1)

(÷åðåç z ìû îáîçíà÷èëè ïðîèçâåäåíèå λw; z òàêæå ïðîáåãàåò âñþ åäèíè÷-

íóþ îêðóæíîñòü). Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.21) âûòåêàåò 0 ∈ Ω.

Íåòðóäíî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû â

ÿâíîì âèäå (ϕ1 := arg γ1, ϕ−1 := arg γ−1):

Re (1 + γ1 cosα z + γ−1 cosα z−1) =

1 + cosα
[
|γ1| cos(ϕ+ ϕ1) + |γ−1| cos(ϕ− ϕ−1)

]
=

= 1 + cosα
[
(|γ1| cosϕ1 + |γ−1| cosϕ−1) cosϕ+

+(|γ−1| sinϕ−1 − |γ1| sinϕ1) sinϕ
]

=

= 1 + cosα
√
|γ1|2 + |γ−1|2 + 2|γ1γ−1| cos(ϕ1 + ϕ−1) sin(ϕ+ ϕ0) > 0

äëÿ âñåõ ϕ ∈ R (çäåñü ϕ0 � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé óãîë, çàâèñÿùèé

îò γ±1). Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñèëüíîé

ýëëèïòè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1.25) áóäåò íåðàâåíñòâî

| cosα|
√
|γ1|2 + |γ−1|2 + 2 Re (γ1γ−1) < 1.
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Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (1.25) ôàêòîðèçóåì ôóíêöè-

îíàëüíûé îïåðàòîð ïîä çíàêîì ëàïëàñèàíà:

I + γ1p cosαPα + γ−1p
−1 cosαP−1

α = γ1p cosα(λ1I − Pα)(λ2I − Pα)P−1
α .

Çäåñü λ1, λ2 � êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(γ1p cosα)λ2 + λ+ γ−1p
−1 cosα = 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì 0 < |λ2| 6 |λ1|. Ïîâåäåíèå ðåøåíèé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1.25) îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ýòèõ êîðíåé:

âñå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ λ1,2 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî

îêðóæíîñòè |λ| = p−1.

Òåîðåìà 1.4. à) Ïóñòü |λ1| > p−1, |λ2| < p−1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíê-

öèè f ∈ L2(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω)

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.25) (êîððåêòíàÿ çàäà÷à).

á) Ïóñòü |λ2| 6 |λ1| < p−1. Òîãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ (1.25) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω), ïðè ýòîì

ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé (íåäîîïðåäåëåííàÿ çàäà÷à).

â) Ïóñòü p−1 6 |λ2| 6 |λ1|. Òîãäà îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ (1.13) åäèíñòâåííî, à äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà îðòîãîíàëüíà íåêîòîðîìó

áåñêîíå÷íîìåðíîìó ïîäðîñòðàíñòâó â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) (ïåðåîïðåäå-

ëåííàÿ çàäà÷à).

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïî ëåììå 1.5 îïåðàòîð (λ2I−Pα)P−1
α åñòü èçîìîðôèçì

ïðîñòðàíñòâà H̊1(Ω). Ïîýòîìó çàìåíà (λ2I−Pα)P−1
α u = ω ñâîäèò èñõîäíóþ

çàäà÷ó ê èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

(∇(λ1I − Pα)ω,∇v)L2
2(Ω) = (γ1p cosα)−1(f, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)),

êîòîðîå ïðè |λ1| > p−1 ðàâíîñèëüíî òîæäåñòâó

(∇ω,∇v)L2
2(Ω) = p(γ1 cosα)−1

(
(p2λ1I − Pα)−1f, v

)
L2(Ω)

(v ∈ H̊1(Ω))
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(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1). Ïîñëåäíåå åäèíñòâåííûì îáðàçîì

îïðåäåëÿåò ω ∈ H̊1(Ω) ñ îöåíêîé ‖ω‖H1(Ω) 6 c1‖(p2λ1I−Pα)−1f‖L2(Ω). Òîãäà

äëÿ åäèíñòâåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u = Pα(λ2I − Pα)−1ω ∈ H̊1(Ω)

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò ìåñòî îöåíêà

‖u‖H1(Ω) 6 c2‖ω‖H1(Ω) 6 c3‖f‖L2(Ω)

(ðåãóëÿðíîñòü ãðàíèöû ãàðàíòèðóåò äëÿ ôóíêöèè ω è áîëåå ñèëüíóþ îöåí-

êó ‖ω‖H2(Ω) 6 c4‖f‖L2(Ω), íî äëÿ ôóíêöèè u ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó â

H2-íîðìå çàïèñàòü óæå íåëüçÿ).

á) Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 1.5 âåñü îïåðàòîð γ1p cosα(λ1I − Pα)(λ2I −
Pα)P−1

α îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà H̊1(Ω) íà ïðîñòðàíñòâî

H̊1(pΩ−α). Ïîýòîìó èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè

ω = γ1(λ1I − Pα)(λ2I − Pα)P−1
α u ∈ H̊1(pΩ−α)

â îáëàñòè pΩ−α ⊃ Ω èç èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

(∇ω,∇v)L2
2(Ω) = (f, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)),

êîòîðîå îòâå÷àåò ñòðîãî âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè Ω áîëåå øèðîêîé îáëàñòè

pΩ−α. Ïîëó÷àåòñÿ íåäîîïðåäåëåííàÿ çàäà÷à. Ïîñòðîåíèå áåñêîíå÷íîìåðíî-

ãî íóëü-ïðîñòðàíñòâà òàêîé çàäà÷è ïðîâåäåíî â ïðåäëîæåíèè 1.2.

â) Çäåñü ìû äåëàåì çàìåíó P−1
α u = ω ∈ H̊1(p−1Ωα) è äëÿ ôóíêöèè ω,

ðàâíîé íóëþ âíå p−1Ωα ⊂ Ω, èìååì òîæäåñòâî

(∇(λ1I − Pα)(λ2I − Pα)ω,∇v)L2
2(Ω) = (γ1p cosα)−1(f, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)),

ýêâèâàëåíòíîå òîæäåñòâó

(∇ω,∇v)L2
2(Ω) = p4(γ1p cosα)−1

(
(p2λ2I − Pα)−1(p2λ1I − Pα)−1f, v

)
L2(Ω)

=

= p3
(
(γ1 cosαP 2

α + pPα + p2γ−1 cosαI)−1f, v
)
L2(Ω)

(v ∈ H̊1(Ω)).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà â Ω òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ â ÷àñòè Ω\p−1Ωα. Ýòî ïåðåîïðåäåëåííàÿ

çàäà÷à. Áåñêîíå÷íîìåðíîå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê (çàìêíóòîìó) îáðà-

çó îïåðàòîðà òàêîé êðàåâîé çàäà÷è ïîñòðîåíî â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà á)

ïðåäëîæåíèÿ 1.3.
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Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèëüíî ýëëèïòè-

÷åñêîìó óðàâíåíèþ (1.25) îòâå÷àåò ñëåäóþùåå ðàñïîëîæåíèå êîðíåé λ1,2:

|λ1| > p−1, |λ2| < p−1.

Èñòî÷íèêîì êðàåâîé çàäà÷è â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå äëÿ ñèëüíî ýëëèï-

òè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â äèâåðãåíòíîé

ôîðìå ñ ñèììåòðè÷íûì îïåðàòîðîì ìîæåò áûòü çàäà÷à íà ïîèñê ìèíè-

ìóìà êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîäîáíóþ ñâÿçü íà

ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1.5. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

J(u) =

∫
Ω

((T∇u,∇u)− 2fu) dx

íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé u ∈ H̊1(Ω). Çäåñü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åí-

íàÿ îáëàñòü â R2, T = I + aPα, ñêîáêè (., .) îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå âåêòîðîâ â R2, f ∈ L2(Ω), à ôóíêöèÿ u ñ÷èòàåòñÿ ïðîäîëæåííîé íóëåì

âíå Ω. Êîýôôèöèåíò a è âñå ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ïðèìåðå � âåùåñòâåííûå.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå |a cosα| < 1 îáåñïå÷èâàåò

îöåíêó (êîýðöèòèâíîñòü ôóíêöèîíàëà)

J0(u) :=

∫
Ω

(T∇u,∇u) dx > (1− |a cosα|)
∫
Ω

|∇u|2 dx (u ∈ H̊1(Ω)).

Çàïèøåì ïåðâóþ âàðèàöèþ (ïðîèçâîäíóþ Ãàòî) ôóíêöèîíàëà J â ýëåìåíòå

u. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ v ∈ H̊1(Ω) è ïîäñòàâèì

u+ τv, τ ∈ R, âìåñòî u â ôóíêöèîíàë J . Ïîëó÷èì

J(u+ τv) = J(u) + τB(u, v) + τ 2J0(v),

ãäå áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(u, v) íà H̊1(Ω) èìååò âèä∫
Ω

((T∇u,∇v) + (T∇v,∇u)− 2fv) dx = ((T + T ∗)∇u,∇v)L2
2(Ω)−

−2(f, v)L2(Ω) = ((2I + aPα + aP−1
α )∇u,∇v)L2

2(Ω) − 2(f, v)L2(Ω).

Óñëîâèå
d

dτ
J(u+ τv)

∣∣∣
τ=0

= B(u, v) = 0 (v ∈ H̊1(Ω))
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ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à ïðè |a cosα| < 1, î÷åâèäíî, è äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ñòðîãîãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà J . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω) êðàåâîé çàäà÷è

−div
(
(I + (a/2)(Pα + P−1

α ))∇u
)

= f(x) (x ∈ Ω), u|∂Ω = 0.

Ýòà çàäà÷à ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (1.21) íà îáëàñòü èññëåäîâàíà â

òåîðåìå 1.4 äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, íî ñèëüíî ýëëèïòè-

÷åñêèì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå áóäåò òîëüêî ïðè |a cosα| < 1.



Ãëàâà 2

Ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ

ðàñòÿæåíèåì è ñèììåòðèåé

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å Äèðèõëå â ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

äëÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî â ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ àðãóìåíòîâ âèäà x 7→ px (p > 0) è x 7→ −x. Ïðåäïîëîæåíèå α = π

(ñîîòâåòñòâåííî, Rπu(x) = u(−x)) ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ïîäõîä è ðå-

çóëüòàòû ïðåäûäóùåé ãëàâû íà óðàâíåíèå áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû

µu+
2∑

i,j=1

(Tij(P,Rπ)uxi)xj = f(x) (x ∈ Ω) (2.1)

ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèîíàëüíûìè îïåðàòîðàìè

Tij(P,Rπ) =
∑

aijmP
m +

∑
bijmP

mRπ,

ãäå aijm, bijm ∈ C, à èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ m ïðîáåãàåò êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Z.
Êðîìå òîãî, óñëîâèÿ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè èñëëåäîâàíû ïðè áîëåå îá-

ùåì, íåæåëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî îáëàñòè

Ω.

46
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2.1 Àëãåáðà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ðàñòÿæå-

íèåì è ñèììåòðèåé

Êàê è ïðåæäå, ÷åðåç Ap,π îáîçíà÷àåì ïîäàëãåáðó àëãåáðû B(L2(R2)) îãðà-

íè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â L2(R2), ïîðîæäåííóþ ïàðîé êîììóòèðóþùèõ óíè-

òàðíûõ îïåðàòîðîâ P,Rπ : L2(R2)→ L2(R2). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîì-

ìóòàòèâíóþ B∗-àëãåáðó, ïîëó÷åííóþ çàìûêàíèåì ïî îïåðàòîðíîé íîðìå

êîíå÷íûõ ñóìì T (P,Rπ) =
∑
amP

m +
∑
bmP

mRπ (am, bm ∈ C, m ∈ Z).
Ïóñòü ∆p,π � ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû. Â ãëàâå

1 ïîêàçàíî, ÷òî ∆p,π ãîìåîìîðôíî äèçúþíêòíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ýêçåì-

ïëÿðîâ îêðóæíîñòè S, ∆p,π ' S× {±1}. Îòñþäà è èç òåîðåìû Ãåëüôàíäà�

Íàéìàðêà [15, òåîðåìà 11.18] ñëåäóåò, ÷òî àëãåáðà Ap,π èçîìåòðè÷åñêè èçî-

ìîðôíà àëãåáðå C(S;C2) âñåõ íåïðåðûâíûõ C2-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà îêðóæ-

íîñòè. Ïðè òàêîì èçîìîðôèçìå îïåðàòîðó T (P,Rπ) îòâå÷àåò ôóíêöèÿ

t(λ,w) =
∑

(am + bmw)λm (λ ∈ C, |λ| = 1, w = ±1)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïàðà ôóíêöèé

t±(λ) =
∑

(am ± bm)λm (λ ∈ C, |λ| = 1).

Ïðè èçó÷åíèè óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) íåðàâåíñòâó Ãîðäèíãà

íàì ïîíàäîáèòñÿ áîëåå øèðîêàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ Ap,π àëãåáðà îïåðàòîðîâ,

âêëþ÷àþùàÿ òàêæå îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà îäíîðîäíûå ôóíêöèè íóëå-

âîé ñòåïåíè.

Ëþáóþ îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ g(ξ) íóëåâîé ñòåïåíè (g(rξ) = g(ξ) ïðè

0 6= r ∈ R, 0 6= ξ ∈ R2), íåïðåðûâíóþ â R2
ξ \ {0}, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ýëåìåíò àëãåáðû C(PR1) âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà

ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé PR1 ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè ξ1 : ξ2. Îòìåòèì,

÷òî â C(PR1) âñþäó ïëîòíû ïîëèíîìû îò ôóíêöèé

y1(ξ) =
ξ2

1 − ξ2
2

|ξ|2
, y2(ξ) =

2ξ1ξ2

|ξ|2
,

çàäàþùèõ ãîìåîìîðôèçì

υ : PR1 → S, ξ1 : ξ2 7→ (y1(ξ), y2(ξ)), (2.2)
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ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé PR1 íà S (óäâîåíèå óãëà). Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû

Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññà èëè èç òîãî ôàêòà, ÷òî ëþáàÿ π-ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíî-

ìàìè îò cos 2ϕ, sin 2ϕ.

Ñîïîñòàâèì ôóíêöèè g îãðàíè÷åííûé â L2(R2) îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà

g:

Gu(ξ) = g(ξ)u(ξ).

Ïðè ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ (ñì., íàïðèìåð, [9, ñòð. 52]), ÷òî îòîáðàæåíèå g 7→
G ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì àëãåáðû C(PR1) íà çàìêíóòóþ

ïîäàëåáðó Ag àëãåáðû B(L2(R2)), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ.

Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé êîìïëåêñíûé ãîìîìîðôèçì h àëãåáðû Ag

èìååò âèä

h(G) = g(ξh) (ξh1 : ξh2 ∈ PR1),

ò.å. ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆g àëãåáðû Ag ñîâïàäàåò ñ PR1.

Êðîìå òîãî, â Ag ïëîòíû ïîëèíîìû îò îïåðàòîðîâ Y1, Y2 óìíîæåíèÿ íà

ôóíêöèè y1(ξ), y2(ξ).

Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïåðàòîðû èç Ap,π êîì-

ìóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè èç Ag, ïîñêîëüêó g(ξ) = g(−ξ). Êîììóòàòèâíóþ
B∗-àëãåáðó, ïîëó÷åííóþ çàìûêàíèåì ïî îïåðàòîðíîé íîðìå êîíå÷íûõ ñóìì

âèäà ∑
GjTj(P,Rπ) (Gj ∈ Ag, Tj(P,Rπ) ∈ Ap,π)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñóìì âèäà∑
G+
mP

m +
∑

G−mP
mRπ (G±m ∈ Ag), (2.3)

îáîçíà÷èì Ap,π,g.

Ëåììà 2.1. Äëÿ íîðìû îïåðàòîðà (2.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó∥∥∥∑G+
mP

m +
∑

G−mP
mRπ

∥∥∥ > sup
ξ1:ξ2 ∈PR1

(∑
|g+
m(ξ)|2 + |g−m(ξ)|2

)1/2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè êðóã B = B(ξ0; ε) c öåí-

òðîì â ëþáîé òî÷êå ξ0 6= 0 íàñòîëüêî ìàëîãî ðàäèóñà ε, ÷òî âñå êðóãè
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B±m = B(±pmξ0; pmε) ïîïàðíî íåïåðåñåêàþòñÿ, êîãäà èíäåêñ m ïðîáåãàåò

ïðèñóòñòâóþùèå â ðàññìàòðèâàåìîì îïåðàòîðå çíà÷åíèÿ. Ýòî âîçìîæíî,

ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ±pmξ0 ðàçëè÷íû. Îáðàçîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-

öèè χB(ξ) êðóãà B ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà (2.3) áóäåò ôóíêöèÿ s(ξ), ðàâ-

íàÿ p−mg±m(ξ) â êðóãàõ B±m è íóëþ âíå ýòèõ êðóãîâ. Ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè

ôóíêöèé g±m(ξ) áóäåì èìåòü

‖s‖2
L2(R2)

‖χB‖2
L2(R2)

=
1

|B|
∑∫

B+
m

p−2m|g+
m(ξ)|2 dξ +

1

|B|
∑∫

B−
m

p−2m|g−m(ξ)|2 dξ =

=
1

|B|
∑∫

B

(
|g+
m(ξ)|2 + |g−m(ξ)|2

)
dξ,

òàê ÷òî∥∥∥∑G+
mP

m +
∑

G−mP
mRπ

∥∥∥2
>

1

|B|
∑∫

B

(
|g+
m(ξ)|2 + |g−m(ξ)|2

)
dξ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè â B, èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó î ñðåäíåì, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

ε→ 0, ïîëó÷èì∥∥∥∑G+
mP

m +
∑

G−mP
mRπ

∥∥∥2
>
∑∣∣g+

m(ξ0)
∣∣2 +

∣∣g−m(ξ0)
∣∣2 .

Ïîñêîëüêó òî÷êà ξ0 ∈ R2\{0} ïðîèçâîëüíà, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 2.1. Ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ∆p,π,g àëãåáðû Ap,π,g

ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S× {±1} × PR1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ âíà÷àëå, ÷òî ∆p,π,g ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîìó

êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ S×{±1}×S. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

φ : ∆p,π,g → C4, φ(h) =
(
P̂ (h), R̂π(h), Ŷ1(h), Ŷ2(h)

)
,

ñîñòàâëåííîå èç ïðåîáðàçîâàíèé Ãåëüôàíäà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Íåïðåðûâíîñòü φ ñëåäóåò èç ñïîñîáà ââåäåíèÿ òîïîëîãèè íà ïðîñòðàíñòâå
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ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ. Åñëè h ∈ ∆p,π,g, ò.å. h � ýòî êîìïëåêñíûé ãîìî-

ìîðôèçì àëãåáû Ap,π,g, òî h áóäåò òàêæå êîìïëåêñíûì ãîìîìîðôèçìîì ïî-

äàëãåáð Ap,π è Ag. Ïîýòîìó ïàðà (P̂ (h), R̂π(h)) = (h(P ), h(Rπ)) ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â S× {±1}, à

(Ŷ1(h), Ŷ2(h)) = (h(Y1), h(Y2)) = (y1(ξ
h), y2(ξ

h)) ∈ S,

òàê ÷òî îáðàç íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ φ ëåæèò â S× {±1} × S.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî φ(h1) = φ(h2), ò.å. ãîìîìîðôèçìû h1 è h2 ñîâïà-

äàþò íà îïåðàòîðàõ P,Rπ, Y1 è Y2, òî îíè áóäóò ñîâïàäàòü è íà îïåðàòîðàõ

(2.3), ãäå â êà÷åñòâå G±m ∈ Ag áåðóòñÿ ïîëèíîìû îò Y1, Y2, âñþäó ïëîòíûå

â Ag. Òàêèå îïåðàòîðû (2.3) áóäóò ïëîòíû â Ap,π,g, òàê ÷òî h1 = h2 â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè h1, h2, è îòîáðàæåíèå φ âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëü-

íî, φ åñòü ãîìåîìîðôèçì ∆p,π,g íà íåêîòîðûé êîìïàêò K ⊂ S× {±1} × S.
Êîìáèíèðóÿ ýòîò âûâîä ñ òåîðåìîé Ãåëüôàíäà�Íàéìàðêà, ïðèõîäèì ê èçî-

ìåòðè÷åñêîìó èçîìîðôèçìó

Ψ : Ap,π,g → C(K), Ψ(L) = L̂ ◦ φ−1 (L ∈ Ap,π,g).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ φ ñëåäóåò, ÷òî

Ψ(P )(λ,w, η) = P̂
(
φ−1(λ,w, η)

)
= λ,

Ψ(Rπ)(λ,w, η) = R̂π

(
φ−1(λ,w, η)

)
= w,

Ψ(Yi)(λ,w, η) = Ŷi
(
φ−1(λ,w, η)

)
= ηi (i = 1, 2).

Îáðàçîì ïîëèíîìà îò Y1, Y2 ïðè èçîìîðôèçìå Ψ áóäåò òàêîé æå ïîëèíîì îò

η1, η2, à òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(ξ) èç C(PR1) ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðà-

òîð G ïåðåéäåò â ôóíêöèþ α(η) = g(υ−1(η1, η2)), ò.å. g ïåðåíîñèòñÿ ñ PR1 íà

S ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà (2.2). Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðàì âè-

äà (2.3) ïðè èçîìîðôèçìå Ψ îòâå÷àþò ôóíêöèè
∑
α+
m(η)λm+

∑
α−m(η)λmw

íà K, ãäå α±m ïðîáåãàþò âñå ïðîñòðàíñòâî C(S).

Ïîñêîëüêó Ψ � èçîìåòðèÿ, èìååì∥∥∥∑G+
mP

m +
∑

G−mP
mRπ

∥∥∥ =

= sup
{∣∣∣∑α+

m(η)λm +
∑

α−m(η)λmw
∣∣∣ : (λ,w, η) ∈ K

}
.
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Îòñþäà è èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò îöåíêà

sup
ξ1:ξ2 ∈PR1

(∑
|g+
m(ξ)|2 + |g−m(ξ)|2

)1/2
6 sup

K

∣∣∣∑α+
m(η)λm +

∑
α−m(η)λmw

∣∣∣
èëè

sup
η ∈ S

(∑
|α+
m(η)|2 + |α−m(η)|2

)1/2
6 sup

K

∣∣∣∑(α+
m(η) + α−m(η)w)λm

∣∣∣ =

= max

{
sup
K+

∣∣∣∑(α+
m(η) + α−m(η))λm

∣∣∣ , sup
K−

∣∣∣∑(α+
m(η)− α−m(η))λm

∣∣∣} ,
(2.4)

êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ñóìì è ôóíêöèé α±m ∈ C(S) è

âûðàæàåò êëþ÷åâîå ñâîéñòâî êîìïàêòà K. Çäåñü K± = {(λ, η) ∈ S × S :

(λ,±1, η) ∈ K}.
Ïðè α−m = α+

m = αm íåðàâåíñòâî (2.4) ïðåâðàùàåòñÿ â

sup
η ∈ S

(∑
|αm(η)|2

)1/2
6
√

2 sup
K+

∣∣∣∑αm(η)λm
∣∣∣ . (2.5)

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå ìîæåò áûòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà K+ = S × S. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå: îòêðûòîå ìíîæåñòâî (S× S) \K+ íåïóñòî. Òîãäà îíî

ñîäåðæèò ìíîæåñòâî âèäà U × V , ãäå U è V îòêðûòû â S. Âîçüìåì íå

ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ ôóíêöèè β ∈ C∞(S) è α ∈ C(S) c íîñèòåëÿ-

ìè â U è V ñîîòâåòñòâåííî, è ïóñòü βm � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè

β ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó {(2π)−1/2eimθ}m∈Z â L2(S). Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∑
|m|6N

α(η)βmλ
m (N = 0, 1, . . .),

ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà (S\U)×S è ðàâíóþ íóëþ òîæäåñòâåííî

íà S× (S \ V ). Ïîñêîëüêó

K+ ⊂ (S× S) \ (U × V ) = (S \ U)× S
⋃

S× (S \ V ),

èìååì

sup
K+

∣∣∣∣∣∣
∑
|m|6N

α(η)βmλ
m

∣∣∣∣∣∣→ 0, N →∞.
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Â òî æå âðåìÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

sup
η ∈ S

∑
|m|6N

|α(η)βm|2 = ‖α‖2
C(S)

∑
|m|6N

|βm|2

ñòðåìèòñÿ â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ê ‖α‖2
C(S)‖β‖2

L2(S) 6= 0, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò îöåíêå (2.5). Òàêèì îáðàçîì, K+ = S × S. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî K− = S × S (äëÿ ýòîãî â (2.4) íàäî ïîëîæèòü α−m = −α+

m), òàê

÷òî K = S× {±1} × S. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàåòñÿ

âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîìåîìîðôèçìîì (2.2), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ôóíêöèè èç

C(S× {±1} × S) ïåðåíîñÿòñÿ íà S× {±1} × PR1. Èòàê, àëãåáðà Ap,π,g èçî-

ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà àëãåáðå C(S × {±1} × PR1), à îáðàçîì îïåðàòîðà

(2.3) ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå (ñèìâîëîì îïåðàòîðà) áóäåò ôóíêöèÿ∑
g+
m(ξ)λm +

∑
g−m(ξ)λmw (λ ∈ C, |λ| = 1, w = ±1, ξ1 : ξ2 ∈ PR1)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïàðà ôóíêöèé∑(
g+
m(ξ)± g−m(ξ)

)
λm (λ ∈ C, |λ| = 1, ξ1 : ξ2 ∈ PR1).

Èç îïèñàííîãî âûøå èçîìîðôèçìà âûòåêàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëî-

æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðîâ àëãåáðû Ap,π,g.

Ñëåäñòâèå 2.1. Îïåðàòîð (2.3) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â L2(R2) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∑

(g+
m(ξ)± g−m(ξ))λm > 0 ïðè âñåõ λ ∈ C, |λ| = 1, è

ξ1 : ξ2 ∈ PR1.

2.2 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Ïóñòü Ω ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Îïðåäåëèì îïåðàòîð T (P,Rπ) íà

ôóíêöèÿõ èç L2(Ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âíà÷àëå ôóíêöèÿ u ∈ L2(Ω) ïðî-

äîëæàåòñÿ íóëåì â R2 \ Ω, çàòåì ê ýòîìó ïðîäîëæåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ äåé-

ñòâóþùèé â L2(R2) îïåðàòîð T (P,Rπ), à ïîñëå ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðà-

òîðà ñóæàåòñÿ íà Ω. Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå èìååì îãðà-

íè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T (P,Rπ) : L2(Ω) → L2(Ω), ïðè÷åì èç ïîëî-

æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà T (P,Rπ) â L2(R2) ñëåäóåò, î÷åâèäíî,

åãî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü â L2(Ω).
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

µu+
2∑

i,j=1

(Tij(P,Rπ)uxi)xj = f(x) (x ∈ Ω), (2.6)

u|∂Ω = 0. (2.7)

Çäåñü µ ∈ C � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, f ∈ L2(Ω), à îïåðàòîðû Tij(P,Rπ)

çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Tij(P,Rπ) =
∑

aijmP
m +

∑
bijmP

mRπ,

ãäå aijm, bijm ∈ C, à èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ m ïðîáåãàåò êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Z.
Ââåäåì ôóíêöèè

g+
m(ξ) =

2∑
i,j=1

aijm
ξiξj
|ξ|2

, g−m(ξ) =
2∑

i,j=1

bijm
ξiξj
|ξ|2

, g±m ∈ C(PR1), (2.8)

è íàçîâåì ñèìâîëîì óðàâíåíèÿ (2.6) ïàðó
∑

(g+
m(ξ)± g−m(ξ))λm, îïðåäåëåí-

íóþ íà ìíîæåñòâå λ ∈ C, |λ| = 1, ξ1 : ξ2 ∈ PR1.

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.6), (2.7) íàçîâåì ôóíêöèþ u ∈ H̊1(Ω),

óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè âñåõ v ∈ H̊1(Ω) èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

µ(u, v)L2(Ω) −
2∑

i,j=1

(Tij(P,Rπ)uxi, vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω).

Óðàâíåíèå (2.6) íàçîâåì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Ω, åñëè ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííûå c1 > 0, c2 > 0 òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî òèïà Ãîðäèíãà

Re
2∑

i,j=1

(
Tij(P,Rπ)uxi, uxj

)
L2(Ω)

> c1‖u‖2
H1(Ω) − c2‖u‖2

L2(Ω) (2.9)

âûïîëíåíî ïðè âñåõ u ∈ C∞0 (Ω).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü

Re
∑(

g+
m(ξ)± g−m(ξ)

)
λm > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1, ξ1 : ξ2 ∈ PR1). (2.10)

Òîãäà äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω óðàâíåíèå (2.6) ÿâëÿåòñÿ ñèëü-

íî ýëëèïòè÷åñêèì â Ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå u(x) 7→ ũ(ξ) (u ∈ C∞0 (Ω))

è ó÷òåì, ÷òî

Pu(x) 7→ P ∗ũ(ξ), Rπu(x) 7→ Rπũ(ξ).

Òîãäà ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ

Re
2∑

i,j=1

(
Tij(P,Rπ)uxi, uxj

)
L2(Ω)

= Re
2∑

i,j=1

∫
R2

ξjũ(ξ)Tij(P
∗, Rπ)[ξiũ(ξ)] dξ =

= Re
2∑

i,j=1

∫
R2

|ξ|−1ξjv(ξ)Tij(P
∗, Rπ)[|ξ|−1ξiv(ξ)] dξ,

ãäå v(ξ) = |ξ|ũ(ξ). Ïîñëå î÷åâèäíûõ âûêëàäîê

2∑
i,j=1

ξj
|ξ|
v(ξ)

(∑
aijmP

∗m +
∑

bijmP
∗mRπ

) [ ξi
|ξ|
v(ξ)

]
=

= v(ξ)
(∑

G+
mP

∗m −
∑

G−mP
∗mRπ

)
v(ξ)

ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (2.8) ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.9) ïðèîáðåòàåò âèä

Re
((∑

G+
mP

∗m −
∑

G−mP
∗mRπ

)
v, v
)
L2(R2

ξ)
.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.1 óñëîâèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ýðìèòîâà ÷àñòü îïå-

ðàòîðà ïîëó÷åííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâà Re
∑

(g+
m(ξ)± g−m(ξ))λm > 0 ðàâíîñèëüíû íåðà-

âåíñòâàì Re
∑

(g+
m(ξ)∓ g−m(ξ)) λ̄m > 0 íà ìíîæåñòâå λ ∈ C, |λ| = 1, è

ξ1 : ξ2 ∈ PR1. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

Re
((∑

G+
mP

∗m −
∑

G−mP
∗mRπ

)
v, v
)
L2(R2

ξ)
> γ‖v‖2

L2(R2) = γ‖|∇u|‖2
L2(Ω) =

= γ‖u‖2
H1(Ω) − γ‖u‖2

L2(Ω), γ = min
{

Re
∑(

g+
m(ξ)± g−m(ξ)

)
λm
}
.

Çàìå÷àíèå 2.1. Óñëîâèå (2.10) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
2∑

i,j=1

ξiξj Re t±ij(λ) > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1, 0 6= ξ ∈ R2), (2.11)

ãäå t±ij(λ) =
∑

(aijm ± bijm)λm.
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Çàìå÷àíèå 2.2. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçóåìûì ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü âå-

ùåñòâåííîé ÷àñòè ñèìâîëà ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñèëü-

íîé ýëëèïòè÷íîñòè â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò.

Äàëåå ìû èññëåäóåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè ïðè áî-

ëåå îáùåì ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäî-

áèòñÿ ìàòðè÷íûé ïîäõîä, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ âíà÷àëå äëÿ èññëåäîâàíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [38,39], à çàòåì óðàâíåíèé ñ ðàñ-

òÿæåíèÿìè è ñæàòèÿìè àðãóìåíòîâ [9].

Çàôèêñèðóåì N ∈ N è âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü

O1 íà ïëîñêîñòè òàêóþ, ÷òî âñå îáëàñòè

O+
k = p1−kO1, O

−
k = −O+

k (k = 1, . . . , N)

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëîæèì O =
⋃N
k=1(O

+
k ∪O

−
k ). Âñÿêîé çàäàííîé

â O ôóíêöèè u(x) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ôóíêöèþ

u = (u+
1 , . . . , u

+
N , u

−
1 , . . . , u

−
N)T ,

u+
k (x) = p1−ku(p1−kx), u−k (x) = p1−ku(−p1−kx) (k = 1, . . . , N ; x ∈ O1),

îïðåäåëåííóþ â O1, ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå u 7→ u èç L2(O) â L2N
2 (O1) ÿâëÿ-

åòñÿ, î÷åâèäíî, óíèòàðíûì. Äàëåå, ïî çàäàííîìó îïåðàòîðó T =
∑

(amI +

bmRπ)Pm ñòðîèì N ×N -ìàòðèöû T+ è T− ñ ýëåìåíòàìè

t+kl = al−k, t
−
kl = bl−k (k, l = 1, . . . , N),

è ñîñòàâëÿåì áëî÷íóþ ìàòðèöó

T =

[
T+ T−

T− T+

]

ïîðÿäêà 2N × 2N . Åñëè v = Tu è v = (v+
1 , . . . , v

+
N , v

−
1 , . . . , v

−
N)T � ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ v âåêòîð-ôóíêöèÿ â O1, òî v = Tu. Äåéñòâèòåëüíî,

v+
k (x) = p1−kTu(p1−kx) =

=
∑
m

p1−k
(
amp

−mu(p1−(k+m)x) + bmp
−mu(−p1−(k+m)x)

)
=
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=
∑
l

(
al−kp

1−lu(p1−lx) + bl−kp
1−lu(−p1−lx)

)
=

N∑
l=1

(t+klu
+
l (x) + t−klu

−
l (x)),

v−k (x) = p1−kTu(−p1−kx) =

=
∑
m

p1−k
(
amp

−mu(−p1−(k+m)x) + bmp
−mu(p1−(k+m)x)

)
=

=
∑
l

(
al−kp

1−lu(−p1−lx) + bl−kp
1−lu(p1−lx)

)
=

N∑
l=1

(t−klu
+
l (x) + t+klu

−
l (x)).

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ìàòðèöû T + T∗ ðàâíîìåðíî ïî N ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíû, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî

Re (Tz, z) > c|z|2 (N = 1, 2, . . . ; z ∈ CN).

Òîãäà îïåðàòîð T + T ∗ : L2(R2)→ L2(R2) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ N ∈ N è M > 0 ïîëîæèì

O1 = {x ∈ R2 : p−1M < |x| < M,x2 > 0}, O =
N⋃
k=1

(O+
k ∪O

−
k ).

ßñíî, ÷òî âñå îáëàñòè O+
k = p1−kO1, O−k = −O+

k (k = 1, . . . , N) ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü u ∈ L2(R2), u = 0 âíå O è v = Tu. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå

ëåììû, óíèòàðíîñòü îòîáðàæåíèÿ u 7→ u, è ñîîòíîøåíèå v = Tu, ìîæåì

çàïèñàòü

Re (Tu, u)L2(R2) = Re (v, u)L2(O) = Re (v,u)L2N
2 (O1) =

= Re (Tu,u)L2N
2 (O1) > c‖u‖2

L2N
2 (O1) = c‖u‖2

L2(R2),

ïðè÷åì c íå çàâèñèò îò N,M, u. Íî ïðè âñåâîçìîæíûõ M è N ôóíêöèÿ u

ïðîáåãàåò âñþäó ïëîòíîå â L2(R2) ïîäìíîæåñòâî. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî

Re (Tu, u)L2(R2) > c‖u‖2
L2(R2)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ u ∈ L2(R2).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R2 îáëàäàåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ Ω òà-

êàÿ, ÷òî òî÷êè ±p1−kx0 (k = 1, . . . , N) òàêæå ïðèíàäëåæàò Ω. Òîãäà,

åñëè óðàâíåíèå (2.6) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå â Ω, òî èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî (2.11).
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Çàìå÷àíèå 2.3. Â óñëîâèè òåîðåìû, î÷åâèäíî, 0 ∈ Ω, ïðè ýòîì óñëîâèå çà-

âåäîìî âûïîëíåíî, åñëè 0 ∈ Ω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíîãî

ëèøü òðåáîâàíèÿ 0 ∈ Ω íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì N ∈ N. ßñíî, ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû ìîæ-

íî âçÿòü êðóã O1 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 íàñòîëüêî ìàëîãî ðàäèóñà, ÷òî

âñå êðóãè O+
k = p1−kO1, O−k = −O+

k (ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ±p1−kx0, k =

1, . . . , N) öåëèêîì ëåæàò â Ω è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â òàêîì ñëó-

÷àå ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â íåðàâåíñòâî (2.9) ôóíêöèè ñ íîñèòåëÿìè â O =⋃N
k=1(O

+
k ∪O

−
k ): u ∈ C∞0 (O) ⊂ C∞0 (Ω). Íàðÿäó ñ âåêòîð-ôóíêöèåé

u = (u+
1 , . . . , u

+
N , u

−
1 , . . . , u

−
N)T ∈ C∞,2N0 (O1),

íàì ïîíàäîáèòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

w = (w+
1 , . . . , w

+
N , w

−
1 , . . . , w

−
N)T ∈ C∞,2N0 (O1), w±k (x) = ±pk−1u±k (x).

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (j = 1, 2)

(uxj)
+
k (x) = p1−kuxj(p

1−kx) = pk−1p1−k (u(p1−kx)
)
xj

= pk−1u+
kxj

(x) = w+
kxj

(x),

(uxj)
−
k (x) = p1−kuxj(−p1−kx) = −pk−1p1−k (u(−p1−kx)

)
xj

=

= −pk−1u−kxj(x) = w−kxj(x),

ò.å. ôóíêöèè uxj îòâå÷àåò âåêòîð-ôóíêöèÿ wxj â êðóãå O1. Îòñþäà ïîëó-

÷àåì(
Tij(P,Rπ)uxi, uxj

)
L2(Ω)

=
(
Tij(P,Rπ)uxi, uxj

)
L2(O)

= (Tijwxi,wxj)L2N
2 (O1),

‖u‖2
H1(Ω) =

2∑
j=1

‖uxj‖2
L2(O) =

2∑
j=1

‖wxj‖2
L2N
2 (O1) = ‖w‖2

H1,2N (O1),

‖u‖2
L2(Ω) =

N∑
k=1

(
‖u+

k ‖
2
L2(O1) + ‖u−k ‖

2
L2(O1)

)
=

=
N∑
k=1

p2(1−k)
(
‖w+

k ‖
2
L2(O1) + ‖w−k ‖

2
L2(O1)

)
6 ‖w‖2

L2N
2 (O1).
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Íåðàâåíñòâî (2.9) ïðèíèìàåò âèä

Re
2∑

i,j=1

(Tijwxi,wxj)L2N
2 (O1) > c1‖w‖2

H1,2N (O1) − c2‖w‖2
L2N
2 (O1),

ãäå w ∈ C∞,2N0 (O1) � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Îòñþäà è èç êëàññè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [3] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

âñåõ íàòóðàëüíûõ N ìàòðè÷íûé îïåðàòîð −
∑2

i,j=1 ∂jTij∂i ñèëüíî ýëëèï-

òè÷åñêèé:

2∑
i,j=1

ξiξj
(
(Tij + T∗ij)z, z

)
>
c1

2
|ξ|2|z|2 (ξ ∈ R2, z ∈ CN).

Ïðè ýòîì c1 � ýòî ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà (2.9), ò.å. c1 íå çàâèñèò â òîì

÷èñëå è îò N . Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ξ ∈ R2 \ {0} ìàòðèöû
2∑

i,j=1
ξiξj(Tij + T∗ij) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ïî N . Ïî ëåììå

2.2 ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð

2∑
i,j=1

ξiξj(Tij + T ∗ij) : L2(R2)→ L2(R2)

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí ïðè ëþáîì íåíóëåâîì âåêòîðå ξ, êîòîðûé èãðàåò

çäåñü ðîëü ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó

Re
2∑

i,j=1

ξiξjt
±
ij(λ) > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1, 0 6= ξ ∈ R2).

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (2.6) âûïîëíåíî óñëî-

âèå (2.11). Òîãäà äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñïåêòð êðàåâîé çà-

äà÷è (2.6), (2.7) ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷-

íîé êðàòíîñòè è ðàñïîëàãàåòñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Reµ > 0 âíóòðè

ñèììåòðè÷íîãî óãëà ñ âåðøèíîé â íóëå, îõâàòûâàþùåãî ïîëîæèòåëüíóþ

âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü, ðàñòâîðà ìåíüøå π. Â ÷àñòíîñòè, ïðè µ = 0 êðà-

åâàÿ çàäà÷à (2.6), (2.7) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ

ôóíêöèé f ∈ L2(Ω). Ïðè ëþáîì µ ∈ C çàäà÷à (2.6), (2.7) ôðåäãîëüìîâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, ñì., íàïðèìåð, [9, 20, 39]. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ

ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Îíè íîñÿò äîñòàòî÷íî îáùèé õà-

ðàêòåð è îïèðàþòñÿ íà íåðàâåíñòâî (2.9), ïîçâîëÿþùåå ââåñòè â ïðîñòðàí-

ñòâå H̊1(Ω) ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ôîðìóëîé

a[u, v] =
2∑

i,j=1

(
Tij(P,Rπ)uxi, uxj

)
L2(Ω)

çàäàäèì ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó a[u, v] â L2(Ω) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(a) = H̊1(Ω) ïëîòíîé â L2(Ω). Â ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå ñèëüíî ýëëèï-

òè÷åñêîå, ìîæåì çàïèñàòü

Re a[u, u] > γ‖|∇u|‖2
L2(Ω) (u ∈ D(a)) (2.12)

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2; äîêàçàííîå äëÿ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíê-

öèé íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà âñå ôóíêöèè èç H̊1(Ω) â

ñèëó ïëîòíîñòè C∞0 (Ω) â H̊1(Ω) è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ Tij â L2(Ω)).

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî

|a[u, v]| 6M‖|∇u|‖L2(Ω)‖|∇v|‖L2(Ω) (u, v ∈ D(a)). (2.13)

Ïîýòîìó ôîðìóëà

(u, v)′
H̊1(Ω)

=
1

2

(
a[u, v] + a[v, u]

)
(2.14)

çàäàåò ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòðàíñòâå H̊1(Ω). Ýòî

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå.

Ëåììà 2.3. Ôîðìà a[u, v] ïîðîæäàåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð S â

ïðîñòðàíñòâå H̊1(Ω) ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

1

2i

(
a[u, v]− a[v, u]

)
= (u, Sv)′

H̊1(Ω)
(u, v ∈ H̊1(Ω)), (2.15)

ïðè÷åì ‖S‖′ 6M/γ, ãäå ‖.‖′ åñòü îïåðàòîðíàÿ íîðìà, îòâå÷àþùàÿ íîðìå
‖.‖′

H̊1(Ω)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.15) ÿâëÿåòñÿ (ïðè ôèêñèðîâàí-

íîé ôóíêöèè v) íåïðåðûâíûì ïî u ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàí-

ñòâå H̊1(Ω). Äåéñòâèòåëüíî,∣∣∣∣ 1

2i

(
a[u, v]− a[v, u]

)∣∣∣∣ 6M‖|∇v|‖L2(Ω)‖|∇u|‖L2(Ω) 6
M

γ
‖v‖′

H̊1(Ω)
‖u‖′

H̊1(Ω)
.

Ïî òåîðåìå Ðèññà îá îáùåì âèäå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííàÿ) ôóíêöèÿ ω ∈ H̊1(Ω)

òàêàÿ, ÷òî

1

2i

(
a[u, v]− a[v, u]

)
= (u, ω)′

H̊1(Ω)
, ‖ω‖′

H̊1(Ω)
6
M

γ
‖v‖′

H̊1(Ω)
.

Ñîîòâåòñòâèå v 7→ ω ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ëèíåéíûì; îáîçíà÷èì ω = Sv.

Èìååì ‖S‖′ 6M/γ. Ïîìåíÿâ ìåñòàìè u è v, çàïèøåì

(v, Su)′
H̊1(Ω)

=
1

2i

(
a[v, u]− a[u, v]

)
,

ïîýòîìó

(Su, v)′
H̊1(Ω)

= (v, Su)′H̊1(Ω) = − 1

2i

(
a[v, u]− a[v, u]

)
= (u, Sv)′

H̊1(Ω)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.6), (2.7) âíà÷àëå ïðè

µ = 0. Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

−
2∑

i,j=1

(Tij(P,Rπ)uxi, vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

1

2

(
a[u, v] + a[v, u]

)
+ i

1

2i

(
a[u, v]− a[v, u]

)
= −(f, v)L2(Ω)

èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó (2.3),

(u, v)′
H̊1(Ω)

+ i(Su, v)H̊1(Ω) = −(f, v)L2(Ω). (2.16)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, v)L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî v íåïðåðûâíûì

àíòèëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà ïðîñòðàíñòâå H̊1(Ω) è ïî òåîðåìå Ðèññà
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ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ : L2(Ω) → H̊1(Ω) òàêîé,

÷òî

(Λf, v)′
H̊1(Ω)

= (f, v)L2(Ω) (v ∈ H̊1(Ω)).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îïåðàòîðíîãî

óðàâíåíèÿ

(I + iS)u = −Λf

â ïðîñòðàíñòâå H̊1(Ω).

Îïåðàòîð iS êîñîñèììåòðè÷åñêèé, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííûé

îáðàòíûé îïåðàòîð (I + iS)−1 : H̊1(Ω)→ H̊1(Ω). Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà÷à

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = −(I+iS)−1Λf . Ïîäñòàâëÿÿ v = u â (2.16),

áóäåì èìåòü

‖u‖′2
H̊1(Ω)

+ i(Su, u)′
H̊1(Ω)

= −(f, v)L2(Ω),

îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ âåùåñòâåííûå ÷àñòè, ïîëó÷èì

‖u‖′2
H̊1(Ω)

= −Re (f, u)L2(Ω) 6 ‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω)

(ó÷ëè, ÷òî âûðàæåíèå i(Su, u)′
H̊1(Ω)

ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà äëÿ ôóíêöèé èç H̊1(Ω),

âèäèì, ÷òî

‖u‖′2
H̊1(Ω)

= Re a[u, u] > γ ‖|∇u|‖2
L2(Ω) >

γ

d2
‖u‖2

L2(Ω),

ãäå d = diam Ω. Êîìáèíèðóÿ ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà, âûâîäèì îöåíêó

äëÿ ðåøåíèÿ:

‖u‖′
H̊1(Ω)

6
d
√
γ
‖f‖L2(Ω).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (2.6), (2.7) ïðè ïðîèçâîëüíîì µ 6= 0:

µ(u, v)L2(Ω) − a[u, v] = (f, v)L2(Ω).

Îíà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

µΛu− (I + iS)u = Λf.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H̊1(Ω) â L2(Ω) è îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòî-

ðà Λ : L2(Ω)→ H̊1(Ω) ñóæåíèå Λ0 îïåðàòîðà Λ íà H̊1(Ω) åñòü êîìïàêòíûé
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îïåðàòîð â H̊1(Ω), è êîìïîçèöèÿ (I + iS)−1Λ0 òàêæå åñòü êîìïàêòíûé îïå-

ðàòîð â H̊1(Ω). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà

(µ−1I − (I + iS)−1Λ0)u = −µ−1(I + iS)−1Λf.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à (2.6), (2.7) ôðåäãîëüìîâà. Ïðè ýòîì µ 6= 0 ïðè-

íàäëåæèò ñïåêòðó êðàåâîé çàäà÷è (2.6), (2.7) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

÷èñëî 1/µ ÿâëÿåòñÿ (íåíóëåâûì) ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êîìïàêòíîãî îïå-

ðàòîðà (I+ iS)−1Λ0 : H̊1(Ω)→ H̊1(Ω). Îòìåòèì, ÷òî êîìïàêòíûé îïåðàòîð

Λ0 : H̊1(Ω)→ H̊1(Ω) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì:

(Λ0u, u)′
H̊1(Ω)

= ‖u‖2
L2(Ω) > 0 ïðè u 6= 0.

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ëåæàò

â óãëå, îõâàòûâàþùåì ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè u ∈ H̊1(Ω), ‖u‖′
H̊1(Ω)

= 1, âûïîëíåíî

µ(u, v)L2(Ω) = a[u, v] (v ∈ H̊1(Ω))

èëè, â ðàâíîñèëüíîé çàïèñè,

µ(Λ0u, v)′ = ((I + iS)u, v)′
H̊1(Ω)

(v ∈ H̊1(Ω)).

Ïîëàãàÿ çäåñü v = u, áóäåì èìåòü

Reµ (Λ0u, u)′
H̊1(Ω)

+ i Imµ (Λ0u, u)′
H̊1(Ω)

= 1 + i(Su, u)′
H̊1(Ω)

.

Ïðèðàâíèâàåì äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè:

Reµ (Λ0u, u)′
H̊1(Ω)

= 1, Imµ (Λ0u, u)′
H̊1(Ω)

= (Su, u)′
H̊1(Ω)

.

Ñ ó÷åòîì (Λ0u, u)′
H̊1(Ω)

> 0 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Reµ > 0,
Imµ

Reµ
= (Su, u)′

H̊1(Ω)
.

Ëåììà 2.3 äàåò (‖u‖′
H̊1(Ω)

= 1)

| Imµ|
Reµ

6 ‖S‖′ 6 M

γ
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

�



� 63 �

Çàìå÷àíèå 2.4. Çäåñü óìåñòíî ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ

äàëüíåéøèõ ñëåäñòâèé èç íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà, êîòîðûå òàêæå îñ-

íîâàíû íà îáùèõ èçâåñòíûõ ðàññóæäåíèÿõ. Íåðàâåíñòâà (2.12) è (2.13)

îçíà÷àþò, ÷òî ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà a çàìêíóòàÿ è ñåêòîðèàëüíàÿ, à

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà a[u, u], 0 6= u ∈ D(a), ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â óãëå

{0 6= λ ∈ C : | arg λ| 6 arctan(M/γ)}.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé òåîðåìîé î ïðåäñòàâëåíèè [6, ãë. IV, òåîðåìà 2.1],

ôîðìîé a îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí m-ñåêòîðèàëüíûé (ïî Ò. Êàòî) îïåðàòîð

A : D(A) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) ñ ïëîòíîé â L2(Ω) îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(A) ⊂ D(a), òàêîé, ÷òî a[u, v] = (Au, v)L2(Ω) ïðè u ∈ D(A), v ∈ D(a).

Îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è åñòü ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíå-

íèÿ (µI − A)u = f â L2(Ω). Òèïè÷íîé ñèòóàöèåé áóäåò D(A) 6⊂ H2
loc(Ω),

ò.å. äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ

êëàññîâ õàðàêòåðíî íàðóøåíèå ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Íåòðóä-

íî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð −A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé

ïîëóãðóïïû (ñì., íàïðèìåð, [36, òåîðåìà 3.4]).

Êðîìå òîãî, ñ èññëåäîâàíèåì íåðàâåíñòâà òèïà Ãîðäèíãà ñâÿçàíà èçâåñò-

íàÿ ïðîáëåìà Ò. Êàòî [29] î ñîâïàäåíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòíûõ

êîðíåé A1/2 è A∗1/2. Â ðàáîòàõ [31,32] äëÿ àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðîâ A áûëè

ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ îïåðàòî-

ðîâ A1/2 è A∗1/2, à òàêæå áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ ñ ÷èñëîâîé

îáëàñòüþ çíà÷åíèé â ñêîëü óãîäíî ìàëîì óãëå, îõâàòûâàþùåì ïîëîæè-

òåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûå îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ íå ñîâïàäàþò. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòè èññëåäîâàíèÿ â ïðèëîæåíèè

ê äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì

ïîëó÷èëè â ðàáîòàõ [21,23,24,41].

Êîíå÷íî, âñå ñêàçàííîå â ýòîì çàìå÷àíèè îòíîñèòñÿ â ðàâíîé ñòåïåíè è

ê çàäà÷å (1.4) èç ãëàâû 1.
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Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

−
2∑

i,j=1

(
aij0uxi(x) + aij1p

−1uxi(x/p) + bij0uxi(−x)
)
xj

= f(x) (x ∈ Ω).

(2.17)

Åãî ñèìâîëîì áóäåò âûðàæåíèå g+
0 (ξ)± g−0 (ξ) + g+

1 (ξ)λ, ãäå

g+
0 (ξ) =

2∑
i,j=1

aij0
ξiξj
|ξ|2

, g−0 (ξ) =
2∑

i,j=1

bij0
ξiξj
|ξ|2

, g+
1 (ξ) =

2∑
i,j=1

aij1
ξiξj
|ξ|2

.

Óñëîâèå Re (g+
0 (ξ)± g−0 (ξ) + g+

1 (ξ)λ) > 0 ïðè λ ∈ C, |λ| = 1, ξ 6= 0 ñâîäèòñÿ,

î÷åâèäíî, ê íåðàâåíñòâó

|Re g−0 (ξ)|+ |g+
1 (ξ)| < Re g+

0 (ξ) (|ξ| = 1).

Ïðè åãî âûïîëíåíèè óðàâíåíèå (2.17) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå, è äëÿ ëþáîé

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.17) â Ω îäíî-

çíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïðèìåð 2.2. Äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆u(x)− 2
(
ap−1ux1(x/p) + bux1(−x)

)
x2

= f(x) (x ∈ Ω) (2.18)

óñëîâèå (2.11) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ2
1 + ξ2

2 + 2ξ1ξ2 Re(aλ± b) > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1, ξ 6= 0).

Äàííîå íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ, î÷åâèäíî, ê ïðîâåðêå óñëîâèÿ −1 < Re(aλ±
b) < 1 äëÿ âñåõ |λ| = 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî |a| + |Re b| < 1. Èòàê, ïðè |a| +
|Re b| < 1 çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.18) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïðèìåð 2.3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

−
2∑

i,j=1

(aij0uxi(x) + bij1uxi(−x/p))xj = f(x) (x ∈ Ω). (2.19)

Åãî ñèìâîëîì áóäåò âûðàæåíèå g+
0 (ξ)± g−1 (ξ)λ, ãäå

g+
0 (ξ) =

2∑
i,j=1

aij0
ξiξj
|ξ|2

, g−1 (ξ) =
2∑

i,j=1

bij1
ξiξj
|ξ|2

.
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Óñëîâèå Re (g+
0 (ξ) ± g−1 (ξ)λ) > 0 ïðè λ ∈ C, |λ| = 1, ξ 6= 0 ñâîäèòñÿ ê

ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà

|g−1 (ξ)| < Re g+
0 (ξ) (|ξ| = 1).

Ïðè åãî âûïîëíåíèè óðàâíåíèå (2.19) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå, è äëÿ ëþáîé

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.19) â Ω îäíî-

çíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïðèìåð 2.4. Äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆u(x)− 2 (aux1(x) + bux1(−x/p))x2 = f(x) (x ∈ Ω) (2.20)

óñëîâèå (2.11) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ2
1 + ξ2

2 + 2ξ1ξ2 Re(a± bλ) > 0 (λ ∈ C, |λ| = 1, ξ 6= 0).

Äàííîå íåðàâåíñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå óñëîâèÿ −1 < Re(a± bλ) < 1 äëÿ

âñåõ |λ| = 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî |Re a|+ |b| < 1. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè |Re a|+
|b| < 1 çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.20) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.



Ãëàâà 3

Ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ

ðàñòÿæåíèåì è ñäâèãàìè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíîå (ôóíêöèîíàëüíûé îïåðà-

òîð ïîä çíàêîì ëàïëàñèàíà) óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå è ñäâèã, è ðàñòÿæåíèå.

Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ðàñòÿæåíèå è ñäâèã

ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòèðóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå â

óðàâíåíèè îäíîâðåìåííî ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ áåñ-

êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé àðãóìåíòîâ. Çà-

äà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè

ïðèíàäëåæàò çàìûêàíèþ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è âûðàæåíû ïðè ïîìîùè ôîðìóëû ñïåêòðàëü-

íîãî ðàäèóñà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Åå èñïîëüçîâàíèå ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì ïðåäåëîâ íåêîòîðîãî òèïà, êî-

òîðûå äàæå â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ îáíàðóæèâàþò óäèâèòåëüíóþ ¾õà-

îòè÷åñêóþ¿ çàâèñèìîñòü îò êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ. Âàæíûì äîïîëíåíèåì

ê òåêñòó ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ïàðàãðàô, â êîòîðîì ýòà çàâèñèìîñòü

àíàëèçèðóåòñÿ. Ïðè ýòîì îáíàðóæåíû íîâûå òåñíûå ñâÿçè ìåæäó òåîðè-

åé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì.

66
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3.1 Ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ðàñòÿæå-

íèåì è ñäâèãàìè àðãóìåíòà

Ïóñòü K � íåêîòîðûé êîìïàêò â Rn, è ν ∈ (C(K))∗ � ðåãóëÿðíàÿ (êîì-

ïëåêñíàÿ) áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ýòîì êîìïàêòå. Äëÿ ôóíê-

öèé, çàäàííûõ â Rn, ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ñâåðòêè

(ν ∗ u)(x) =

∫
K

u(x− h) dν(h).

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ôèíèòíîé ôóíêöèè u, u ∈ C0(Rn), ñâåðò-

êà òàêæå áóäåò íåïðåðûâíîé ôèíèòíîé ôóíêöèåé, ïðè÷åì supp (ν ∗ u) ⊂
suppu + K. Åñëè æå u ∈ C∞0 (Rn), òî è (ν ∗ u) ∈ C∞0 (Rn). Äåéñòâèòåëüíî,

â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé òî÷êè x ñåìåéñòâî t−1(u(x+ tej − h)− u(x− h))

ñõîäèòñÿ ê uxj(x− h) ïðè t→ 0 ðàâíîìåðíî ïî h ∈ K, è ìîæíî ïåðåéòè ê

ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

(ν ∗ u)xj = ν ∗ uxj . (3.1)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, óáåæäàåìñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû

Ôóáèíè, ÷òî

(̃ν ∗ u)(ξ) = ν̃(ξ)ũ(ξ), ãäå ν̃(ξ) =

∫
K

e−ihξ dν(h)

åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìåðû ν, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ è îãðà-

íè÷åííàÿ íà Rn (è ÿâëÿþùàÿñÿ ñóæåíèåì íà Rn öåëîé ôóíêöèè n êîì-

ïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, ñì. [15, òåîðåìà 7.23]). Î÷åâèäíî, ν̃(0) = ν(K) è

sup |ν̃(ξ)| 6 |ν|(K), |ν| � âàðèàöèÿ ìåðû ν. Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêà îäíî-

çíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàí-

ñòâå L2(Rn) è ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà Hs(Rn), s ∈ R, ñ îäíîé è òîé æå

íîðìîé, ðàâíîé sup |ν̃(ξ)|, à ðàâåíñòâî (3.1) ïåðåíîñèòñÿ íà îáîáùåííûå

ïðîèçâîäíûå.

Ïîâòîðíîå ñâåðòûâàíèå ñ ìåðàìè ν1 ∈ (C(K1))
∗ è ν2 ∈ (C(K2))

∗, ÿâëÿþ-

ùååñÿ â îáðàçàõ Ôóðüå óìíîæåíèåì íà ôóíêöèþ ν̃1(ξ)ν̃2(ξ), ïðåäñòàâëÿåò
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ñîáîé ñâåðòêó ñ ìåðîé ν1 ∗ ν2, (ν1 ∗ (ν2 ∗ u)) = (ν1 ∗ ν2) ∗ u, êîòîðàÿ ñîñðå-
äîòî÷åíà íà êîìïàêòå K1 +K2 è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(ν1 ∗ ν2)(B) =

∫
K1

ν2(B − h) dν1(h) =

∫
K2

ν1(B − h) dν2(h)

(B � áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî Rn). Íîðìà òàêîãî îïåðàòîðà (â L2 è Hs)

ðàâíà sup |ν̃1(ξ)ν̃2(ξ)|.
Äëÿ âñÿêîé ìåðû ν ∈ (C(K))∗ ðàññìîòðèì ìåðó ν• ∈ (C(−K))∗, îïðå-

äåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì ν•(B) = ν(−B). Î÷åâèäíî, ν̃• = ν̃. Îïåðàòîð,

ñîïðÿæåííûé â L2(Rn) îïåðàòîðó ñâåðòêè ñ ìåðîé ν, åñòü ñâåðòêà ñ ìåðîé

ν•.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Ω è Ω′ � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Rn, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèþ Ω′−K ⊂ Ω, òî ñóæåíèå ôóíêöèè ν ∗u íà Ω′ çàâèñèò èñêëþ÷è-

òåëüíî îò ñóæåíèÿ ôóíêöèè u íà Ω, ïîýòîìó ñâåðòêà ñ ìåðîé ν ∈ (C(K))∗

äåéñòâóåò è êàê îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç L2(Ω) â L2(Ω
′), à òàê-

æå èç Hs(Ω) â Hs(Ω′) (ñ íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé sup |ν̃(ξ)|, åñëè íîðìó

â Hs(Ω) îïðåäåëÿòü êàê íèæíþþ ãðàíü íîðì â Hs(Rn) âñåõ âîçìîæíûõ

ïðîäîëæåíèé â Rn). Îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ν ∗ u ∈ Hs(Ω′)

ïî-ïðåæíåìó ñâÿçàíà ñ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u ∈ Hs(Ω) ôîð-

ìóëîé (3.1).

Çàôèêñèðîâàâ ÷èñëî p > 1, îáîçíà÷èì Pu(x) = u(p−1x). Ïîä îïåðàòîðîì

ñ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì àðãóìåíòà ìû áóäåì ïîíèìàòü îïåðàòîð

Tu(x) = P (ν ∗ u)(x) =

∫
K

u(p−1x− h) dν(h). (3.2)

Çàìå÷àíèå 3.1. Åñëè íîñèòåëåì ìåðû ν ñëóæèò êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê

K = {h1, . . . , hl} (ñëó÷àé àòîìàðíîé ìåðû), òî ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿì àðãó-

ìåíòà (êîìáèíàöèÿìè ñæàòèÿ è ñäâèãîâ),

P (ν ∗ u)(x) = α1u(p−1x− h1) + . . .+ αlu(p−1x− hl) (α1, . . . , αl ∈ C).

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì òåðìèíîì è äëÿ áîëåå îáùèõ ìåð, îñóùåñòâ-

ëÿþùèõ �ðàçìàçàííûé� ïî íåêîòîðîìó êîìïàêòó ñäâèã.
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Îïåðàòîð T ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó, ïîìåíÿâ ìåñòàìè îïåðàöèè

ñâåðòêè è ñæàòèÿ:

Tu(x) =

∫
K

u(p−1(x− ph)) dν(h) =

∫
pK

u(p−1(x− h)) dPν(h) = (Pν ∗ Pu)(x).

Çäåñü Pν � ìåðà íà pK, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå Pν(B) = ν(p−1B).

Ëåììà 3.1. Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà T : L2(Rn)→ L2(Rn) âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(T ) = pn/2 lim
m→∞

sup
ξ∈Rn
|ν̃(ξ)ν̃(p−1ξ) . . . ν̃(p1−mξ)|1/m =

= pn/2 lim
m→∞

sup
ξ∈Rn
|ν̃(ξ)ν̃(pξ) . . . ν̃(pm−1ξ)|1/m. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàç Ôóðüå ôóíêöèè Tu åñòü ôóíêöèÿ P ∗(ν̃ũ)(ξ) =

pnν̃(pξ)ũ(pξ), ïîýòîìó

‖Tu‖2
L2(Rn) = p2n

∫
Rn

|ν̃(pξ)ũ(pξ)|2 dξ = pn
∫
Rn

|ν̃(η)ũ(η)|2 dη,

òàê ÷òî íîðìà äåéñòâóþùåãî â L2(Rn) îïåðàòîðà T ðàâíà pn/2 sup |ν̃(ξ)|.
Äëÿ ñòåïåíåé îïåðàòîðà T èìååì

Tmu = Pm(P 1−mν ∗ . . . ∗ P−1ν ∗ ν ∗ u),

(̃Tmu)(ξ) = pmnν̃(pξ)ν̃(p2ξ) . . . ν̃(pmξ)ũ(pmξ),

‖Tmu‖2
L2(Rn) = pmn

∫
Rn

|ν̃(η)ν̃(p−1η) . . . ν̃(p1−mη)|2|ũ(η)|2 dη,

‖Tm : L2(Rn)→ L2(Rn)‖ = pmn/2 sup |ν̃(ξ)ν̃(p−1ξ) . . . ν̃(p1−mξ)|.

Îòñþäà è èç èçâåñòíîé ôîðìóëû ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà [15, Òåîðåìà 10.13]

âûòåêàåò (3.3). Êðîìå òîãî, ïðåäåë â (3.3) ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíüþ ñî-

îòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü 0 6= h0 ∈ Rn, K = {h0,−h0}, a, b ∈ R è ν = aδ(h +

h0) + bδ(h− h0), δ � ìåðà (äåëüòà-ôóíêöèÿ) Äèðàêà. Èìååì

Tu(x) = au(p−1x+ h0) + bu(p−1x− h0),



� 70 �

ν̃(ξ) = aeih
0ξ + be−ih

0ξ = (a+ b) cos(h0ξ) + i(a− b) sin(h0ξ),

|ν̃(ξ)|2 = (a+ b)2 cos2(h0ξ) + (a− b)2 sin2(h0ξ) = (a2 + b2)(1 + κ cos(2h0ξ)),

κ = 2ab/(a2 + b2), |κ| 6 1,

è, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3), ρ(T ) =

= pn/2(a2 + b2)1/2 lim
m→∞

sup
t∈R
|(1 + κ cos t)(1 + κ cos pt) . . . (1 + κ cos pm−1t)|1/2m.

Ñëó÷àè κ > 0 è κ < 0 ðàçëè÷àþòñÿ. Åñëè κ > 0 (a è b îäíîãî çíàêà), òî

ôèãóðèðóþùàÿ çäåñü âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 0, îíà îäíà è òà

æå äëÿ âñåõm è ðàâíà (1+κ)1/2. Òàê ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí íîðìå

îïåðàòîðà T , ρ(T ) = pn/2(|a| + |b|). Åñëè æå κ < 0 (a è b ðàçíûõ çíàêîâ),

òî ñèòóàöèÿ íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò p. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, a = 1,

b = −1. Ìîæåì çàïèñàòü

ρ(T ) = 2pn/2 lim
m→∞

sup
t∈R
| sin t sin pt . . . sin pm−1t|1/m. (3.4)

Êîãäà p åñòü íå÷åòíîå öåëîå, | sin(π/2) sin(pπ/2) . . . sin(pm−1π/2)| = 1. Â

ýòîì ñëó÷àå ìû âíîâü èìååì ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è ñïåê-

òðàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí 2pn/2 � íîðìå îïåðàòîðà T . Åñëè æå p = 2, òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Íà-

ïðèìåð, sup | sin t sin 2t|1/2 = 2 · 3−3/4 < 1, à sup | sin t sin 2t sin 4t|1/3 åùå

ìåíüøå, òàê ÷òî ρ(T ) < 2pn/2. Èññëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà

ñæàòèÿ p ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà T : L2(Rn)→ L2(Rn) âèäà

Tu(x) = u(p−1x+ h0)− u(p−1x− h0)

ïîñâÿùåí ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ãëàâû. Òàê, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

lim
m→∞

sup
t∈R
| sin t sin 2t . . . sin 2m−1t|1/m = cos

π

6
.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü K = {x ∈ R3 : |x| = r} � ñôåðà ðàäèóñà r â R3, è ν �

(íîðìèðîâàííàÿ) ïëîùàäü íà ñôåðå. Ñâåðòêà â äàííîì ñëó÷àå óñðåäíÿåò

ïî ñôåðå,

Tu(x) =
1

4πr2

∫∫
|h|=r

u(p−1x− h) dSh,
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ν̃(ξ) =
1

4πr2

∫∫
|x|=r

e−iξh dSh =
sin r|ξ|
r|ξ|

,

ρ(T ) = p3/2 lim
m→∞

sup
t>0

∣∣∣∣sin tt sin pt

pt
. . .

sin pm−1t

pm−1t

∣∣∣∣1/m = p3/2.

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ âåëè÷èíà ρ(T ) íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñäâè-

ãà.

Ïåðåéäåì ê îïåðàòîðàì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Íàëîæèì íà ïàðó

Ω, K îñíîâíîå óñëîâèå

p−1Ω−K ⊂ Ω. (3.5)

Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè K ñîñòîèò èç îäíîé ëèøü òî÷êè h, òî óñëîâèå (3.5)

ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåîáðàçîâàíèå

x 7→ p−1x − h åñòü ñæàòèå Rn ñ öåíòðîì x0 = ph/(1 − p), è äëÿ ëþáîé

íà÷àëüíîé òî÷êè x1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé xk+1 = p−1xk−h ñõîäèò-
ñÿ ê x0. Âçÿâ x1 ∈ Ω, â ñèëó óñëîâèÿ (3.5) áóäåì èìåòü xk ∈ Ω (k = 2, 3, . . .),

îòêóäà x0 ∈ Ω. Òàêèì îáðàçîì, öåíòð ñæàòèÿ äîëæåí ëåæàòü â çàìûêàíèè

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, à ñàìà îáëàñòü ïðè ñæàòèè îòîáðàæàòüñÿ â ñåáÿ.

Èíòåãðàë (3.2) â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ïî ñóòè ñæàòèå ñ ðàñïðåäåëåí-

íûìè íåêîòîðûì îáðàçîì ïî Ω öåíòðàìè.

Óñëîâèå (3.5) ïîçâîëÿåò òàêæå ðàññìàòðèâàòü T êàê îãðàíè÷åííûé îïå-

ðàòîð â L2(Ω) � ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îïåðàòîðà ñâåðòêè,

äåéñòâóþùåãî èç L2(Ω) â L2(p
−1Ω), è îïåðàòîðà ñæàòèÿ P èç L2(p

−1Ω) â

L2(Ω). Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ñëó÷àþ ïðîñòðàíñòâà Hs(Ω).

Ëåììà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíî ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå (3.5), à ÷èñëî α ∈
C òàêîâî, ÷òî |α| < 1/ρ(T ). Òîãäà ïðè âñåõ s > 0 îïåðàòîð I + αT :

Hs(Ω)→ Hs(Ω) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé. Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà s âûïîëíåíî áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå |α| < 1/(psρ(T )),

òî îãðàíè÷åííî îáðàòèìûì áóäåò è îïåðàòîð I+αT : H−s(Ω)→ H−s(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ëåììû îïåðàòîð I + αT : L2(Rn) → L2(Rn)

èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé

(I + αT )−1v =
∞∑
m=0

(−α)mTmv =
∞∑
m=0

(−α)mPm(νm ∗ v), (3.6)
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νm = P 1−mν ∗ . . . ∗ P−1ν ∗ ν.

Ïóñòü s > 0 è v ∈ Hs(Rn). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ÷ëåíà ðÿäà ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

‖(−α)mTmv‖2
Hs(Rn) =

= (pn|α|)2m

∫
Rn

|ν̃(pξ)ν̃(p2ξ) . . . ν̃(pmξ)|2(1 + |ξ|2)s|ṽ(pmξ)|2 dξ =

= (pn|α|2)m
∫
Rn

|ν̃(η)ν̃(p−1η) . . . ν̃(p1−mη)|2(1 + |p−mη|2)s|ṽ(η)|2 dη 6

6 (pn|α|2)m sup
η∈Rn
|ν̃(η)ν̃(p−1η) . . . ν̃(p1−mη)|2

∫
Rn

(1 + |η|2)s|ṽ(η)|2 dη.

Êîýôôèöèåíò ïðè ‖v‖2
Hs(Rn) =

∫
Rn(1 + |η|2)s|ṽ(η)|2 dη ìàæîðèðóåòñÿ óáûâà-

þùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð (3.6) îãðàíè-

÷åí è â Hs(Rn).

Ïóñòü òåïåðü v ∈ H−s(Rn). Ïîñêîëüêó (1 + |p−mη|2)−s 6 p2ms(1 + |η|2)−s,
â ýòîì ñëó÷àå èìååì îöåíêó

‖(−α)mTmv‖2
H−s(Rn) 6 (pn+2s|α|2)m sup

η∈Rn
|ν̃(η)ν̃(p−1η) . . . ν̃(p1−mη)|2‖v‖2

H−s(Rn).

Ñõîäèìîñòü ðÿäà ãàðàíòèðóåòñÿ íåðàâåíñòâîì |α| < 1/(psρ(T )).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Ìåðà νm ñîñðåäîòî÷åíà

íà êîìïàêòå Km = K + p−1K + . . . p1−mK. Èç óñëîâèÿ (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

p−2Ω − p−1K ⊂ p−1Ω è, çíà÷èò, p−2Ω − p−1K − K ⊂ p−1Ω − K ⊂ Ω, ò.å.

p−2Ω − K2 ⊂ Ω. Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, áóäåì èìåòü p−mΩ −
Km ⊂ Ω. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè Pm(νm ∗ v) íà Ω îïðåäåëÿ-

åòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñóæåíèåì ôóíêöèè v íà Ω, òàê ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû

îïåðàòîð (3.6) äåéñòâóåò è êàê îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â H±s(Ω), ÿâëÿÿñü

îáðàòíûì ê îïåðàòîðó I + αT : H±s(Ω)→ H±s(Ω).

3.2 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

−∆(u(x) + αP (ν ∗ u)(x)) = f(x) (x ∈ Ω), (3.7)
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u|∂Ω = 0. (3.8)

Ñ÷èòàÿ f ∈ L2(Ω), ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.7), (3.8) áóäåì ïî-

íèìàòü ôóíêöèþ u ∈ H̊1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
n∑
j=1

((u+ αP (ν ∗ u))xj , vxj)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω) (3.9)

ïðè ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H̊1(Ω).

Òåîðåìà 3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.5) è íåðàâåíñòâà

|α| < p1−n/2

[
lim
m→∞

sup
ξ∈Rn
|ν̃(ξ)ν̃(pξ) . . . ν̃(pm−1ξ)|1/m

]−1

(3.10)

çàäà÷à (3.7), (3.8) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H̊1(Ω)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω). Åñëè âäîáàâîê f ∈ Hk(Ω), à ∂Ω ∈ Ck+2 (k

� öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå), òî u ∈ Hk+2(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà äåéñòâóåò êàê

ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì H̊1(Ω) è ñîïðÿæåííûì ê

íåìó ïðîñòðàíñòâîì (H̊1(Ω))∗ = H−1(Ω). Åñëè ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå â ëå-

âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.7) â âèäå−(∆u+αp−2P (ν∗∆u)) = −(I+αp−2T )∆u,

ãäå ∆u ∈ H−1(Ω), òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3.7), (3.8) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îáðàòèìîñòè îïåðà-

òîðà I + αp−2T : H−1(Ω) → H−1(Ω). Íåðàâåíñòâî (3.10) îçíà÷àåò, ÷òî

|α|p−2 < 1/(pρ(T )). Òîãäà ïî ëåììå 3.2 äàííûé îïåðàòîð èìååò îãðàíè-

÷åííûé îáðàòíûé (I + αp−2T )−1 : H−1(Ω) → H−1(Ω), òàê ÷òî â óñëîâè-

ÿõ òåîðåìû èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆u = (I+αp−2T )−1f . Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç èçâåñòíûõ

ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è îãðàíè÷åííî-

ñòè îïåðàòîðà (I + αp−2T )−1 òàêæå â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) è ïðîñòðàíñòâàõ

Hk(Ω).

Çàìå÷àíèå 3.3. Êîíå÷íî, îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷ (3.7), (3.8) ñóùåñòâó-

åò è åäèíñòâåííî è â ñëó÷àå îáîáùåííîé ôóíêöèè f ∈ H−1(Ω), åñëè ïðàâóþ

÷àñòü â (3.9) ïîíèìàòü êàê äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà f íà ïðîáíóþ ôóíêöèþ

v ∈ H̊1(Ω).
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Çàìå÷àíèå 3.4. Ïåðåõîä îò çàäà÷è (3.7), (3.8) ê çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ïóàññîíà −∆u = (I + αp−2T )−1f ìîæíî ïðîäåëàòü, îñíîâûâàÿñü íà

èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (3.9). Ïóñòü u(x) åñòü îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(3.7), (3.8). Îáîçíà÷èì w = u+αP (ν∗u), w ∈ H1(Ω). Äëÿ îáîáùåííûõ ïðî-

èçâîäíûõ ôóíêöèè w ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå wxj = uxj+αp
−1P (ν∗uxj).

Ïîñêîëüêó |αp−1| < 1/ρ(T ), â ñèëó ëåììû 3.2 è ôîðìóëû (3.6) ìîæåì ïðåä-

ñòàâèòü uxj â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ â L2(Ω) ðÿäà

uxj =
∞∑
m=0

(−αp−1)mPm(νm ∗ wxj).

Çàôèêñèðîâàâ ïðîáíóþ ôóíêöèþ v ∈ H̊1(Ω), áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëÿ íåå

ôóíêöèè P−mv ∈ H̊1(p−mΩ), m = 1, 2, . . .. Äëÿ ìåðû νm, ñîñðåäîòî÷åííîé

íà êîìïàêòå Km, ìåðà ν•m ñîñðåäîòî÷åíà íà êîìïàêòå (−Km). Ïîýòîìó íî-

ñèòåëü ôóíêöèè ν•m ∗P−mv ëåæèò â p−mΩ−Km ⊂ Ω è ν•m ∗P−mv ∈ H̊1(Ω).

Ïîäñòàâèì äàííóþ ôóíêöèþ âìåñòî v â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (3.9). Â

ðåçóëüòàòå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåì èìåòü
n∑
j=1

(wxj , (ν
•
m ∗ P−mv)xj)L2(Ω) = (f, ν•m ∗ P−mv)L2(Ω),

n∑
j=1

(wxj , ν
•
m ∗ P−mvxj)L2(Ω) = (p−mf, ν•m ∗ P−mv)L2(Ω),

n∑
j=1

(Pm(νm ∗ wxj), vxj)L2(Ω) = (p−mPm(νm ∗ f), v)L2(Ω).

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ íà (−αp−1)m è ñóììèðóÿ ïî m =

0, 1, . . ., ïîëó÷èì
n∑
j=1

(uxj , vxj)L2(Ω) = (g, v)L2(Ω),

ãäå ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó L2(Ω) ôóíêöèÿ g ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé f

ñîîòíîøåíèåì

g =
∞∑
m=0

(−αp−2)mPm(νm ∗ f) = (I + αp−2T )−1f,

ïðè÷åì îïåðàòîð (I + αp−2T )−1 : L2(Ω)→ L2(Ω) îãðàíè÷åí. Ìû ïîêàçàëè,

÷òî âñÿêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7), (3.8) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
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ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −∆u = g â Ω. Ïåðåõîä

â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âïîëíå àíàëîãè÷åí.

Ïðèìåð 3.3. Â øàðå Ω = {x ∈ R3 : |x| < R} ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå

äëÿ óðàâíåíèÿ

−∆

(
u(x) + α

∫∫
|h|=r

u(p−1x− h) dSh

)
= f(x), (3.11)

ãäå r < (p − 1)R/p � äàííîå íåðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå (3.5).

Òåîðåìà 3.1 ñ ó÷åòîì ïðèìåðà 3.2 ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è (3.11), (3.8) ïðè óñëîâèè 4πp1/2r2|α| < 1.

Ïðèìåð 3.4. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ

çíà÷åíèÿõ α (äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ) çàäà÷à âèäà (3.7), (3.8) ìî-

æåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî îáîáùåííûõ ðåøåíèé. Ïóñòü Ω ⊂ R2 � êâàä-

ðàò {−1 < x1, x2 < 1} è h = (1, 1). Ðàññìîòðèì â Ω çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ

óðàâíåíèÿ

−∆ (u(x) + α[u((x+ h)/2)− u((x− h)/2))]) = f(x) (x ∈ Ω). (3.12)

Çäåñü Tu(x) = u((x+h)/2)−u((x−h)/2)), óñëîâèå (3.5) âûïîëíåíî (îïåðà-

òîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ñæàòèé ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ êâàä-

ðàòà (1, 1) è (−1,−1)), à âñå âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ëàïëàñèàíà çàäàåò,

î÷åâèäíî, îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð I + αT : H̊1(Ω)→ H1(Ω).

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå u + αTu = w èìååò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈
H̊1(Ω) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé u ∈ H̊1(Ω) (ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ðå-

øåíèé áåñêîíå÷íîìåðíî), åñëè |α| > 1. Òîãäà è êðàåâàÿ çàäà÷à (3.12), (3.8)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ω) áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî îáîáùåííûõ

ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìà 3.1 ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðå-

øèìîñòü çàäà÷è (3.12), (3.8) ïðè |α| < 1/
√

3, ñì. ïðèìåð 3.1 è ïàðàãðàô 3.3.

Çàôèêñèðóåì w è ïîñòðîèì íåêîòîðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ u+αTu = w.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ω1 = {0 < x1, x2 < 1}, Ω2 = {−1 < x1 < 0, 0 < x2 < 1},

Ω3 = {−1 < x1, x2 < 0}, Ω4 = {0 < x1 < 1, −1 < x2 < 0},
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Ω11 = {1/2 < x1, x2 < 1}, Ω12 = {0 < x1 < 1/2, 1/2 < x2 < 1},

Ω13 = {0 < x1, x2 < 1/2}, Ω14 = {1/2 < x1 < 1, 0 < x2 < 1/2}

(ýòî ÷àñòè êâàäðàòà Ω â êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòÿõ, ïðè÷åì ÷àñòü Ω1, ëåæà-

ùàÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè, äåëèòñÿ åùå íà ÷åòûðå ÷àñòè),

Γ1 = {(x1,−1/2) : −1 < x1 < 0}, Γ2 = {(−1/2, x2) : −1 < x2 < 0}.

Òàêæå ÷åðåç ui îáîçíà÷èì ñóæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè u íà êâàäðàò Ωi, à

u1i � íà êâàäðàò Ω1i, i = 1, 2, 3, 4. Áóäåì èñêàòü ui ∈ H̊1(Ωi), u1i ∈ H̊1(Ω1i).

Êàæäóþ èç ôóíêöèé u, ui, u1i áóäåì ñ÷èòàòü ïðîäîëæåííîé íóëåì âíå ñî-

îòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòà, òàê ÷òî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé çàïèñü

u = u1 + u2 + u3 + u4, u1 = u11 + u12 + u13 + u14.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî èññëåäóåìîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå ñèñòåìû

u1(x) + αu1((x+ h)/2)− αu3((x− h)/2) = w(x) (x ∈ Ω1), (3.13)

u2(x) + αu1((x+ h)/2)− αu3((x− h)/2) = w(x) (x ∈ Ω2), (3.14)

u3(x) + αu1((x+ h)/2)− αu3((x− h)/2) = w(x) (x ∈ Ω3), (3.15)

u4(x) + αu1((x+ h)/2)− αu3((x− h)/2) = w(x) (x ∈ Ω4). (3.16)

Çàäàäèìñÿ ôóíêöèåé u3 ∈ H̊1(Ω3), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

u3|Γ1
= −α−1w(2x+ h)|Γ1

, u3|Γ2
= −α−1w(2x+ h)|Γ2

, (3.17)

à â îñòàëüíîì ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîé. Óðàâíåíèåì (3.15) òîãäà îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u1 â Ω13:

u13(x) = u1(x) = α−1(w(2x− h)− u3(2x− h)) + u3(x− h) (x ∈ Ω13),

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u13 èìååò íóëåâîé ñëåä íà ∂Ω13, ò.å. u13 ∈ H̊1(Ω13),

â ñèëó íàëîæåííûõ íà u3 óñëîâèé (3.17). Äåéñòâèòåëüíî, ê ïðèìåðó, íà

ñòîðîíå 0 < x1 < 1/2, x2 = 1/2 êâàäðàòà èìååì

u13(x1, 1/2) = α−1(w(2x1 − 1, 0)− u3(2x1 − 1, 0)) + u3(x1 − 1,−1/2) =
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= α−1w(2x1 − 1, 0) + u3(x1 − 1,−1/2) = 0.

Ïîëîæèì u12 = 0, u14 = 0, è îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (3.13), èç êîòîðîãî

ìû ñîáèðàåìñÿ íàéòè u11. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u11(x)+αu11((x+h)/2) = w(x)+αu3((x−h)/2)−u13(x) (x ∈ Ω1). (3.18)

Â ýòîì óðàâíåíèè ôóíêöèÿ ñïðàâà ïðèíàäëåæèò H̊1(Ω1) áëàãîäàðÿ óñëîâè-

ÿì (3.17), à îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè åñòü ñóììà òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà

è (ñ êîýôôèöèåíòîì α) îïåðàòîðà ñî ñæàòèåì àðãóìåíòà ñ öåíòðîì â òî÷êå

(1, 1). Èç [9, Ëåììà 1.2] ñëåäóåò, ÷òî ïðè |α| > 1 ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì H̊1(Ω11) íà H̊1(Ω1). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíå-

íèå (3.18) ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü u11 ∈ H̊1(Ω11), è ôóíêöèÿ u1

ïîëíîñòüþ ïîñòðîåíà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ u2 è u4 îñòàåòñÿ ïðîñòî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè (3.14) è (3.16), ïðè÷åì óñëîâèÿ (3.17) âíîâü ãàðàí-

òèðóþò ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâàì H̊1(Ω2) è H̊1(Ω4),

ñîîòâåòñòâåííî.

3.3 Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà, ñòîÿùåãî ñïðàâà â ôîðìóëå

(3.4). Îáîçíà÷èì

θm(t) = θm(p, t) =
m∏
k=1

| sin πpk−1t| (p > 0, t ∈ R, m = 1, 2, . . .),

ν(p) = lim
m→∞

sup
t
θm(p, t)1/m = inf

m
sup
t
θm(p, t)1/m.

Â òîì, ÷òî çàïèñàííûé çäåñü ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí íèæíåé ãðàíè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè sup θm(t)1/m, ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííî. Ýòîò

ôàêò âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ sup θm+l(t) 6 sup θm(t) sup θl(t). Êðîìå òî-

ãî,

sup
t
θm(p, t) = sup

t
θm(p−1, t),

òàê ÷òî ν(p) = ν(1/p). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé 0 < p <

1 ëèáî ñëó÷àé p > 1. Î÷åâèäíî, 0 6 θm(p, t) 6 1 è 0 6 ν(p) 6 1.
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Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ 1-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé | sin πt|, óäîáíî
ñîïîñòàâèòü âåêòîðó àðãóìåíòîâ (t, pt, . . . , pm−1t) òî÷êó íà m-ìåðíîì òîðå:

(S(t), S(pt), . . . , S(pm−1t)) ∈ Tm,

ãäå ÷åðåç S(t) ìû îáîçíà÷àåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ âåùåñòâåííûõ

÷èñåë t̃ òàêèõ, ÷òî t̃ = t mod 1.

Äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà y ïîëîæåíèå òî÷êè S(y) íà îêðóæíîñòè îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åãî äðîáíîé ÷àñòüþ {y} ∈ [0, 1), êîòîðóþ ìû áóäåì

çàïèñûâàòü â âèäå {y} = 1/2 + δ(y), δ(y) ∈ [−1/2, 1/2). Îòìåòèì, ÷òî åñëè

{y0} 6= 0 è 0 < ε < 1/2−|δ0|, òî ïîïàäàíèå òî÷êè S(y) â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè

S(y0) íà îêðóæíîñòè ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó |{y} − {y0}| = |δ − δ0| < ε.

Èìåÿ âåêòîð ñêîðîñòåé (ω1, . . . , ωm), ωk > 0, ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ïî-

òîê

(S(ω1t), . . . , S(ωmt))

íà òîðå. Êëþ÷åâóþ ðîëü â áîëüøèíñòâå ðàññóæäåíèé ýòîãî ïóíêòà èãðàåò

ñëåäóþùåå õîðîøî èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå, ñì., íàïðèìåð, [5, ïðåäëîæåíèå

1.5.1].

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè êîìïîíåíòû ωk âåêòîðà ñêîðîñòåé ðàöèîíàëüíî

íåçàâèñèìû, ò.å.
∑m

k=1 akωk 6= 0 äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a1, . . . , an, íå âñåõ

ðàâíûõ íóëþ, òî òðàåêòîðèÿ

{(S(ω1t), . . . , S(ωmt)) ∈ Tm : t ∈ R}

âñþäó ïëîòíà â Tm. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë γ1, . . . , γm

èç èíòåðâàëà (−1/2, 1/2) è 0 < ε < 1/2−max |γk| íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

t0 ∈ R, ÷òî
|{ωkt0} − (1/2 + γk)| < ε (k = 1, . . . ,m). (3.19)

Áóäåì îáîçíà÷àòü δ(ωkt) ÷åðåç δk(t) èëè ïðîñòî δk. Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1

ìîìåíòàëüíî âûòåêàåò

Ëåììà 3.3. Åñëè ÷èñëî p òðàíñöåíäåíòíîå, òî ν(p) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p � òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî m ÷èñëà ωk = pk−1 (k = 1, . . . ,m) ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Ïî-

ëàãàÿ γk = 0 â (3.19), íàõîäèì äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1/2 òàêóþ òî÷êó t0 ∈ R,
÷òî |δk(t0)| < ε äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m. Òîãäà | sin(πpkt0)| = cos(πδk(t0)) >

cos(πε) è θm(t0)
1/m > cos(πε). Ïîëó÷àåì sup θm(t)1/m = 1 â ñèëó ïðîèçâîëü-

íîñòè ε.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé âàðèàíò óòâåðæäåíèÿ 3.1. Çàôèêñè-

ðîâàâ íàòóðàëüíûå ÷èñëà κ è N > 2, ïðåäñòàâèì öåëóþ ÷àñòü [y] (ëþáîãî)

÷èñëà y ∈ R â âèäå

[y] =
κ−1∑
i=0

jiN
i mod Nκ,

ãäå j0, j1, . . . , jκ−1 ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü ÷èñëà ω1, . . . , ωm ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Êðîìå òî-

ãî, ïóñòü çàäàíû íàáîðû ÷èñåë γk ∈ (−1/2, 1/2) è jk,i ∈ {0, 1, . . . , N − 1}
(k = 1, . . . ,m; i = 0, . . . , κ − 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1/2 − max |γk|
ñóùåñòâóåò òî÷êà t0 ∈ R òàêàÿ, ÷òî

ωkt0 = 1/2 + δk +
κ−1∑
i=0

jk,iN
i mod Nκ,

ïðè÷åì

|δk − γk| < ε (k = 1, . . . ,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

yk =
1

Nκ

(
1/2 + γk +

κ−1∑
i=0

jk,iN
i

)
∈ (0, 1) (k = 1, . . . ,m). (3.20)

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî ωkt ïðè ëþáîì t ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ωkt = {ωkt}+ [ωkt] = 1/2 + δk(t) +
κ−1∑
i=0

j̃k,i(t)N
i mod Nκ

c δk(t) ∈ [−1/2, 1/2), è j̃k,0(t), j̃k,1(t), . . . , j̃k,κ−1(t) ∈ {0, 1, . . . , N − 1}. Ïðè
ýòîì {

ωkt

Nκ

}
=

1

Nκ

(
1/2 + δk(t) +

κ−1∑
i=0

j̃k,i(t)N
i

)
, (3.21)
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ïîñêîëüêó ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ëåæèò â ïðîìåæóòêå [0, 1).

Ïîëüçóÿñü ðàöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòüþ ÷èñåë ω1N
−κ, . . . , ωmN

−κ íàõî-

äèì â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.1 ÷èñëî t0 ∈ R òàê, ÷òîáû∣∣∣∣{ωkt0Nκ

}
− yk

∣∣∣∣ < ε

Nκ
(k = 1, . . . ,m).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (3.20) è (3.21), áóäåì èìåòü∣∣∣∣∣δk(t0)− γk +
κ−1∑
i=0

(
j̃k,i(t0)− jk,i

)
N i

∣∣∣∣∣ < ε (k = 1, . . . ,m).

Îáîçíà÷èì εk = δk(t0) − γk +
κ−1∑
i=0

(
j̃k,i(t0)− jk,i

)
N i, ïðè ýòîì |εk| < ε <

1/2−max |γk|. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

γk + εk − δk(t0) =
κ−1∑
i=0

(
j̃k,i(t0)− jk,i

)
N i,

â êîòîðûõ ñïðàâà ñòîÿò öåëûå ÷èñëà, à

|γk + εk − δk(t0)| 6 |γk|+ |εk|+ |δk(t0)| < 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

γk + εk − δk(t0) =
κ−1∑
i=0

(
j̃k,i(t0)− jk,i

)
N i = 0,

ò.å. |δk(t0) − γk| = |εk| < ε è j̃k,i(t0) = jk,i äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m è i =

0, . . . , κ− 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ò.å. êîð-

íåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èç êóðñà

àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâî-

ãî ìíîæèòåëÿ) íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ p. Ýòîò ìíî-

ãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà p, à åãî ñòåïåíü � ïî-

ðÿäêîì àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà p. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà

p ïîðÿäêà l ÷èñëà 1, p, . . . , pl−1 ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû.

Èòàê, ïóñòü p � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ïîðÿäêà l, à

Q(q) = alq
l + al−1q

l−1 + . . .+ a1q + a0
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� åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ÷èñëà ak öåëûå, íå

èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, è al > 0 (à ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ óìíî-

æåíèåì Q(q) íà ïîäõîäÿùåå öåëîå ÷èñëî), òî òàêîé íàáîð a0, a1, . . . , al

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì p. Îáîçíà÷èì a = a0 + a1 + . . . + al,

A = |a0|+ |a1|+ . . .+ |al|. Êàê ìû óâèäèì, ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîâå-

äåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sup θm(t)1/m (è, êàê ñëåäñòâèå, íà çíà÷åíèå ν(p))

îêàçûâàåò ÷åòíîñòü ÷èñëà a.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü p ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ïîðÿäêà l è ÷èñëî

a � íå÷åòíîå. Òîãäà äëÿ ν(p) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó:

ν(p) 6
(

cos
π

2A

)1/(l+1)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî alpl +al−1p
l−1 + . . .+a1p+a0 = 0 íà

t è ïîëàãàÿ pk−1t = 1/2 + δk(t), [pk−1t] = jk(t), áóäåì èìåòü
∑l

k=0 ak(1/2 +

δk(t) + jk(t)) = 0 èëè

l∑
k=0

akδk(t) = −a
2
−

l∑
k=0

akjk(t) (t ∈ R).

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî a � íå÷åòíîå ÷èñëî, âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

1

2
6

∣∣∣∣∣
l∑

k=0

akδk(t)

∣∣∣∣∣ 6
l∑

k=0

|ak||δk(t)| (t ∈ R).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k0 ∈ {0, . . . , l}, ÷òî
|δk0(t)| > 1

2A . Ïîýòîìó

θl+1(t) 6 cos
π

2A
(t ∈ R).

Ïî òîé æå ïðè÷èíå

2(l+1)∏
k=l+2

| sin πpk−1t| =
l+1∏
k=1

| sin πpk−1(pl+1t)| = θl+1(p
l+1t) 6 cos

π

2A

íà R, è ò.ä., òàê ÷òî

sup
t
θm(l+1)(t) 6

(
cos

π

2A

)m
.

Èçâëåêàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà êîðåíü ñòåïåíè m(l + 1) è

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→∞, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ïðèìåð 3.5. Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ÷èñëà p =
√

3±1, î÷åâèäíî,

áóäåò Q(q) = q2 ∓ 2q − 2. Ïîýòîìó ν(
√

3± 1) 6 3
√

cos(π/10).

Ëåììó 3.5 ìîæíî ñóùåñòâåííî äîïîëíèòü, åñëè ïðåäïîëîæèòü al = 1.

×èñëî p â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì. Òîãäà ν(p) =

1, åñëè a ÷åòíî, è ν(p) > cos π
2a ïðè íå÷åòíûõ a 6= ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ÷èñëî a ÷åòíîå. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî m =

1, 2, . . ., ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 1/2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà t0 ∈ R,
÷òî |δk(t0)| < ε ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . , l + m − 1 (δk(t0) = δ(pk−1t0)). Ïðè

m = 1 ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 (÷èñëà 1, p, . . . , pl−1 ðàöèîíàëüíî

íåçàâèñèìû). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî m âûáðàíà ïî ε òî÷êà t0

òàê, ÷òî |δk(t0)| < ε/(A − 1) ïðè âñåõ k = 1, . . . , l + m − 1. Èñïîëüçóåì

òîæäåñòâî Q(p)t = 0 ïðè t = pm−1t0:

1

2
+ δl+m(t0) + jl+m(t0) +

l−1∑
s=0

as

(
1

2
+ δm+s(t0) + jm+s(t0)

)
= 0. (3.22)

Ñ ó÷åòîì a/2 ∈ Z îòñþäà âûòåêàåò

δl+m(t0) +
l−1∑
s=0

asδm+s(t0) ∈ Z. (3.23)

Ïðè ýòîì |δl+m(t0)| 6 1/2 è∣∣∣∣∣
l−1∑
s=0

asδm+s(t0)

∣∣∣∣∣ 6
l−1∑
s=0

|as||δm+s(t0)| <
ε

A− 1

l−1∑
s=0

|as| =
ε

A− 1
(A−1) = ε <

1

2

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî â (3.23) ðàâíî íóëþ è

|δl+m(t0)| =

∣∣∣∣∣
l−1∑
s=0

asδm+s(t0)

∣∣∣∣∣ < ε.

Ôàêòè÷åñêè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâà |δ1(t0)|, . . . , |δl(t0)| < (A −
1)−mε ãàðàíòèðóþò íåðàâåíñòâà |δ1(t0)|, . . . , |δl+m(t0)| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî m ∈ N ïî ëþáîìó 0 < ε < 1/2 ìîæíî

íàéòè òî÷êó t0 òàêóþ, ÷òî θm(t0) > cosm πε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε èìååì

sup θm(t) = 1 äëÿ âñåõ m. Óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíîãî a äîêàçàíî.
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2. Ïóñòü òåïåðü a � íå÷åòíîå ÷èñëî è |a| 6= 1. Îáîçíà÷èì γ = 1
2a . Àíà-

ëîãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ m ∈ N
è 0 < ε < 1/3 ñóùåñòâóåò òî÷êà t0 òàêàÿ, ÷òî |δk(t0) − γ| < ε ïðè âñåõ

k = 1, 2, . . . , l+m−1. Ïðèm = 1 ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.1. Äëÿ ôèê-

ñèðîâàííîãî m íàõîäèì ïî ε òî÷êó t0, â êîòîðîé |δk(t0)−γ| < ε/(A−1) ïðè

âñåõ k = 1, . . . , l+m−1. Ðàâåíñòâî (3.22) òåïåðü óæå ñ ó÷åòîì (a−1)/2 ∈ Z
äàåò

δl+m(t0)− γ +
l−1∑
s=0

as(δm+s(t0)− γ) ∈ Z. (3.24)

Çäåñü |δl+m(t0)| 6 1/2, |γ| 6 1/6, è∣∣∣∣∣
l−1∑
s=0

as(δm+s(t0)− γ)

∣∣∣∣∣ < ε

A− 1

l−1∑
s=0

|as| = ε <
1

3

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî â (3.24) ðàâíî íóëþ.

Òîãäà

|δl+m(t0)− γ| =

∣∣∣∣∣
l−1∑
s=0

as(δm+s(t0)− γ)

∣∣∣∣∣ < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî m ∈ N ïî ëþáîìó 0 < ε < 1/3 ìîæíî íàéòè

òî÷êó t0 òàêóþ, ÷òî θm(t0) > cosm π(|γ|+ε). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε èìååì

sup θm(t) > cos πγ äëÿ âñåõ m. Ëåììà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïðèìåð 3.6. Äëÿ p =
√

3 + 1 èìååì Q(q) = q2 − 2q − 2, a = −3, è òîãäà

0.866 < cos(π/6) 6 ν(
√

3 + 1) 6 3

√
cos(π/10) < 0.984

â ñèëó ëåìì 3.5 è 3.6.

À âîò äëÿ p =
√

3− 1 ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí åñòü Q(q) = q2 + 2q − 2,

a = 1, è ëåììó 3.6 äëÿ îöåíêè ν(
√

3 − 1) = ν
(√

3+1
2

)
ñíèçó ïðèìåíèòü íå

ïîëó÷àåòñÿ.

Ïðèìåð 3.7. Äëÿ p =
√

2 + 1 èìååì Q(q) = q2 − 2q − 1, a = −2, è

ν(
√

2 + 1) = 1 ïî ëåììå 3.6.

Êîãäà ÷èñëî p ðàöèîíàëüíî èëè ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç ðàöèîíàëüíîãî ÷èñ-

ëà, äëÿ ν(p) òàêæå ïîëó÷åíà òî÷íàÿ ôîðìóëà. Ñ ýòîãî ìåñòà è äî êîíöà
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ïóíêòà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî p óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Npl = M ñ íà-

òóðàëüíûìè âçàèìíî ïðîñòûìè M è N , ïðè÷åì M < N , â òî âðåìÿ êàê

÷èñëà 1, p, . . . , pl−1 ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Ïîëîæèì γ = ±1/(2M+2N),

åñëè ÷èñëî M +N íå÷åòíîå, è γ = 0, åñëè M +N � ÷åòíîå ÷èñëî.

Ëåììà 3.7. Ïóñòü 0 < ε < 1/3, à ÷èñëî δ òàêîâî, ÷òî |δ − γ| < ε. Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, ÷òî åñëè y = 1/2 + δ + j

mod N , òî |δ(ply) + γ| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî M +N íå÷åòíîå è ÷òî γ = 1/(2M +

2N) (äëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî çíà÷åíèÿ γ è äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíîãî M + N âñå

âûêëàäêè àíàëîãè÷íû). Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî Nply = My âûðàæåíèÿ

y = 1/2 + δ + j + bN è ply = 1/2 + δ(ply) +B, ãäå b, B � íåêîòîðûå öåëûå

÷èñëà, à j ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, áóäåì èìåòü

Nδ(ply)−Mδ =
M −N

2
+Mj +N(bM −B)

èëè

N(δ(ply) + γ)−M(δ − γ) =
M −N + 1

2
+Mj +N(bM −B), (3.25)

ïðè÷åì ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ïîäáåðåì j ∈ {0, 1, . . . , N −
1} òàê, ÷òîáû îíî áûëî êðàòíî N . Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü áëàãîäàðÿ

âçàèìíîé ïðîñòîòå M è N . Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó |δ(ply)| 6 1/2, à

M +N > 3, ïîëó÷àåì

|N(δ(ply) + γ)−M(δ − γ)| < N |δ(ply) + γ|+Mε 6

6 N

(
1

2
+

1

2(M +N)
+
M

3N

)
< N.

Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (3.25) ðàâíû íóëþ, ò.å.

|δ(ply) + γ| = M

N
|δ − γ| < ε.

Ëåììó 3.7 ìîæíî çíà÷èòåëüíî óñèëèòü.
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Ëåììà 3.8. Ïóñòü 0 < ε < 1/3, |δ− γ| < ε è κ ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà-

áîðà ÷èñåë J0, J1, . . . , Jκ−1 ∈ {0, 1, . . . , N−1} íàéäóòñÿ ÷èñëà j0, j1, . . . , jκ ∈
{0, 1, . . . , N − 1} òàêèå, ÷òî åñëè

y = 1/2 + δ +
κ∑
i=0

jiN
i mod Nκ+1,

òî

ply = 1/2 + δ(ply) +
κ−1∑
i=0

JiN
i mod Nκ,

ïðè÷åì |δ(ply) + γ| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî M + N íå÷åòíûì è γ =

1/(2M + 2N). Çàïèøåì

y = 1/2 + δ +
κ∑
i=0

jiN
i + bNκ+1, ply = 1/2 + δ(ply) +

κ−1∑
i=0

j̃iN
i +BNκ,

ãäå b, B � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà, j̃0, . . . , j̃κ−1 � íåêîòîðûå ÷èñëà èç ìíî-

æåñòâà {0, 1, . . . , N − 1}, à j0, j1, . . . , jκ ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ïîäëåæàò îïðå-
äåëåíèþ. Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.7,

ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

N(δ(ply) + γ)−M(δ − γ) =

=
M −N + 1

2
+Mj0 +N

(
κ−1∑
i=0

(Mji+1 − j̃i)N i +Nκ(bM −B)

)
, (3.26)

ãäå ïóòåì âûáîðà j0 ∈ {0, 1, . . . , N − 1} äåëàåì ïðàâóþ ÷àñòü êðàòíîé N .

Ýòî îáåñïå÷èâàåò íóæíóþ îöåíêó |δ(ply) + γ| < ε è ôèêñèðóåò çíà÷åíèå,

êîòîðîå ïðèíèìàåò âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (3.26):

κ−1∑
i=0

(Mji+1 − j̃i)N i +Nκ(bM −B) = B1.

Ïåðåíîñÿ ñëàãàåìîå ñ èíäåêñîì i = 0 â ïðàâóþ ÷àñòü, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî â âèäå

N

(
κ−2∑
i=0

(Mji+2 − j̃i+1)N
i +Nκ−1(bM −B)

)
= B1 −Mj1 + j̃0. (3.27)
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Òåïåðü âûáåðåì j1 ∈ {0, 1, . . . , N − 1} òàê, ÷òîáû ÷èñëî B̃−Mj1 + J0 áûëî

êðàòíî N . Òîãäà è ðàçíîñòü B1−Mj1 + j̃0− (B−Mj1 +J0) = j̃0−J0 áóäåò

êðàòíàN , ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè j̃0 = J0. Êðîìå òîãî, âûáîð j1 ôèêñèðóåò

çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (3.27):

κ−2∑
i=0

(Mji+2 − j̃i+1)N
i +Nκ−1(bM −B) = B2.

Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå j2 ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ýòî ðàâåíñòâî ãàðàíòèðó-

åò j̃1 = J1 è ò.ä. Íà ïîñëåäíåì øàãå, âûáèðàÿ jκ ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, èç
ðàâåíñòâà

Mjκ − j̃κ−1 +N(bM −B) = Bκ

âûâîäèì j̃κ−1 = Jκ−1.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü ÷èñëî M+N íå÷åòíîå. Òîãäà ν(p) > cos(π/(2M+

2N)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > 2 è ðàññìîòðèì

θml(t). Âîçüìåì κ = m− 1 è 0 < ε < 1/3. Â ñèëó ëåììû 3.4 íàéäåòñÿ òî÷êà

t0 òàêàÿ, ÷òî

pk−1t0 = 1/2 + δk +
m−2∑
i=0

jk,iN
i mod Nm−1, |δk − γ| < ε (k = 1, . . . , l),

(3.28)

êàêîâ áû íè áûë íàáîð jk,i ∈ {0, 1, . . . , N − 1} (i = 0, . . . ,m − 2). Çäåñü

γ = 1/(2M + 2N). Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.8 ïðè y = pk−1t0, âûáåðåì â (3.28)

÷èñëà jk,i òàê, ÷òîáû â ðàçëîæåíèè

ply = pl+k−1t0 = 1/2 + δl+k +
m−3∑
i=0

jl+k,iN
i mod Nm−2 (k = 1, . . . , l),

èìåòü |δl+k + γ| < ε è íàïåðåä çàäàííûå íàáîðû jl+k,i ∈ {0, 1, . . . , N −
1} (çäåñü óæå i = 0, . . . ,m − 3), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ

óñëîâèÿìè |δ2l+k − γ| < ε è æåëàåìûìè íàáîðàìè j2l+k,i ∈ {0, 1, . . . , N − 1}
(i = 0, . . . ,m− 4) â ðàçëîæåíèÿõ

p2l+k−1t0 = 1/2 + δ2l+k +
m−4∑
i=0

j2l+k,iN
i mod Nm−3 (k = 1, . . . , l),



� 87 �

è ò.ä. �Ïðàâèëüíûì� âûáîðîì ÷èñåë j(m−2)l+k,0 â ðàçëîæåíèè

p(m−2)l+k−1t0 = 1/2 + δ(m−2)l+k + j(m−2)l+k,0 mod N (k = 1, . . . , l),

áóäåò òàêîé, êîòîðûé îáåñïå÷èò íåðàâåíñòâà |δ(m−1)l+k + (−1)mγ| < ε äëÿ

p(m−1)l+k−1t0 = 1/2 + δ(m−1)l+k mod 1 (k = 1, . . . , l)

(ëåììà 3.7). Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå t0 âñå δk ïðè k = 1, . . . ,ml óäîâëåòâî-

ðÿþò íåðàâåíñòâó |δk − γ| < ε ëèáî íåðàâåíñòâó |δk + γ| < ε. Ïîýòîìó

θml(t0) > (cosπ(γ + ε))ml ⇒ sup
t
θml(t)

1/(ml) > cos π(γ + ε).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì sup θml(t)
1/(ml) > cos πγ, îòêóäà ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü ÷èñëî M +N ÷åòíîå. Òîãäà ν(p) = 1.

Îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 3.1 ëèøü â òîì, ÷òî γ = 0. Êðîìå

òîãî, ν(p) íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü N è M � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è Q(q) = Nql −M

� ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà p. Åñëè M + N � ÷åòíîå ÷èñëî, òî

ν(p) = 1. Åñëè M +N � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî ν(p) = cos(π/(2M + 2N)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèé 3.1 è 3.2 îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó

ñâåðõó ν(p) 6 cos(π/(2M + 2N)) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà M +N .

Äëÿ êàæäîãî t ∈ R ðàññìîòðèì äâà çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà

pk−1t = 1/2 + δk mod 1, pl+k−1t = 1/2 + δk+l mod 1,

ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

Nδk+l −Mδk =
M −N

2
mod 1 (3.29)

â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà p.

Ïîêàæåì, ÷òî ëèáî | sin πpl+k−1t| 6 cos π/(2M + 2N), ëèáî

| sin πpk−1t sin πpl+k−1t| 6 cos2 π/(2M + 2N).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî, ò.å.

| sin πpl+k−1t| = | sin π(1/2 + δk+l)| =

= cosπδk+l > cosπ/(2M + 2N) ⇒ |δk+l| <
1

2(M +N)
.

Îáîçíà÷èì ∆ = 1
2(M+N) − |δk+l|, 0 < ∆ 6 1

2(M+N) . Ïîñêîëüêó ÷èñëî M −N
íå÷åòíî, èç (3.29) ñëåäóåò, ÷òî

1

2
6 |Nδk+l −Mδk| 6 N |δk+l|+M |δk|,

îòêóäà

M |δk| >
1

2
−N

(
1

2(M +N)
−∆

)
=

M

2(M +N)
+N∆

è

1

2(M +N)
+
N

M
∆ 6 |δk| 6

1

2
⇒ cosπ|δk| 6 cos

(
1

2(M +N)
+
N

M
∆

)
.

Íî òîãäà

2| sin πpk−1t sin πpl+k−1t| = 2 cos π|δk| cosπ|δk+l| 6

6 2 cosπ

(
1

2(M +N)
+
N

M
∆

)
cos π

(
1

2(M +N)
−∆

)
= cosπ

M +N

M
∆+

+ cosπ

(
1

M +N
+
N −M
M

∆

)
6 1 + cos

π

M +N
= 2 cos2 π

2(M +N)
.

Çäåñü ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî

1

M +N
<

1

M +N
+
N −M
M

∆ 6
1

2M
6

1

2
.

Òåïåðü, îïèðàÿñü íà äîêàçàííîå, íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó

θl+m(t) 6

(
cos

π

2(M +N)

)m
(t ∈ R; m = 0, 1, . . .),

ò.å.

sup
t
θl+m(t)1/(l+m) 6

(
cos

π

2(M +N)

)m/(m+l)

⇒ ν(p) 6 cos
π

2(M +N)
.

Ïðèìåð 3.8. Ïî òåîðåìå 3.2 èìååì ν(2) = ν(
√

2) = cos(π/6) =
√

3/2, è òî

æå îòíîñèòñÿ ê êîðíþ ëþáîé ñòåïåíè èç 2. Â òî æå âðåìÿ, ν(3) = ν(
√

3) = 1,

è òî æå îòíîñèòñÿ ê êîðíþ ëþáîé ñòåïåíè èç 3.
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