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Ââåäåíèå

0.1 Òåìà èññëåäîâàíèÿ

Âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó èç
îïèñàííûõ íèæå äâóõ òèïîâ ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êëàññè÷åñêèõ çàäà÷
àíàëèçà, îáîçíà÷àåìûõ çäåñü I è II, ñîîòâåòñòâåííî.

I. Ïóñòü X � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë, A : X → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.
Èçó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû.

I.1) Ñóùåñòâóþò ëè A-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊆ X, òî åñòü
çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà W â X òàêèå, ÷òî A(W ) ⊂ W?

I.2) ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ýëåìåíòû îïåðàòî-
ðà A? Îáðàçóþò ëè îíè â X ïîëíóþ ñèñòåìó?

I.3) Çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ îïåðàòîðà A.
Êàê óñòðîåí ñïåêòð ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà A-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî W , òî åñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A : W → W? Êàêîâ çàïàñ êîðíå-
âûõ ýëåìåíòîâ WA îïåðàòîðà A : W → W?
Ïîä ñïåêòðîì îïåðàòîðà ñóæåíèÿ A : W → W , êàê îáû÷íî, ïîíèìàåòñÿ
äîïîëíåíèå C äî ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ òî÷åê λ ýòîãî îïåðàòîðà. Ïî-
ñëåäíèå æå îïðåäåëÿþòñÿ ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâ-
íîãî îïåðàòîðà (A−λ id)−1 : W → W, ãäå id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

I.4) Çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñò-
ðàíñòâ.
Ïðè íàëè÷èè â íåòðèâèàëüíîìA-èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâåW íåïó-
ñòîãî çàïàñà WA êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà A, èññëåäîâàòü âîçìîæ-
íûå ñïîñîáû âîññòàíîâëåíèÿ W ïî WA, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
W = spanWA.

Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ìíîæåñòâî èññëåäîâàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàç-
ëè÷íûì ïðîñòðàíñòâàì X è îïåðàòîðàì A, äëÿ êîòîðûõ îòâåòû íà âî-
ïðîñû I.1)�I.4) (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ÷àñòü èç íèõ) ïîëîæèòåëüíû è
ñîäåðæàòåëüíû (ñì., íàïðèìåð, îáçîð Í.Ê. Íèêîëüñêîãî [41]). Â îáçîðå
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[41] òàêæå óêàçàíû ðàáîòû, àâòîðû êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëè âîïðîñ I.1) â
ñèòóàöèÿõ, êîãäà íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè A-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äàëåêî íå î÷åâèäíî.

Çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïî çàäà÷å I êàñàåòñÿ ñïåê-
òðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà äëÿ T -èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (èëè
èõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ), ãäå

T = {Th} h ∈ Cn (èëè Rn)

� ãðóïïà îïåðàòîðîâ ñäâèãà Th, äåéñòâóþùàÿ â êàêîì-ëèáî ôóíêöèî-
íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå X:

Th : X → X, Th(f(·)) = f(·+ h), f ∈ X.

Ðàññìàòðèâàëèñü è áîëåå îáùèå ñèòóàöèè, êîãäà T = {h : h ∈ G},
G ⊊ Cn èëè G ⊊ Rn.

Åñëè X ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàçèàíàëèòè÷åñêèé êëàññ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, òî
T -èíâàðèàíòíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ X ðàâíîñèëüíà åãî D-èíâàðè-
àíòíîñòè, ãäå D � îïåðàòîð (÷àñòíîãî) äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè æå X
� íåêâàçèàíàëèòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, òî, ïðè âåñüìà åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà òîïîëîãèþ â X,
êàæäîå T -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ X áóäåò D-èíâàðèàíò-
íûì, íî íå íàîáîðîò. Êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà D è ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ T ñëóæàò ýêñïîíåíöèàëüíûå îäíî÷ëåíû. Îáû÷íî èçíà÷àëüíî
ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ñèñòåìà ýêñïîíåíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ñîäåðæèòñÿ è
ïîëíà â X.

Èññëåäîâàíèÿ T -èíâàðèàíòíûõ (èëè, ýêâèâàëåíòíî,D-èíâàðèàíòíûõ,
â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé) ïîäïðîñòðàíñòâ â òîì
èëè èíîì îáðàìëåíèè ïðîâîäèëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, ñì. [4], [6], [10]�
[12], [16]�[18], [21], [28], [31]�[34], [38]�[40], [42], [43], [65], [68], [86], [87], [89]�
[91], [95]�[97], [100]�[102], [106], [107], [117], [118]1. Òàêæå èçó÷àëèñü çàäà-
÷è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà êðàòíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ èëè äðóãèõ îáîáùåíèé îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ñì. [22],
[25], [36], [37], [44], [50], [52], [53], [62], [63]). Ïîñëåäíèå, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû êàê ñîïðÿæåííûå ê îïåðàòîðàì óìíîæåíèÿ íà ñòåïåíü
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè ìíîãî÷ëåí, äåéñòâóþùèì â ïðîñòðàíñòâå
öåëûõ ôóíêöèé � àíàëèòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ê

1Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì áîëåå ïîäðîáíî öèòèðîâàòü ðàáîòû èç ýòîãî

ñïèñêà.
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X (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Â.À. Òêà÷åíêî [52], [53]). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñ îïåðàòîðîì
óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Ýòî îáúÿñíÿåò òåñíóþ ñâÿçü
çàäà÷ òèïà I äëÿ ñëó÷àÿ A = D ñî ñëåäóþùèìè âîïðîñàìè (çàäà÷à òè-
ïà II). Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé.

II. Ïóñòü P � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (âåêòîð-)ôóíê-
öèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G ⊂ C; I ⊂ P � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåí-
íóþ (ïîäìîäóëü â øèðîêîì ñìûñëå, ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè ðàáîò [19],
[20], [24]):

f ∈ I, zf ∈ P =⇒ zf ∈ I;

â ÷àñòíîñòè, P ìîæåò áûòü òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé ñ îïåðàöèåé îáû÷-
íîãî óìíîæåíèÿ ôóíêöèé, à I � èäåàëîì ýòîé àëãåáðû.

Çàäà÷à ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ èäåàëîâ è ïîäìîäóëåé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëå-
äóþùèå âîïðîñû.

II.1) Âñÿêèé ëè íåòðèâèàëüíûé ïîäìîäóëü (èäåàë) I çàêðåïëåí, òî åñòü
ìíîæåñòâî îáùèõ íóëåé âñåõ ïðèíàäëåæàùèõ åìó ôóíêöèé íå ïóñòî?
II.2) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàêðåïëåííûé ïîäìîäóëü (èäåàë) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì îáùèõ íóëåé ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ôóíêöèé: äî-
ïóñêàåò ëîêàëüíîå îïèñàíèå?

Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ìíîãî èññëåäîâàíèé çàäà÷ òèïà II. Êðîìå óæå
öèòèðîâàííûõ ðàáîò [19], [20], [24], ïðèíàäëåæàùèõ È.Ô. Êðàñè÷êîâó-
Òåðíîâñêîìó, îòìåòèì ðàáîòû À. Êàðòàíà [81], Ë. Õåðìàíäåðà [15], [94],
Ä.Ä. Êåëëåõåðà è Á.À.Òýéëîðà [98], à òàêæå ðàáîòû èç áèáëèîãðàôèè
îáçîðà [41]. Ïðèâåäåííûé çäåñü ñïèñîê, êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâà-
þùèì ïî çàäà÷å ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ èäåàëîâ è ïîäìîäóëåé. Îí ëèøü
äàåò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î øèðîòå êðóãà àâòîðîâ, çàíèìàâøèõñÿ
ýòîé çàäà÷åé.

Âîïðîñû, àíàëîãè÷íûå II.1) è II.2), èçó÷àëèñü è äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó-
÷àÿ òàê íàçûâàåìûõ π-ïîäìîäóëåé J â ïðîñòðàíñòâå (èëè â π-ìîäóëå) P
(ñì., íàïðèìåð, [8], [22], [26], [60], [61]). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà π ∈ C[z] ïðîñòðàíñòâî P íàçûâàåòñÿ π-ìîäóëåì, åñëè
πf ∈ P äëÿ âñåõ f ∈ P ; çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî J ⊂ P íàçûâàåòñÿ
π-ïîäìîäóëåì â P , åñëè âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ

f ∈ J , πf ∈ P =⇒ πf ∈ J .
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû I.1)�I.4) äëÿ îïåðà-
òîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D, äåéñòâóþùåãî â ëîêàëüíî-âûïóêëîì ïðî-
ñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé X, íåïðåðûâíî âëî-
æåííîì â ïðîñòðàíñòâî C∞(−a; a) (âêëþ÷àÿ è ñëó÷àé X = C∞(−a; a)).
Òî÷íåå, ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî X � ýòî èëè âñå ïðîñòðàíñòâî
C∞(−a; a), èëè ïðîñòðàíñòâî Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà
èíòåðâàëå (−a; a), îïðåäåëÿåìîå ïðè ïîìîùè ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âåñîâ Ω = {ωn} (ñì. [1], [2]). Ïðèìåíÿåìûé íàìè ïîäõîä (äâîé-
ñòâåííàÿ ñõåìà, î êîòîðîé ïîäðîáíåå áóäåò ñêàçàíî íèæå) ñâîäèò çàäà÷è
ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà â X ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì î ïîä-
ìîäóëÿõ â ñïåöèàëüíûõ ìîäóëÿõ öåëûõ ôóíêöèé, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ è ñâîéñòâ öåëûõ ôóíêöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ óêàçàííûì ìîäóëÿì.

0.2 Èñòîðè÷åñêèé îáçîð, àêòóàëüíîñòü è öå-

ëè èññëåäîâàíèÿ

Îòïðàâíîé òî÷êîé èññëåäîâàíèé çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà
äëÿ T -èíâàðèàíòíûõ è D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèíÿòî ñ÷è-
òàòü ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï Ë.Ýéëåðà äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé îä-
íîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, óñòàíîâëåííûé èì â 1747 ãîäó [92]. Â êà÷åñòâå
ñëåäóþùåé âåõè â èñòîðèè ðàçâèòèÿ ýòèõ çàäà÷ ìîæíî óêàçàòü ïîÿâ-
ëåíèå ïîíÿòèÿ "ïåðèîäè÷åñêîé â ñðåäíåì ôóíêöèè". Îíî áûëî ââåäåíî
Ë. Äåëñàðòîì â 1935 ãîäó (ñì. [85]). Äåëñàðò íàçûâàë ïåðèîäè÷åñêèìè
â ñðåäíåì ôóíêöèÿìè ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè ñ èí-
òåãðàëüíûì ÿäðîì ñïåöèàëüíîãî âèäà è èçó÷àë âîïðîñû ïðèáëèæåíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè åãî
ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé, òî åñòü âîçìîæíîñòü ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà
äëÿ T -èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îòìå-
òèì, ÷òî ñàì îïåðàòîð ñâåðòêè áûë ââåäåí â ëèòåðàòóðó Ñ.Ïèíêåðëå åùå
1888 ãîäó; è âíà÷àëå îí èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå
(ñì. [110], îáçîð [75]).

Â äðóãîé (ýêâèâàëåíòíîé) ôîðìå ïîíÿòèå "ïåðèîäè÷íîñòè â ñðåäíåì"
áûëî ðàññìîòðåíî â õîðîøî èçâåñòíûõ ðàáîòàõ Ë. Øâàðöà [115], [116].
Ïóñòü X = C(R) èëè C∞(R). Ôóíêöèÿ f ∈ X íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
â ñðåäíåì, åñëè çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà {Th(f)}h∈R íå
ñîâïàäàåò ñî âñåì X. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëå-
âîãî ôóíêöèîíàëà S ∈ X ′ áóäåò S(Th(f)) = 0 ïðè âñåõ h ∈ R, òî åñòü f
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óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ñâåðòêè

S ∗ f = 0. (0.2.1)

Äëÿ X = H(C) ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé â ñðåäíåì ôóíêöèè f êàê òàêîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà H(C),
äëÿ êîòîðîãî çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà âñåõ ïðîèçâîä-
íûõ

{f (k), k = 0, 1, 2, . . . }

åñòü ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî H(C). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòü â
ñðåäíåì öåëîé ôóíêöèè f òàêæå ýêâèâàëåíòíà åå ïðèíàäëåæíîñòè ìíî-
æåñòâó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè (0.2.1), íî ñ S ∈ H ′(C)
è ñïðàâåäëèâîìó, ñîîòâåòñòâåííî, â C, à íå â R.

Ë.Øâàðö äîêàçàë, ÷òî êàæäîå T -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
C(R) è â C∞(R), à òàêæå êàæäîå D-èíâàðèàíòíîå (ýêâèâàëåíòíî, T -
èíâàðèàíòíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî â H(C) äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç:
ïîðîæäàåòñÿ ñîäåðæàùèìñÿ â íåì íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ îäíî÷ëåíîâ.

Ïåðèîäè÷íîñòü â ñðåäíåì äëÿ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ïðÿìîé è íà
ïîëóïðÿìîé èçó÷àëàñü òàêæå Æ.-Ï. Êàõàíîì [96], [97], Ï. Êóñèñîì [100],
[101], [102]. ×àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè � äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè � èññëåäîâàëñÿ, íàïðèìåð, â óæå öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ
À.Î. Ãåëüôîíäà, À.Ô. Ëåîíòüåâà, Ä.Ã. Äèêñîíà (ñì. [10], [11], [31], [34],
[86], [87])

Â ðàáîòå [32] À.Ô. Ëåîíòüåâ óñòàíîâèë äîïóñòèìîñòü ñïåêòðàëüíî-
ãî ñèíòåçà ïîäïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè
â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé.

Òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå â ÿäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè, äåéñòâó-
þùåãî â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé C∞(G),
ãäå G � âûïóêëàÿ îáëàñòü n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòàíñòâà (â ÷àñò-
íîñòè, G = (a; b), åñëè n = 1) äîêàçàíà Ë.Õåðìàíäåðîì [59, ãëàâà 16], [95].
Ë.Ýðåíïðàéñó [90], Á.Ìàëüãðàíæó [106] ïðèíàäëåæèò ÷àñòíûé ñëó÷àé
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé G = Rn. Îïèñàíèå äðóãèõ ðåçóëü-
òàòîâ ïî àïïðîêñèìàöèè è ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ñâåðòêè (ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé), ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ C∞(Rn), H(Cn), ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â îáçîðå Ê. Áåðåíñòåéíà
è Ä. Ñòðóïïû [6].

Íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè â ïðî-
ñòðàíñòâå H(G), ãäå G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Cn, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíî-
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æåñòâî ðåøåíèé òàêîãî óðàâíåíèÿ (ÿâëÿþùååñÿ D-èíâàðèàíòíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì) âñåãäà äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç. Äëÿ n = 1 ýòî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî È.Ô. Êðàñè÷êîâûì-Òåðíîâñêèì [17], äëÿ n > 1 �
Ð.Ñ. Þëìóõàìåòîâûì [65], À.Ñ Êðèâîøååâûì è Â.Â.Íàïàëêîâûì [28].

Åùå îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî â ëèòåðà-
òóðå, êàñàåòñÿ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â ÿäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè, äåéñòâó-
þùåãî â êàêîì-ëèáî ïðîñòðàíñòâå óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.
Íàïðèìåð, Ð. Ìåéç, Á. À. Òýéëîð è Ä. Âîãò â ðàáîòå [107] ðàññìîòðåëè ÿä-
ðî "ëîêàëüíîãî"îïåðàòîðà ñâåðòêè, ïîðîæäåííîãî îáðàòèìûì (!) óëüòðà-
ðàñïðåäåëåíèåì è äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå óëüòðàäèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé Áåðëèíãà-Áüîðêà Eω(R). Àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî êàæäîå ðå-
øåíèå ëîêàëüíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå Eω(R)
ëîêàëüíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì íà áîëåå óçêîì èíòåðâàëå, ÷åì
òîò, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìî óðàâíåíèå (áîëåå òî÷íî, äîêàçàíî
ñóùåñòâîâàíèå â ÿäðå ëîêàëüíîãî îïåðàòîðà ñâåðòêè â Eω(R) ëîêàëüíî-
ãî áàçèñà Øàóäåðà èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåøåíèé). Ïðîñòðàíñòâî Eω(R)
� ïðîñòðàíñòâî óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Áåðëèíãà-Áüîðêà
ìàêñèìàëüíîãî òèïà � ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå è èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ
[76]�[78]. Â ðàáîòå [4] Ä.À. Àáàíèíîé (Ïîëÿêîâîé) ðàññìîòðåíî ÿäðî îïå-
ðàòîðà ñâåðòêè, ïîðîæäåííîãî ìóëüòèïëèêàòîðîì, â ïðîñòðàíñòâå óëü-
òðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé Áåðëèíãà íîðìàëüíîãî òèïà íà èíòåð-
âàëå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñâåðòêè èìååòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíî-ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñ.

Ñðåäè èññëåäîâàíèé ïî ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó è ñèíòåçó äëÿ îïåðà-
òîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé âàæ-
íîå ìåñòî çàíèìàåò öèêë ðàáîò È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî [16]�[18],
ïîñâÿùåííûõ çàäà÷å ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà âûïóêëîé îáëàñòè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììà èññëå-
äîâàíèé ïðîèçâîëüíûõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà
H(G), ãäå G ⊂ C � âûïóêëàÿ îáëàñòü. Ýòà ïðîãðàììà âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äâîéñòâåííîé ñõåìû, ñâîäÿùåé çàäà÷è
î D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ â H(G) ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì
î çàìêíóòûõ ïîäìîäóëÿõ â ìîäóëå öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà, àññîöèèðîâàííîì ñ îáëàñòüþ G. (Äâîéñòâåííàÿ ñõåìà èç [16]�[18]
èìååò ñõîäñòâî ñ ðàññóæäåíèÿìè Ë.Ýðåíïðàéñà â [89].) Êðîìå òåîðåìû
î äîïóñòèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà ÿäðîì îïåðàòîðà ñâåðòêè, â [16]�
[18] óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé âûïóêëîé îáëàñòè G êàæ-

11



äîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ H(G) äîïóñêàåò ñïåêòðàëü-
íûé ñèíòåç, òî åñòü ïîðîæäàåòñÿ ñîäåðæàùèìñÿ â íåì íàáîðîì ýêñïî-
íåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû
Ë.Øâàðöà, äîêàçàííîé èì äëÿD-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âH(C).

Ðåçóëüòàòû ðàáîò [16]�[18], à òàêæå ðàáîò [21], [25], [26], [44], [50], [61],
[62], [63] äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü äâîéñòâåííîãî ìåòîäà,
èñïîëüçóþùåãî ïîäìîäóëè öåëûõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ
èçó÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Âîçâðàùàÿñü ê ðàññìîòðåíèþ ïðîñòðàíñòâà X áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, íàïîìíèì, ÷òî
äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, â ñëó÷àå èõ íåêâàçèàíàëèòè÷íîñòè, êàæäîå T -
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî áóäåò D-èíâàðèàíòíûì, íî íå íàîáîðîò.
Ïðè ýòîì êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè êàê äëÿ îïåðàòîðà D, òàê è äëÿ ãðóïïû
îïåðàòîðîâ ñäâèãà T , ÿâëÿþòñÿ îäíè è òå æå ôóíêöèè � ýêñïîíåíöèàëü-
íûå îäíî÷ëåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íå âñÿêîå óòâåðæäåíèå
î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå äëÿ T -èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X áóäåò
ñïðàâåäëèâî äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à
âî-âòîðûõ, ÷òî ðåçóëüòàòû î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ñîäåðæàò, êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäå-
íèÿ î T -èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ â X.

Âïåðâûå â ëèòåðàòóðå îáùèå D-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé áûëè ðàññìîòðåíû â 2008 ãîäó â
ðàáîòå À. Àëåìàíà è Á. Êîðåíáëþìà [71]. Àâòîðàìè ýòîé ðàáîòû ðàññìàò-
ðèâàëèñü D-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå C∞(a; b), è
áûëî ñäåëàíî âàæíîå íàáëþäåíèå î íàëè÷èè â C∞(a; b) äâóõ òèïîâ íåòðè-
âèàëüíûõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íå ñîäåðæàùèõ ýêñïîíåíò.
Ïåðâûé òèï � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâà âèäà

WI = {f ∈ C∞(a; b) : f = 0 íà I}, (0.2.2)

ãäå I ⊂ (a; b) � îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê; âòîðîé òèï "ïà-
òîëîãè÷åñêèõ"(ñ òî÷êè çðåíèÿ äîïóñòèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà) D-
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîèëëþñòðèðîâàí ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:

Wc,d = {f ∈ C∞(a; b) : f (j)(c) = f (j)(d) = 0, j = 0, 1, 2 . . . },

ãäå c, d ∈ (a; b) c ̸= d.
ßñíî, ÷òî

W[c;d] ⊊ Wc,d.

Ïîäïðîñòðàíñòâà äâóõ óêàçàííûõ òèïîâ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òåì,
÷òî ñïåêòð ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

D : W[c;d] → W[c;d]
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äèñêðåòåí, à ñïåêòð ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

D : Wc,d → Wc,d

� íåò, à èìåííî: â [71] äîêàçàíî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòüþ.

À. Àëåìàí è Á. Êîðåíáëþì óñòàíîâèëè, ÷òî âñÿêîå D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò "ðåçèäóàëüíóþ ÷àñòü"âèäà (0.2.2) è ïðåäëî-
æèëè îñëàáëåííóþ âåðñèþ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ W ⊂ C∞(a; b) ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì (òî åñòü ñ äèñ-
êðåòíûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà ñóæåíèÿ D : W → W ). Èì óäàëîñü äîêà-
çàòü ýòó âåðñèþ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà W ⊂ C∞(a; b) ñ êîíå÷íûì ñïåêòðîì [71, ïðåäëîæåíèå 6.1], ïîñëå
÷åãî àâòîðû ñòàâÿò âîïðîñ î äâóõ âîçìîæíûõ âàðèàíòàõ ðàçâèòèÿ ïðåä-
ëîæåííîé âåðñèè ñèíòåçà íà ñëó÷àé D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ
áåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Ïåðâûé âàðèàíò, ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ñîñòîèò â òîì, ÷òî D-
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-
òåç, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

W = WIW + spanExpW, (0.2.3)

ãäå WIW � ìàêñèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà (0.2.2), ñîäåðæàùååñÿ â
W , ExpW � ìíîæåñòâî âñåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ, ïðèíàäëå-
æàùèõ W .

Âòîðîé âàðèàíò � ýòî âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ D-èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà W ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì â âèäå ïðÿìîé ñóììû (àë-
ãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé):

W = WIW ⊕ spanExpW. (0.2.4)

Åñëè ñïåêòð ïîäïðîñòðàíñòâà W êîíå÷åí, òî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.1
èç [71], îáå ïðåäëîæåííûå âåðñèè ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, (0.2.3) è (0.2.4),
äàþò îäíî è òî æå ïðåäñòàâëåíèå:

W = WIW + spanExpW.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî çàìå÷åííûå À.Àëåìàíîì
è Á. Êîðåíáëþìîì ôàêòû î D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðî-
ñòðàíñòâà C∞(a; b) è ïîñòàâëåííûå èìè âîïðîñû î âîçìîæíûõ âåðñè-
ÿõ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äîïóñêàþò ïåðåíîñ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ
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ïðîñòðàíñòâ X ⊆ C∞(a; b), à èìåííî, íà ïðîñòðàíñòâà Ω-óëüòðàäèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Øêàëà òà-
êèõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòðîåíà À.Â. Àáàíèíûì â 2007�2008 ãã. (ñì. [1], [2]).
À. Â. Àáàíèí îáîáùàåò ïîäõîä Áåðëèíãà-Áüîðêà ê îïðåäåëåíèþ ïðî-
ñòðàíñòâ óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé èç ðàáîò [76]�[78] è ïðåä-
ëàãàåò øêàëó ïðîñòðàíñòâ, çàäàâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âåñîâ, êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò âñå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ ðàíåå ïðîñòðàíñòâà óëüòðàäèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [9], [35], [76], [77], [78], [80], [82], [83], [99], [111],
[112]. Ïðè ýòîì â [1], [2] óñòàíîâëåíû àíàëîãè îñíîâîïîëàãàþùèõ óòâåð-
æäåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé Øâàðöà (â ÷àñòíîñòè, àíà-
ëîã òåîðåìû Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà) äëÿ ââåäåííûõ îáùèõ ïðîñòðàíñòâ
Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî âñå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ðåçóëüòàòàì î ñïåêòðàëüíîì
ñèíòåçå â ÿäðå îïåðàòîðà ñâåðòêè, â òîì ÷èñëå äåéñòâóþùåãî ëîêàëüíî,
(èëè â ïåðåñå÷åíèè òàêèõ ÿäåð), ðàññìîòðåííûå â ëèòåðàòóðå äëÿ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ èëè óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,
âêëàäûâàþòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé â çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ âåðñèé ñïåê-
òðàëüíîãî ñèíòåçà (0.2.3) è (0.2.4) äëÿ îáùèõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî çàìå-
÷àíèå, à òàêæå èíòåðåñ äðóãèõ àâòîðîâ ê âîïðîñàì, ïîñòàâëåííûì â ðà-
áîòå [71] (ñì. [70], [72]), ïîä÷åðêèâàþò àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé D-
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è Ω-óëüò-
ðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è ñâÿçàííûõ ñ ýòèì âîïðîñîì äðóãèõ çà-
äà÷ àíàëèçà.

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé, ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî êàêàÿ-ëèáî èç âåðñèé ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, (0.2.3)
èëè (0.2.4), äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Øâàð-
öà C∞(−a; a) è â ïðîñòðàíñòâàõ Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,
ââåäåííûõ À.Â.Àáàíèíûì. Òàêæå ìû èçó÷àåì äðóãèå âîïðîñû, âîçíèêà-
þùèå íà îñíîâíîì ïóòè èññëåäîâàíèÿ, íî âìåñòå ñ òåì, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ; íàïðèìåð, ñâÿçè ìåæäó ïîâåäåíèåì ìîäóëÿ
è ðàñïðåäåëåíèåì íóëåâîãî ìíîæåñòâà öåëîé ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé
îäíîìó èç ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ èñõîäíîé çàäà÷åé ñïåê-
òðàëüíîãî ñèíòåçà.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû.
Îñíîâíàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèá-

ëèîãðàôèè, ñîäåðæàùåé 118 íàèìåíîâàíèé. Òàêæå ïðèâåäåí ñïèñîê ðà-
áîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü Ââåäåíèÿ ñîäåðæèò åùå äâà ïàðàãðàôà, 0.3 è 0.4.
Â ïàðàãðàôå 0.3 èçëîæåí âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë, íåîáõîäèìûé
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äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû: äàíû îïðåäåëåíèÿ è ïåðå÷èñëåíû ñâîéñòâà ïðî-
ñòðàíñòâ Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé UΩ(−a; a) è ñîïðÿæåí-
íûõ ê íèì ïðîñòðàíñòâ U ′

Ω(−a; a) (ïðîñòðàíñòâ Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèé),
âåñîâûõ ìîäóëåé öåëûõ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ UΩ(−a; a), â ñèëó àíàëî-
ãà òåîðåìû Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà; ñôîðìóëèðîâàí îáùèé ïðèíöèï äâîé-
ñòâåííîñòè äëÿ ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïàðàãðàô 0.4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêîå ñîäåðæàíèå ãëàâ 1-5, â òîì
÷èñëå, � ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ êàæäàÿ èç ïÿòè ãëàâ íà÷èíàåòñÿ ñî ñâîåãî
ñîáñòâåííîãî êðàòêîãî ââåäåíèÿ, êîòîðîå ÷àñòè÷íî äóáëèðóåò ìàòåðèàë
ïàðàãðàôà 0.4. Ýòî ïîçâîëÿåò, ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ïàðàãðàôîì 0.3,
÷èòàòü êàæäóþ ãëàâó íåçàâèñèìî, îáðàùàÿñü ê ïðåäøåñòâóþùåìó ìàòå-
ðèàëó ëèøü ïî ññûëêàì.

0.3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: îáîçíà÷åíèÿ,

îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà èññëåäóåìûõ ïðî-

ñòðàíñòâ

0.3.1 Ïðîñòðàíñòâà Ea
Äëÿ a ∈ (0;+∞] ñèìâîëîì Ea îáîçíà÷àåì îäíî èç äâóõ ñëåäóþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâ: C∞(−a; a) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (−a; a), ñíàáæåííîå ñòàíäàðòíîé ìåòðèçó-
åìîé òîïîëîãèåé, èëè UΩ(−a; a) � ïðîñòðàíñòâî Ω-óëüòðàäèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé (êîðî÷å, Ω-ÓÄÔ) íà èíòåðâàëå (−a; a), îïðåäåëÿåìîå
ïðàâèëüíîé âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ω = {ωn} (âîçðàñòàþùåé èëè
óáûâàþùåé).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðîñòðàíñòâà UΩ(−a; a) ââåäåíû â ðà-
áîòàõ À.Â. Àáàíèíà [1], [2] ñ öåëüþ îõâàòèòü âñå èçâåñòíûå ðàíåå ïðî-
ñòðàíñòâà óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, òàêèå, êàê ïðîñòðàíñòâà
Áåðëèíãà-Áüîðêà, Ðóìüå-Êîìàòñó è äð., ïðè ïîìîùè åäèíîãî ïîäõîäà,
îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç [1], [2],
çàòåì äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ω-ÓÄÔ.

Âåñîâîé ôóíêöèåé èëè âåñîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ (ïî
ìåðå Ëåáåãà) ôóíêöèÿ ω : R → [0;∞), ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ â R è
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òàêàÿ, ÷òî ∫
R
eω(t)dt <∞, (0.3.1)∫ ∞

1

ω(t)

t2
dt <∞, (0.3.2)

ãäå ω(t) := sup{ω(s) : |s| ≤ t}.
×åòíûé íåïðåðûâíûé íà R è íåóáûâàþùèé íà [0;∞) âåñ v íàçûâàåòñÿ

êàíîíè÷åñêèì, åñëè

ln |t| = o(v(|t|)), |t| → +∞, (0.3.3)

∃C > 0 : v(t′ + t′′) ≤ C(v(t′) + v(t′′) + 1), t′, t′′ ∈ R, (0.3.4)

è ôóíêöèÿ ξv(x) = v(ex) âûïóêëà íà R.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ Ω = {ωn}∞n=1 ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó DWproj (èëè êëàññó DW ind), åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
Cn ≥ 0 òàêèå, ÷òî

ωn(t) + ln (1 + |t|) ≤ ωn+1(t) + Cn, t ∈ R (0.3.5)

(ñîîòâåòñòâåííî,

ωn+1(t) + ln (1 + |t|) ≤ ωn(t) + Cn, t ∈ R). (0.3.6)

Ïîëîæèì DW = DWproj⋃DW ind.
Âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ω ∈ DW ïðàâèëüíàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò

êàíîíè÷åñêèé âåñ v ñî ñâîéñòâîì:

ωn(t
′ + t′′) ≤ ωn+1(t

′) + v(|t′′|), ∀t′, t′′ ∈ R, ∀n = 1, 2, . . . ,

åñëè Ω ∈ DWproj;
è, ñîîòâåòñòâåííî,

ωn+1(t
′ + t′′) ≤ ωn(t

′) + v(|t′′|), ∀t′, t′′ ∈ R, ∀n = 1, 2, . . . ,

åñëè Ω ∈ DW ind).
Êëàññ âñåõ ïðàâèëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷àåì

W =Wproj
⋃
W ind;

âåñ v íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ñ Ω.
Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðàâèëüíûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, òàê êàê èìåííî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû Ïýëè-Âèíåðà-
Øâàðöà, óñòàíàâëèâàþùèé äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè Ω-
ÓÄÔ è ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñîâûìè ìîäóëÿìè öåëûõ ôóíêöèé (òåîðåìà
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A íèæå). Ïðàâèëüíûìè áóäóò, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ω ∈ DW ,
ñîñòîÿùèå èç ñóáàääèòèâíûõ ôóíêöèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

(Ω) = {nω}, n ∈ N,

ãäå ω � ôèêñèðîâàííûé âåñ, óäîâëåòâîðÿþùèé (0.3.3), è âèäà

{Ω} = {ω/n}, n ∈ N,

ãäå ω � âåñ, óäîâëåòâîðÿþùèé (0.3.3), (0.3.4), à òàêæå

(Ω) = {qnω}, 0 < qn ↗ 1, n ∈ N,

{Ω} = {rnω}, 0 < r−1
n ↗ 1, n ∈ N,

ãäå ω � ôèêñèðîâàííûé ïî÷òè ñóáàääèòèâíûé âåñ, óäîâëåòâîðÿþùèé
(0.3.3), (0.3.4), è íàêîíåö,

(Ω) = {ω(n|x|)}, {Ω} = {ω(|x|/n)}, n ∈ N,

ãäå ω � ôèêñèðîâàííûé êàíîíè÷åñêèé âåñ.
(Ñì. [1, ãëàâû 2, 6].)

Ïóñòü ωn ∈ Ω, K � êîìïàêò â R, ïîëîæèì

Dωn(K) = {g ∈ C0(K) : ∥g∥ωn := sup
x∈R
|ĝ(x)|eωn(x) <∞},

ãäå C0(K) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà K ôóíêöèé ñ íîñèòåëÿìè,
ñîäåðæàùèìèñÿ â K, ĝ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g, è îáîçíà÷èì

Dωn(R) =
⋃
K⊂R

Dωn(K).

Äëÿ 0 < ck ↗ a, k = 1, 2, . . . , ââåäåì íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Uωn [−ck; ck] = {f ∈ C[−ck; ck] : ∃g ∈ Dωn(R) : f = g|[−ck;ck]},

ñ íîðìîé
∥f∥ωn,k = inf{∥g∥ωn : g ∈ Dωn(R), g|[−ck;ck]}

è íàêîíåö, ïîëîæèì

U(Ω)[−ck; ck] =
∞⋂
n=1

Uωn [−ck; ck],
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åñëè Ω ∈ DW proj, è

U{Ω}[−ck; ck] =
∞⋃
n=1

Uωn [−ck; ck],

åñëè Ω ∈ DW ind. Ïðîñòðàíñòâà U(Ω)[−ck; ck] è U{Ω}[−ck; ck] ñíàáæàþòñÿ
òîïîëîãèÿìè ïðîåêòèâíîãî è èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Uωn [−ck; ck], ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü äëÿ çàäàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåñîâ Ω ∈ W è a ∈ (0;+∞]
ìîæåì äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé:

UΩ(−a; a) = {f ∈ C(−a; a) : f |[−ck;ck] ∈ UΩ[−ck; ck] ∀k = 1, 2, . . . }.

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå UΩ(−a; a) ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ ïðîåêòèâíîãî
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ UΩ[−ck; ck], k ∈ N, îòíîñèòåëü-
íî îòîáðàæåíèé ñóæåíèÿ.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ UΩ(−a; a), óñòàíîâëåííûå â ðàáî-
òàõ [1] è [2]. Ïðîñòðàíñòâà, U(Ω)[−ck; ck], U(Ω)(−a; a) ïðèíàäëåæàò êëàññó
ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà (M∗), òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè
ìåòðèçóåìûìè ïðîñòðàíñòâàìè, êîòîðûå òàêæå îòäåëèìû è ðåôëåêñèâ-
íû. Ïðîñòðàíñòâî U{Ω}[−ck; ck] îòíîñèòñÿ ê êëàññó ëîêàëüíî-âûïóêëûõ
ïðîñòðàíñòâ òèïà (LN∗). Â ÷àñòíîñòè, îíî ïîëíîå, îòäåëèìîå, ðåôëåê-
ñèâíîå è íåìåòðèçóåìîå, ýòèìè æå ÷åòûðüìÿ ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ïðî-
ñòðàíñòâî U{Ω}(−a; a). Äëÿ ïðîñòðàíñòâà UΩ(−a; a) ñïðàâåäëèâû òåîðåìà
îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè è òåîðåìà î çàìêíóòîì ãðàôèêå.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî UΩ(−a; a) ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëå-
íû è âñå ýêñïîíåíòû e−itz, z ∈ C, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêèé
ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ C[t], t ∈ R. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ D = d

dt
äåéñòâóåò ëèíåéíî è íåïðåðûâíî â UΩ(−a; a). À îïåðàòîð

ñäâèãà àðãóìåíòà íà ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå h ∈ R

f 7→ f(· − h)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ UΩ(−a; a)
è UΩ(−a+ h; a+ h).

Ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ïðåäûäóùèõ äâóõ àáçàöàõ, î÷åâèäíî,
îáëàäàåò è ïðîñòðàíñòâî C∞(−a; a). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäûäóùèå äâà
àáçàöà âåðíû äëÿ ëþáîãî èç ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå ìû îáîçíà÷àåì îáùèì
ñèìâîëîì Ea.

ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà, àíàëîãè÷íûå ââåäåííûì, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü è íà ïðîèçâîëüíîì (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì) èíòåðâàëå (a; b)
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âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ñèììåòðè÷íûé èíòåðâàë (−a; a) âçÿò íàìè ëèøü
äëÿ óäîáñòâà íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèé. Âñå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è
ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïåðåíîñÿòñÿ
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà (a; b) ⊂ R.

0.3.2 Ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî E ′a
Â ñëó÷àå, êîãäà Ea = C∞(−a; a), õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñèëüíîå ñîïðÿæåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî E ′a åñòü ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñ êîìïàêòíûìè
íîñèòåëÿìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â èíòåðâàëå (−a; a).

Äëÿ îïèñàíèÿ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ U ′
Ω(−a; a) ê ïðîñòðàíñòâàì

Ω-ÓÄÔ íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ DΩ(−a; a)
ïðîáíûõ Ω-ÓÄÔ:

D(Ω)(−a; a) :=
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

Dωn [−ck; ck],

D{Ω}(−a; a) :=
∞⋃
k=1

∞⋃
n=1

Dωn [−ck; ck].

Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî D(Ω)(−a; a) ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé ñòðîãîãî èí-
äóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå

∞⋂
n=1

Dωn [−ck; ck], k = 1, 2, . . . ;

à ïðîñòðàíñòâî D{Ω}(−a; a) � òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Dωn [−ck; ck], k = 1, 2, . . .

(ñì. [1, ãëàâà 2]).
Ïðîñòðàíñòâî âñåõ Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèé D′

Ω := D′
Ω(R), ïî îïðåäå-

ëåíèþ, åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà DΩ(R) (ñì. îá ýòîì è î ïåðå÷èñëåííûõ â ñëåäóþùåì àáçàöå ñâîéñòâàõ
Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèé â [1, ãëàâû 2, 3]).

Òàê êàê Ω � ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî òàêèå âåñîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìû óñëîâèëèñü âûøå), òî âñÿêîå
êëàññè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå S ∈ D′ áóäåò òàêæå Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíè-
åì. Äëÿ Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèé ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè, àíà-
ëîãè÷íûé õîðîøî èçâåñòíîìó äëÿ êëàññè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîíÿ-
òèå ðàâåíñòâà Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèÿ S íóëþ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå
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è ïîíÿòèå íîñèòåëÿ S îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó-
÷àå. Ïðè ýòîì, åñëè íîñèòåëè Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèÿ S è ïðîáíîé Ω-
ÓÄÔ f íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî S(f) = 0. Åñëè S ∈ D′

Ω

⋂
D′

Ω̃
äëÿ äâóõ

ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ω, Ω̃ ∈ W , òî íîñèòåëü S êàê
Ω-óëüòðàðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ åãî íîñèòåëåì êàê Ω̃-óëüòðàðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.2 èç [1],
ìíîæåñòâî U ′

Ω(−a; a) âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðî-
ñòðàíñòâå UΩ(−a; a) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òåõ Ω-óëüòðàðàñïðåäå-
ëåíèé, êîòîðûå èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ëåæàùèé â (−a; a).

Òàêæå îòìåòèì ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò:
äëÿ S ∈ E ′a è f ∈ Ea èç òîãî, ÷òî

suppS
⋂

supp f = ∅

ñëåäóåò S(f) = 0. (Ñì. [1, 5.2].)

0.3.3 Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé Pa è àíà-
ëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâ Ω-óëüòðà-
ðàñïðåäåëåíèé

Äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè ω, ñîãëàñíî [1, 1.4], ðàññìîòðèì åå ïðîäîëæåíèå â
C :

Hω(x+ iy) =
1

π

∫
R

ω(x+ ξy)

1 + ξ2
dξ.

Ýòà ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà â C, Hω(z) = Hω(z̄), z ∈ C, òàêæå Hω

ãàðìîíè÷íà â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ωn ∈ Ω, ãäå Ω ∈ W , è êàæäîãî k = 1, 2, . . . ,

ïîëîæèì

Pn,k =
{
φ ∈ H(C) : ∥φ∥n,k := sup

z∈C

|φ(z)|
exp (ck|Im z|+Hωn(−z))

<∞
}
,

(0.3.7)
ãäå, êàê è âûøå, 0 < ck ↗ a.
Pn,k � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü

P(Ω),a =
∞⋃
n=1

∞⋃
k=1

Pn,k,
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åñëè Ω ∈ Wproj, è

P{Ω},a =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=1

Pn,k,

åñëè Ω ∈ W ind.
Íàäåëåííîå òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áà-

íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Pn,k, n, k ∈ N,

P(Ω),a � ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî òèïà (LN∗).
Â ïðîñòðàíñòâå P{Ω},a ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ ñòðîãîãî èíäóêòèâíîãî ïðå-

äåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå( ∞⋂
k=1

Pn,k
)
, n ∈ N;

ýòîò èíäóêòèâíûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé:

Pa :=
∞⋃
k=1

Pk,

ãäå

Pk =
{
φ ∈ H(C) : ∥φ∥k := sup

z∈C

|φ(z)|
exp (ck|Im z|+ kln (2 + |z|)

}
. (0.3.8)

Ïðîñòðàíñòâî Pa, êàê ýòî ïðèíÿòî, ñíàáæàåì òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Pk, ñ êîòîðîé îíî
ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíî-âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì òèïà (LN∗).

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ñèìâîëîì Pa áóäåì îáîçíà÷àòü îäíî èç ïðî-
ñòðàíñòâ P(Ω),a, P{Ω},a èëè Pa.

Ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî Pa îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè: îíî ïîëíîå, îòäåëèìîå, ðåôëåêñèâíîå, áîðíîëîãè÷åñêîå. Êðîìå òîãî,
äëÿ Pa ñïðàâåäëèâû òåîðåìû îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè è î çàìêíóòîì
ãðàôèêå.

Èçâåñòíî îïèñàíèå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ B ⊂ Pa äëÿ ðàçëè÷íûõ
Pa :
1) åñëè Pa = Pa, òî ìíîæåñòâî B ⊂ Pa îãðàíè÷åííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N îíî ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åííî â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Pk;
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2) åñëè Pa = P(Ω),a, òî ìíîæåñòâî B ⊂ Pa îãðàíè÷åííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ n, k ∈ N îíî ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åííî â
áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Pn,k;
3) åñëè Pa = P{Ω},a), òî ìíîæåñòâî B ⊂ Pa îãðàíè÷åííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïðè íåêîòîðîì n ∈ N îíî ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åííî â
êàæäîì èç áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Pn,k, k = 1, 2, . . .

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ îïèñàíèå ñåêâåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè (òî åñòü
ñõîäèìîñòè ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) â ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ òèïà (LN∗).

Ïóñòü

X =
∞⋃
k=1

Xk,

ãäåXk �áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, � ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî óêà-
çàííîãî òèïà.

Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ∈
X , n = 1, 2, . . . , ñõîäèëàñü ê ýëåìåíòó x0 â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî k0 ∈ N âûïîëíÿëñü
ñîîòíîøåíèÿ:

xn ∈ Xk0 , n = n0, n0+1, . . . , è xn → x0 â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Xk0

(ñì. [45].)

Âàæíûì äëÿ íàñ áóäåò ñëåäóþùèé ôàêò, âûòåêàþùèé èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà Pa è òîïîëîãèè â íåì:
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ äåéñòâóåò èç Pa â
Pa íåïðåðûâíî, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî Pa îáëàäàåò ñòðóêòóðîé òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ìîäóëÿ íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ C[z].

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Ea ñîäåðæèò âñå ýêñïîíåíòû

e−itz, z ∈ C,

òî÷íåå, èõ ñóæåíèÿ íà èíòåðâàë (−a; a), òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà S ∈
E ′a ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-
Ëàïëàñà:

S 7→ F(S)(z) := S(e−itz), z ∈ C,

F : E ′a → H(C).

Òåîðåìà A. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F óñòàíàâëèâàåò ëè-
íåéíûé òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ E ′a è Pa.
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Â ñëó÷àå, êîãäà Ea = C∞(−a; a), ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò, òåîðåìó Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà
(ñì., íàïðèìåð, [58, òåîðåìà 7.3.1]). Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ω-ÓÄÔ Ea = UΩ(−a; a),
çàäàâàåìûõ ïðàâèëüíûìè âåñîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ω, ýòà òåî-
ðåìà äîêàçàíà À.Â. Àáàíèíûì [1, òåîðåìà 5.4.2], [2]. Òàêæå â [1] óñòà-
íîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ω íîðìó ∥φ∥n,k
â ôîðìóëå (0.3.7) ìîæíî îïðåäåëèòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ Hωn âåñîâîé ôóíêöèè ωn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥φ∥n,k = sup
z∈C

|φ(z)|
exp (ck|Im z|+ ωn(−Re z))

.

Ïðîñòðàíñòâà Pn,k ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿòñÿ, íî ïðîñòðàíñòâà
P(Ω),a è P{Ω},a è òîïîëîãèè â íèõ îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Äëÿ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Ea åãî àííóëÿòîðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî � ýòî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ñîïðÿæåííîì E ′a, îïðåäå-
ëÿåìîå ôîðìóëîé

W 0 = {S ∈ E ′a : S(f) = 0 ∀ f ∈ W}.

Èç ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâ Ea, òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà è òåîðåìû A
âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 0.1. (Îáùèé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè.) Ìåæäó ñî-
âîêóïíîñòüþ {W} âñåõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Ea è
ñîâîêóïíîñòüþ {J } âñåõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Pa
èìååò ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïî ïðàâèëó:

W ←→ J ⇐⇒ J = F(W 0).

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà öåëûõ ôóíêöèé � ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà Pa.

Â ñèëó óñëîâèÿ (0.3.2), âñå ôóíêöèè èç Pa ïðèíàäëåæàò êëàññó C
(êëàññó Êàðòðàéò). Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ Pa èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíûé òèï, ìåíüøèé a, è âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò ïðè ïîðÿäêå 1
âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Áîëåå òîãî, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïîä-
õîäÿùèé ìíîæèòåëü âèäà e−tφz, tφ ∈ R, îíà ñòàíîâèòñÿ öåëîé ôóíêöèåé
ñ èíäèêàòîðîì

hφ(θ) = π∆φ| sin θ|, ∆φ < a,
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ãäå 2∆φ � ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé Zφ ôóíêöèè φ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè φ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðå-
çîê ìíèìîé îñè

i[−hφ(−π/2);hφ(π/2)].

Óêàæåì åùå ñâÿçü ñ ðàäèóñîì ïîëíîòû r(Λ) êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè

Λ = {(λj,mj)}

(λj ∈ C, mj ∈ N � êðàòíîñòü λj), îïðåäåëÿåìûì êàê èíôèìóì ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë r, òàêèõ, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà

ExpΛ = {e−iλjt, te−iλjt, . . . , tmj−1e−iλjt, j = 1, 2, . . . , } (0.3.9)

íå ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C∞(−r; r) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â ïðîñòðàí-
ñòâàõ C(−r; r), L2(−r; r)). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà
[104], âêëþ÷àÿ õîðîøî èçâåñòíóþòåîðåìó î ìóëüòèïëèêàòîðå, â ñèëó (0.3.2)
è (0.3.8), ñîîòíîøåíèå r(Λ) < a ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Λ ⊂ Zφ äëÿ íåêî-
òîðîé ôóíêöèè φ ∈ Pa. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå r(Λ) ≤ π∆φ, à åñëè Λ =
Zφ, òî r(Λ) = π∆φ. È íàêîíåö, äëÿ Λ = Zφ, ãäå φ ∈ Pa, ñèñòåìà ôóíêöèé
(0.3.9) íå ïîëíà è â ïðîñòðàíñòâàõ C[−r(Λ); r(Λ)], L2(−r(Λ); r(Λ)).

Áîëåå òîíêàÿ, ÷åì îáû÷íàÿ ïëîòíîñòü, õàðàêòåðèñòèêà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Λ = {(λj;mj)}, ñâÿçàííàÿ ñ âîïðîñàìè ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíê-
öèé (0.3.9) � ýòî ïëîòíîñòü Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà, êîòîðóþ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîìDBM(Λ). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùóþ íåñêîëüêî
ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé (ñì. [104], [23]). Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåðëèí-
ãà-Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(Λ) = πDBM(Λ).

Çàìå÷àíèå 0.1. Âñþäó äàëåå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàòíûõ òî÷åê
Λ ⊂ C ìû èñïîëüçóåì îäíî èç äâóõ ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé:

Λ = {λj}, |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ,

èëè
Λ = {(λj,mj)}, , λj ̸= λk, j ̸= k, mj ∈ N.

Ïðè ýòîì ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ (0.3.9) ñòðîèòñÿ ïî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé åå ýëåìåíòîâ.
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0.4 Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ãëàâ 1-5

0.4.1 Îáçîð ãëàâû 1

Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D = d

dt
,

äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå Ea âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
èëè Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâîW ⊂ Ea, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ: D(W ) ⊂ W, � íàçûâàåì D-èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì.

Êîðíåâûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà D � ýòî ýêñïîíåíöèàëüíûå îäíî÷ëåíû

ek,λ(t) = tke−iλt, k ∈ Z+, λ ∈ C.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëèW �D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è ek,λ ∈ W
äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N, òî ej,λ ∈ W, j = 0, . . . , k − 1.

Ïóñòü W � íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò {0̄} è Ea) D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â Ea. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ExpW ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ek,λ, ñîäåðæàùèõñÿ â íåì, à ñèìâîëîì EW
� ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé, ïî êîòîðûì ïîñòðîåíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà ExpW , òî åñòü òî÷êà λ ∈ C ñîäåðæèòñÿ â EW ñ êðàòíîñòüþ k òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ek,λ ∈ W, à ek+1,λ ̸∈ W.

Èç óñòàíîâëåííîé âûøå äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 0.1) ñëåäóåò,
÷òî EW � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàòíûõ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé â áåñêîíå÷íîñòè. Íåòðèâèàëüíîñòü
W âëå÷åò íåðàâåíñòâî äëÿ ðàäèóñà ïîëíîòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
r(EW ) < a.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ îïåðàòîðà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ D â Ea ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
âûÿñíèòü, êàêèå D-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Ea äîïóñêàþò
ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî åñòü èìåþò âèä

W = spanExpW?

Èç óñëîâèÿ (0.3.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî UΩ(−a; a) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèé êëàññ ôóíêöèé. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà âèäà

WI = {f ∈ Ea : f = 0 íà I},

ãäå I ⊊ (−a; a) � ôèêñèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé â (−a; a) ïðî-
ìåæóòîê, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåòðèâèàëüíûå (!) D-èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà â Ea. Ïðè÷åì, óñëîâèå I ̸= (−a; a), âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

ExpWI = ∅.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë çàìå÷åí À. Àëå-
ìàíîì è Á. Êîðåíáëþìîì â ðàáîòå [71] äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ea = C∞(−a; a).
Òàêæå â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå íåòðèâèàëüíîå D-èíâàðèàíò-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî W â C∞(−a; a) îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ðåçèäóàëü-
íóþ ÷àñòü � ìàêñèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà WI . Èíûìè ñëîâàìè,
íàéäåòñÿ îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé â (−a; a) ïðîìåæóòîê IW ñî ñâîéñòâà-
ìè:

WIW ⊂ W, WI \W ̸= ∅ ∀ I ⊊ IW .

Ïðåäëîæåííîå À.Àëåìàíîì è Á.Êîðåíåáëþìîì äîêàçàòåëüñòâî äîâîëü-
íî äëèííîå è ñëîæíîå; îíî îñíîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ Ä. Õèòòà [93] è
Ä.Ñàðàñîíà [114] î ñòðóêòóðå è ñâîéñòâàõ "ïî÷òè èíâàðèàíòíûõ"ïîä-
ïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Ïýëè-Âèíåðà. Ïðè ïîäõîäå, ïðåäëàãàåìîì
â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îïèñàíèå "ðåçèäóàëüíîé"êîìïîíåíòû WIW äàííîãî
íåòðèâèàëüíîãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W â îäíîì èç ïðî-
ñòðàíñòâ Ea ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïðèíöèïîâ äâîéñòâåííîñòè
(îáùåãî è ñïåöèàëüíîãî), ñîñòàâëÿþùèõ ñîäåðæàíèå ïðåäëîæåíèé 0.1 è
1.2. Íà ñàìîì äåëå, ïðîñòûì ñëåäñòâèåì èñïîëüçóåìîãî íàìè äâîéñòâåí-
íîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèé ôàêò, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ea.
Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî D-èíâàðèàíòíîãî) çà-
ìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ Ea ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî çàìêíó-
òûé ïðîìåæóòîê IL ⊆ (−a; a) ñî ñâîéñòâàìè:

WIL ⊂ L, WI \ L ̸= ∅ ∀ I ⊊ IL.

Àâòîðû ðàáîòû [71] íàçûâàþò ïîäïðîñòðàíñòâà âèäà WI "ðåçèäóàëü-
íûìè"("residual subspace"). Ñëåäóÿ ýòîé òåðìèíîëîãèè, ïðîìåæóòîê IL
íàçûâàåì ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òàêîå, ÷òî

IW = (−a; a), ExpW ̸= ∅.

Äëÿ êàæäîãî b èç èíòåðâàëà (r(iEW ); a) ðàññìîòðèì D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Wb ⊂ Ea, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

W 0
b = W 0

⋂
E ′[−b; b].

Ïîëó÷èì öåëîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõD-èíâàðèàíòíûõ {Wb} ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, òàêèõ, ÷òî

IWb
= [−b; b], ExpWb = ExpW.
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Êàæäîå òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâîWIb + spanExpW, êîòîðîå a priori íå äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíîãî
ñèíòåçà (1.1.1) â ñèëó òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî â ñðåä-
íåì ïðîäîëæåíèÿ, óñòàíîâëåííîé â [32] (ñì. òàêæå [46]).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîäïðîñòðàíñòâî W , äîïóñ-
êàþùåå ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ D-èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ W̃ ñ òåì æå çàïàñîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ:

Exp W̃ = ExpW.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé ìû
äîëæíû ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íàëè÷èåD-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
âèäà WI ("ðåçèäóàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ"). Ïîýòîìó ñèíòåçèðîâàòü D-
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea åñòåñòâåííî èç äâóõ îáúåêòîâ:
ñîäåðæàùåãîñÿ â íåì ìíîæåñòâà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ExpW è
åãî ðåçèäóàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà WIW (÷òî êàê ðàç è áûëî ïðåäëîæå-
íî À.Àëåìàíîì è Á.Êîðåíáëþìîì â èõ ðàáîòå [71] â êà÷åñòâå ãèïîòåçû
äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà C∞(a; b)).

Ïóñòü W � íåòðèâèàëüíîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Ea ñ
çàïàñîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ExpW (âîçìîæíî, ïóñòûì) è ðå-
çèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW . Òîãäà D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

WIW + spanExpW

ñîäåðæèòñÿ â W .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî W äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì

ñìûñëå (ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç), åñëè

W = WIW + spanExpW, (0.4.1)

òî åñòü W ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W̃
ñ òåì æå çàïàñîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ: Exp W̃ = ExpW è ðå-
çèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW̃ = IW .

Âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ íåòðèâèàëüíûõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ W ⊂ Ea èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (0.4.1) � ãëàâíûé îáúåêò
èññëåäîâàíèÿ ãëàâû 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíèì èç óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Ea â âèäå (0.4.1) ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíîñòü ñïåêòðà ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D : W → W,
íàçûâàåìîãî ñïåêòðîì D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W è îáîçíà-
÷àåìîãî σW .

27



Â ðàáîòå [71] àâòîðû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà â
ïðîñòðàíñòâå C∞(−a; a) è óñòàíîâèëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ñóæåíèÿ
îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî W , òî åñòü ñïåêòð
îïåðàòîðà

D : W → W,

ëèáî äèñêðåòåí (â ÷àñòíîñòè, ïóñò), ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòüþ [71, òåîðåìà 2.1]. Àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ D-
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Ea óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåä-
ñòâèè 1.5. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñïåêòð σW äèñêðåòåí, òî îí
ðàâåí (−iEW ).

Äàëåå, â ãëàâå 4, ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ, óñèëåííóþ è îòëè÷íóþ
îò (0.4.1), âåðñèþ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà C∞(−a; a.)

Íàïîìíèì, ÷òî Pa � òîïîëîãè÷åñêèé ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëå-
íîâ C[z].

Ñîãëàñíî îáùåìó ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 0.1),
çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó W ⊂ Ea îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò çàìêíó-
òîå ïîäïðîñòðàíñòâî J ⊂ Pa. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî çàìêíóòîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W áóäåò D-èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
zJ ⊂ J , òî åñòü J � çàìêíóòûé ïîäìîäóëÿ ìîäóëÿ Pa.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî çàìêíóòûå ïîäìîäóëè
â Pa (åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå), ïîýòîìó âìåñòî òåðìè-
íà "çàìêíóòûé ïîäìîäóëü"äëÿ êðàòêîñòè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèí
"ïîäìîäóëü".

Äëÿ ïîäìîäóëÿ J ⊂ Pa ñèìâîëîì ZJ îáîçíà÷àåì åãî íóëåâîå ìíî-
æåñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ZJ =
⋂
φ∈J

Zφ,

ãäå Zφ � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ.
Èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì ïîäìîäóëÿ J íàçûâàåòñÿ îòðåçîê

[cJ ; dJ ] ⊂ R,

ñ êîíöàìè â òî÷êàõ cJ = − sup
φ∈J

hφ(−π/2), dJ = sup
φ∈J

hφ(π/2) ∈ R;

çäåñü, êàê è âûøå, hφ � èíäèêàòîð ôóíêöèè φ.

Ðåàëèçàöèÿ äâîéñòâåííîé ñõåìû èññëåäîâàíèÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ íà÷èíàåòñÿ ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.2. (Ñïåöèàëüíûé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè.)Ìåæ-
äó ñîâîêóïíîñòüþ {W} âñåõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà Ea è ñîâîêóïíîñòüþ {J } âñåõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ Pa èìååò ìåñòî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïî ïðàâèëó:

W ←→ J ⇐⇒ J = F(W 0),

ãäå W 0 = {S ∈ E ′a : S(f) = 0 ∀ f ∈ W}. Ïðè ýòîì

IW = [cJ ; dJ ]
⋂

(−a; a), EW = ZJ .

Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa íàçûâàåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì, åñëè îí ñîäåð-
æèò âñå ôóíêöèè φ ∈ Pa, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ZJ ⊂ Zφ è [−hφ(−π/2);hφ(π/2)] ⊂ [cJ ; dJ ]

Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa íàçûâàåòñÿ ëîêàëèçóåìûì (îáèëüíûì), åñëè îí
ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè φ ∈ Pa ñî ñâîéñòâîì ZJ ⊂ Zφ. Èíûìè ñëîâàìè,
ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü � ýòî ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü ñ èíäè-
êàòîðíûì îòðåçêîì [−a; a].

Ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü J îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìàêñèìàëüíî-
ñòè: J̃ ⊂ J äëÿ ëþáîãî ïîäìîäóëÿ J̃ , òàêîãî, ÷òî

ZJ̃ = ZJ è [cJ̃ ; dJ̃ ] = [cJ ; dJ ].

Èç ñïåöèàëüíîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâîW ⊂ Ea äîïóñêà-
åò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J = F(W 0) ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Ïðåäëîæåíèå 1.3 � îñíîâà äâîéñòâåííîé ñõåìû: îíî ñâîäèò çàäà÷ó î
ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå â Ea ê ýêâèâàëåíòíîé äâîéñòâåííîé çàäà-
÷å î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëåé â Pa. Ýòà ñõåìà, êàê óæå óïî-
ìèíàëîñü âûøå, âîñõîäèò ê ðàáîòàì È .Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî è
Ë. Ýðåíïðàéñà.

Ïóñòü φ ∈ Pa. Ñèìâîëîì Jφ îáîçíà÷àåì ãëàâíûé ïîäìîäóëü, ïîðîæ-
äåííûé ôóíêöèåé φ :

Jφ := {pφ : p ∈ C[z]},

à ñèìâîëîì J (φ) � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü ñ íóëåâûì ìíîæå-
ñòâîì ZJ = Zφ è èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì [cJ ; dJ ] = [−hφ(−π/2);hφ(π/2)].
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Ñôîðìóëèðóåì çäåñü îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ î ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì
ñèíòåçå, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 1.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .
Ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî åñòü
èìååò âèä (0.4.1), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî àííóëÿòîðíûé ïîä-
ìîäóëü J = F(W 0) ñîäåðæèò ôóíêöèþ φ ñî ñâîéñòâîì J (φ) ⊂ J .

Òåîðåìà 1.7∗. Ïóñòü W ⊂ C∞(−a; a) � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .
Ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî åñòü
èìååò âèä (0.4.1), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî àííóëÿòîðíûé ïîä-
ìîäóëü J = F(W 0) ñîäåðæèò ôóíêöèþ φ ñî ñâîéñòâîì: J (φ) = Jφ.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .
Ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî åñòü
èìååò âèä (0.4.1), åñëè åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J = F(W 0) ñî-
äåðæèò ôóíêöèþ φ, ïîðîæäàþùóþ ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîä-
ìîäóëü.

Â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2 . . . },

ãäå S ∈ E ′a � ôèêñèðîâàííûé ôóíêöèîíàë, äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëü-
íûé ñèíòåç òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ φ = F(S) ïîðîæäàåò
â Pa ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü.

Ïðåäëîæåíèå 1.13. D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , õàðàêòå-
ðèñòèêè êîòîðîãî ïîä÷èíåíû óñëîâèþ

2πDBM(EW ) = 2r(EW ) > |IW |,

òðèâèàëüíî, òî åñòü ñîâïàäàåò ñî âñåì Ea (íàïîìíèì, ÷òî EW � ñî-
ñòàâëåííîå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû
âñåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â W ).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå â Ea äëÿ D-
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îáùåãî âèäà ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìå 1.8:

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

1) Åñëè
2πDBM(iσW ) = 2r(iσW ) < |IW |,
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ãäå |IW | � äëèíà ïðîìåæóòêà IW , òî ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò
ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

2) Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê IW íå êîìïàêòåí
â (−a; a), òî ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-
òåç.

3) W äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà IW = (−a; a).

Íàïîìíèì, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ ψ0 íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì
ïðîñòðàíñòâà Pa åñëè ñîîòâåòñòâèå φ 7→ φψ0 îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ma ìíî-
æåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Pa.

Òåîðåìà 1.9. 1) Ïóñòü W ⊂ E∞ � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
íåîãðàíè÷åííûì ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

Åñëè âåðíà èìïëèêàöèÿ

f ∈ W, S ∈ W 0 =⇒ S(f(t+ h)) = 0 ∀h ∈ I ÷ ch suppS, (0.4.2)

ãäå ch suppS � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íîñèòåëÿ (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèÿ
S, òîW � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåê-
òðàëüíûé ñèíòåç.

2) Ïóñòü a < +∞, W ⊂ Ea � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íå
êîìïàêòíûì â (−a; a) ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW , òàêîå, ÷òî â
W 0 èìååòñÿ ôóíêöèîíàë S0 ñî ñâîéñòâîì F(S0) ∈Ma.

Åñëè èìïëèêàöèÿ (0.4.2) âåðíà, òî W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà S ∈ E ′a è îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî èíòåðâàëà

I ⊂ (−a; a) : Ĩ := I ÷ ch suppS ̸= ∅,

ðàññìîòðèì "ëîêàëüíûé"îïåðàòîð ñâåðòêè TS,I : Ea → E(Ĩ), îïðåäåëÿå-
ìûé ôîðìóëîé

g = TS,I(f), g(y) = S(f(x+ y)), y ∈ Ĩ .

ßäðî ýòîãî îïåðàòîðà WS,I := kerTS,I � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â Ea ñ ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW = I è ñïåêòðîì σW = (−iZφ),
ãäå φ = F(S), Zφ � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ.

Òåîðåìà 1.10. ßäðî "ëîêàëüíîãî"îïåðàòîðà ñâåðòêè WS,I äîïóñêàåò
ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.
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Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü {Sα} ⊂ E ′a � ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ, íîñèòåëü
êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü {0}, I ⊂ (−a; a) � îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íûé ïðîìåæóòîê, 0 ∈ I.

Åñëè φα0 = F(Sα0) ∈ Ma äëÿ íåêîòîðîãî α0, òî D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W =

⋂
α

kerTSα,I äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-

òåç.

Â ãëàâå 1 íàìè òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ñðåäè D-èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ W ñ äèñêðåòíûìè ñïåêòðàìè σW , òàêèìè, ÷òî

2πDBM(iσW ) = 2r(iσW ) = |IW |,

èìåþòñÿ êàê äîïóñêàþùèå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç (ñì., íàïðèìåð,
ñëåäñòâèå 1.6), òàê è íå äîïóñêàþùèå åãî (òåîðåìà 1.12).

0.4.2 Îáçîð ãëàâû 2

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ãëàâíûõ ïîäìîäóëåé â ìîäóëå
Øâàðöà: óòî÷íåíèþ èõ àëãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû è
âûÿñíåíèþ óñëîâèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè.

Ðîëü ãëàâíûõ ïîäìîäóëåé â ðåøåíèè çàäà÷è ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ (à
çíà÷èò, è çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà) óñòàíàâëèâàåòñÿ â ãëàâå 1. À
èìåííî, îáíàðóæèâàåòñÿ, ñâÿçü ìåæäó ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòüþ óñòîé-
÷èâîãî ïîäìîäóëÿ J , òàêîãî, ÷òî

2r(ZJ ) = 2πDBM(iσW ) = dJ − cJ ,

è íàëè÷èåì â íåì ôóíêöèè φ, ïîðîæäàþùåé ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâ-
íûé ïîäìîäóëü (ñëåäñòâèå 1.3, òåîðåìà 1.3∗). Ñîîòâåòñòâóþùèå äâîé-
ñòâåííûå óòâåðæäåíèÿ î D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ: òåîðåìà
1.12 è ñëåäñòâèå 1.6 � òàêæå ïðèâåäåíû â ãëàâå 1. Âìåñòå ñ òåì, íå
êàæäûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü ñëàáî ëîêàëèçóåì (òåîðåìû 1.1, 1.2). Òàêèì
îáðàçîì, âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ãëàâíûõ ïîäìîäóëåé äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñ-
íîâíîãî âîïðîñà î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Êàæäàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ Pa ïîðîæäàåò äâà, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàçëè÷íûõ ïîäìîäóëÿ: ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ = {pφ : p ∈ C[z]} è ïîä-
ìîäóëü J (φ), ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ Pa, òàêèõ, ÷òî ÷àñòíîå
(ψ/φ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1. ßñíî, ÷òî
íóëåâîå ìíîæåñòâî êàæäîãî èç óêàçàííûõ ïîäìîäóëåé ñîâïàäàåò ñ Zφ,
à èíäèêàòîðíûé îòðåçîê êàæäîãî èç íèõ ðàâåí èíäèêàòîðíîìó îòðåç-
êó [cφ; dφ] ôóíêöèè φ, ãäå cφ = −hφ(−π/2), dφ = hφ(π/2). Èç ñàìîãî
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îïðåäåëåíèÿ ïîäìîäóëÿ J (φ) ñëåäóåò, ÷òî îí ñëàáî ëîêàëèçóåì. Ïîýòî-
ìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Jφ ⊆ J (φ).

Ðàâåíñòâî
Jφ = J (φ) (0.4.3)

ýêâèâàëåíòíî ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ, è ïîýòîìó
âåðíî íå äëÿ êàæäîé ôóíêöèè φ ∈ Pa.

Íàïîìíèì, ÷òî äåëèòåëåì ïðîñòðàíñòâà P∞ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà φ0 ∈M∞, äëÿ êîòîðîãî âåðíà èìïëèêàöèÿ

Φ ∈ P∞,
Φ

φ0

∈ H(C) =⇒ Φ

φ0

∈ P∞.

Âñþäó â ãëàâå 2 ðå÷ü èäåò î ìîäóëå Øâàðöà Pa è åãî ïîäìîäóëÿõ.
Îáñóæäàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ðàâåíñòâà (0.4.3).

(I) Ïîäìîäóëü J (φ), à çíà÷èò, è ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ, ñîäåðæèò òîëüêî
ôóíêöèè âèäà pφ, p ∈ C[z]. Èíûìè ñëîâàìè, îáðàçóþùàÿ φ òàêîâà, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1, ïðåä-
ñòàâèìûõ â âèäå Φ/φ, Φ ∈ Pa, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ C[z].
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî îáà ïîäìîäóëÿ, Jφ è J (φ), àëãåáðàè÷åñêè ïî-
ðîæäåíû.

(II) Ìíîæåñòâî J (φ) \ {pφ : p ∈ C[z]} íå ïóñòî, è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
Φ ∈ J (φ) ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pα,
òàêàÿ, ÷òî pαφ→ Φ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîé èç óêàçàííûõ âîçìîæ-
íîñòåé, (I), ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ φ � äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà
P∞. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}. (0.4.4)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå "φ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞"íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (0.4.4). Â êà÷åñòâå îáîñíîâà-
íèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàìè ïîñòðîåí ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïóñòü a > π. Ïîëîæèì

φ(z) =
s(z)

s1(z)
+
πzs(z)

s0(z)
,
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ãäå

s(z) =
sin πz

πz
, s1(z) = s(

√
z) =

sinπ
√
z

π
√
z

, s0(z) =
∞∏
k=1

(
1 +

z

22k

)
.

Òåîðåìà 2.1.Ôóíêöèÿ φ ñîäåðæèòñÿ â Pa è íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
àëãåáðû P∞. Ïîäìîäóëè Jφ è J (φ) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}.

Ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ (II), ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Pa,0 = F(C∞
0 (−a; a)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà [58, òåîðåìà 7.3.1], Pa,0 � ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Pa, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç òåõ ôóíêöèé
φ ∈ Pa, êîòîðûå óáûâàþò âäîëü âåùåñòâåííîé îñè áûñòðåå ëþáîé ôóíê-
öèè âèäà |x|−n, n = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (II) èìååòñÿ î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ: ïîäìîäóëü Jφ äîëæåí
ñîäåðæàòü ýëåìåíòû âèäà ωφ, ãäå ω � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà, òî åñòü äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

Jφ \ {pφ : p ∈ C[z]} ≠ ∅, (0.4.5)

Ìû óñòàíàâëèâàåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ôóíê-
öèÿ φ ïîðîæäàåò ãëàâíûé ïîäìîäóëü, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì
(0.4.5).

Òåîðåìà 2.2. Ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñîäåðæèò ôóíêöèè Φ âèäà

Φ = ωφ, ω − öåëàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ ∈ Pa,0.

Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî îæèäàòü ñïðàâåäëèâîñòè âêëþ÷åíèÿ Φ ∈
Jφ äëÿ âñåõ ôóíêöèé

Φ ∈ J (φ) \ {pφ, p ∈ C[z]}

ìîæíî òîëüêî, åñëè φ ∈ Pa,0.
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Åñëè ôóíêöèÿ φ, ïîðîæäàþùàÿ ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ëåæèò â Pa,0,
òî çàäà÷à î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ýòîãî ïîäìîäóëÿ îêàçûâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîé çàäà÷å î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíàìè â íåêîòîðîé
(âîîáùå ãîâîðÿ, íåìåòðèçóåìîé!) òîïîëîãèè. Èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 1 ñëå-
äóåò, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò íå èìåòü ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ìû íà÷èíàåì ñ ïðèìåðîâ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé φ, ïîêàçûâàþùèõ,
÷òî è ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå âîçìîæíî. Ýòè ïðèìåðû çàòåì ïîäâîäÿò
ê ñëåäóþùåìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî
ïîäìîäóëÿ Jφ, èìåþùåìó ôîðìó îãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè
ln |φ|.

Ïóñòü φ ∈ Pa,0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ̸∈ Zφ. Ïî-
ëîæèì

u∗(x) = lnU∗(x),

ãäå

U∗(x) = sup
n∈N

⋃
{0}

|x|n

Mn

,

Mn = max
x∈R
|xnφ(x)|, n = 0, 1, . . . Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê φ ∈ Pa,0, ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} íåêâàçèàíàëèòè÷åñêàÿ, ôóíêöèÿ U∗(x) � âñþäó
êîíå÷íàÿ, ÷åòíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ ïðè x ≥ 0 (x ≤ 0), à ôóíêöèÿ u∗(e

t)
âûïóêëà ïðè âñåõ t ∈ R. ßñíî, ÷òî

ln|φ(x)| ≤ −u∗(x), x ∈ R.

Òåîðåìà 2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L0 > 0 òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R íàéäåòñÿ x′ ∈ R ñî ñâîéñòâàìè |x − x′| ≤
L0u∗(x) è ln |φ(x′)| ≥ −L0u∗(x

′).
Òîãäà ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû ðà-
áîò Ð.Ñ.Þëìóõàìåòîâà [66], [67] î ðàñùåïëåíèè ôóíêöèè èç àëãåáðû
Øâàðöà íà ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ "ïî÷òè ðàâíûõ"ñîìíîæèòåëåé (ðå-
øåíèå ôàêòîðèçàöèîííîé ïðîáëåìû Ë. Ýðåíïðàéñà).

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ñîäåðæèò ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ äîêàçàííîé
òåîðåìû 2.4.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîáíîãî êðèòåðèÿ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíî-
ãî ïîäìîäóëÿ Jφ â òåðìèíàõ àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíàìè â âåñîâîé
íîðìå, îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé φ, ìû óòî÷íÿåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ. À èìåííî, äîêàçûâàåì, ÷òî, õîòÿ òîïîëîãèÿ
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ïðîñòðàíñòâà Pa íåìåòðèçóåìàÿ (îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-âûïóêëûì ïðî-
ñòðàíñòâîì òèïà (LN∗)), ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñîâïàäàåò ñ ñåêâåíöè-
àëüíûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà {pφ p ∈ C[z]}, òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè Φ ∈ Jφ èìååòñÿ ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pk}∞k=1,
òàêàÿ, ÷òî

pkφ→ Φ

â òîïîëîãèè Pa (ýêâèâàëåíòíî, â íîðìå îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ Pn, ñì.
(0.3.8)). Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðå-
ìû 2.6.

Âåñîâîé êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ � ýòî
òåîðåìà 2.7. Ïðèâåäåì åå òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ïóñòü φ ∈ Pa,0, u(z) � íàèáîëüøàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ìèíîðàíòà
ôóíêöèè

(hφ(arg z)|z| − ln |φ(z)|) ,

ãäå hφ � èíäèêàòîð ôóíêöèè φ,

Hu = {f ∈ H(C) : ∥f(z)∥u = sup
z∈C
|f(z)|e−u(z) < +∞}.

Òåîðåìà 2.7. Ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé φ ∈ Pa,0,
ñëàáî ëîêàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hu

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè â íîðìå

∥f∥′ = sup
z∈C
|f(z)| exp (−u(z)− 2ln (2 + |z|)) .

Òåîðåìà 2.6 òàêæå ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü îäèí ðåçóëüòàò ðàáîòû [72],
êàñàþùèéñÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà C∞(−a; a),
äâîéñòâåííûõ ê óñòîé÷èâûì ïîäìîäóëÿì ñ êðèòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì
õàðàêòåðèñòèê (ðàâåíñòâîì ïîëîâèíû äëèíû èíäèêàòîðíîãî îòðåçêà ðà-
äèóñó ïîëíîòû íóëåâîãî ìíîæåñòâà). Àâòîðàìè ðàáîòû [72] áûëî ïðåäëî-
æåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C, DBM(Λ) <∞,
íàçûâàåòñÿ ñèíòåçèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (è ïîòîìó äî-
ïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç) D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî W ñ ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì [−πDBM(Λ); πDBM(Λ)]. è ñïåê-
òðîì (−iΛ). Â êà÷åñòâå óòî÷íåíèÿ êðèòåðèÿ ñèíòåçèðóåìîñòè êîìïëåêñ-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [72, òåîðåìà 2.1]) èç ñêàçàííîãî âûøå è òåî-
ðåìû 2.6 ìû ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C ñèíòåçèðóåìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ = Zφ äëÿ íåêîòîðîé φ ∈ Pa, ïîðîæäàþùåé â Pa

ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü.

36



Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïîäìîäóëÿìè â Pa è D-
èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â Ea (ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è 1.3), âìåñòå
ñ êàæäûì äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî
ïîäìîäóëÿ, ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé φ ∈ Pa, âîçíèêàåò è ýêâèâàëåíòíîå
äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå î äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèí-
òåçà D-èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . . },

ãäå S � (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà êîòî-
ðîãî åñòü φ.

Íàïðèìåð, ýêâèâàëåíòíîé äâîéñòâåííîé òåîðåìîé äëÿ òåîðåìû 2.7
áóäåò

Òåîðåìà 2.7dual. D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî WS ïðîñòðàíñòâà
Øâàðöà C∞(−a; a), ïîðîæäåííîå ðåãóëÿðíûì ðàñïðåäåëåíèåì S ∈ C∞

0 (−a; a),
äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà öåëàÿ ôóíêöèÿ φ = F(S) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû
2.7 î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíàìè.

Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ôîðìóëèðîâêàõ äðóãèõ äâîécòâåí-
íûõ óòâåðæäåíèé òàêîãî ðîäà î ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå, òàê êàê
èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà (òåîðåìû 2.7dual) ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, êàê ýòî ñäå-
ëàòü.

0.4.3 Îáçîð ãëàâû 3

Â ãëàâå 3 ìû èçó÷àåì ñòðóêòóðó íóëåâûõ ìíîæåñòâ è íåêîòîðûå äðóãèå
ñâîéñòâà äåëèòåëåé àëãåáðû Øâàðöà P∞ è ïðîñòðàíñòâ PΩ,∞, ãäå

Ω = {nω}∞n=1, èëè Ω = {rnω}, 0 < rn ↗ 1, n→∞, (0.4.6)

ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ.
Ìîòèâàöèåé ê èññëåäîâàíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî òî, ÷òî íóëåâûå

ìíîæåñòâà äåëèòåëåé φ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-
òåëÿ (−i), ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàìè D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâW ⊂ Ea
èç êëàññà D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ êðèòè÷åñêèì ñîîòíîøåíè-
åì õàðàêòåðèñòèê:

2r(iσW ) = 2πDBM(iσW ) = |IW |.

À èìåííî, åñëè Zφ � íóëåâîå ìíîæåñòâî äåëèòåëÿ, S = F−1(φ), òî, ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 1.3 è 1.11 èç ãëàâû 1,

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . . }
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�D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé
ñèíòåç, ïðè÷åì

σWS
= −iZφ, IWS

= [−hφ(−π/2);hφ(π/2)],

è çíà÷èò,
|IWS
| = 2πDBM(iσWS

).

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî åñëè φ � äåëèòåëü P∞ èëè PΩ,∞ äëÿ Ω,
îïðåäåëåííîé â (0.4.6), S = F−1(φ), òî îïåðàòîð ñâåðòêè TS, ïîðîæäåí-
íûé (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèåì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé ñþðúåêòèâåí (ñì. [90] �
äëÿ ïðîñòðàíñòâà C∞(R), [107] � äëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, åñëè Ω = {nω},
[3] � äëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, åñëè Ω = {rnω}). ßäðî îïåðàòîðà TS åñòü
D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà E∞,
äîïóñêàþùåå ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ïðè÷åì ôóíêöèè kerTS íå òîëüêî
àïïðîêñèìèðóþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè â òîïîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà E∞, íî è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäà (ñî ñêîáêàìè) èç ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ, òàêæå ñõîäÿùåãîñÿ â E∞ (ñì. ðàáîòû [90], [107],
[3]).

Âàæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ãëàâå 4, äåëèòåëè
àëãåáðû Øâàðöà è èõ íóëåâûå (ïîä)ìíîæåñòâà èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü
â èññëåäîâàíèè âîïðîñà î ïðåäñòàâëåíèè D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà W ⊂ C∞(−a; a) â âèäå ïðÿìîé ñóììû (àëãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè-
÷åñêîé) åãî ðåçèäóàëüíîãîWIW è ýêñïîíåíöèàëüíîãî spanExpW ïîäïðî-
ñòðàíñòâ è ñïðàâåäëèâîñòè äëÿW ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöèïà â ñëàáîì
ñìûñëå.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè φ ∈ P∞ ÿâëÿþùèåñÿ äåëèòåëÿìè â Pa íà-
çûâàþò åùå ìåäëåííî óáûâàþùèìè â P∞, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèìè
àíàëèòè÷åñêèì êðèòåðèÿì èç ðàáîò [90], [107, Òåîðåìà 2.6], [3, òåîðåìà 2]
è [5, òåîðåìà 1], ïðèâåäåííûì â ãëàâå 1 â òåîðåìàõ E, F è G ïåðåä ïðåä-
ëîæåíèåì 1.11. Óñëîâèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ, èìåþùèå ôîðìó îöåíîê ñíèçó
äëÿ ôóíêöèè ln |φ|, íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå P∞. Â äàëüíåéøåì ìû â ðàâíîé ìåðå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáà
ýêâèâàëåíòíûõ òåðìèíà: "äåëèòåëü"è "ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ".

Åùå Ë. Ýðåíïðàéñ ñôîðìóëèðîâàë â ñâîåé ðàáîòå [90, §6] çàäà÷ó î
íàõîæäåíèè óñëîâèé ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè φ ∈ P∞ â òåðìèíàõ
êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà åå íóëåâîå ìíîæåñòâî Zφ. Òàì æå îí ïîëó÷èë
îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå [90, ïðåäëîæåíèå 6.1]:
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åñëè ôóíêöèÿ ψ ∈ P∞ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ è Zψ = {(µj,mj)} � åå
íóëåâîå ìíîæåñòâî (µj ̸= µk, j ̸= k, mj � êðàòíîñòü µj), òî

lim
j→∞

mj

|Imµj|+ ln|Reµj|
<∞. (0.4.7)

Ïðèâåäåì äðóãèå èçâåñòíûå íàì ðåçóëüòàòû â óêàçàííîì íàïðàâëå-
íèè. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè íóëåâîå ìíîæåñòâî Zφ öåëîé
ôóíêöèè φ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì âîçìóùåíèåì öåëî÷èñëåííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî L > 0 è âñåõ k âûïîëíåíî

|λk − k| ≤ L, λk ∈ Zφ, (0.4.8)

òî φ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ([109, òåîðåìà XXXIII], à òàêæå
[55, òåîðåìà 1.1 è ñëåäñòâèå]).

Â ðàáîòàõ [49] è [69] ðàññìîòðåíû öåëûå ôóíêöèè, íóëè êîòîðûõ èìå-
þò âèä

λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . . , (0.4.9)

ãäå l(t) � íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t ≥ 0.
Â 2007 ãîäó À.Ì. Ñåäëåöêèé â [49] äëÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè-

÷åñêîé ôóíêöèè

Φ(a, c; z) = 1+
∞∑
k=1

a(a+ 1) . . . (a+ k − 1)

c(c+ 1) . . . (c+ k − 1)

zk

k!
, a, c ∈ C, a, c, (c−a) ̸∈ Z+,

ïîêàçàë, ÷òî, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ Re c = 2Re a, c − 2a ̸= 0,
ôóíêöèÿ

φ(z) = e−iπzΦ(a, c; 2πiz)

áóäåò öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, óäîâëåòâîðÿþùåé îöåí-
êàì

C1|z|−Re aeπ|Im z| ≤ |φ(z)| ≤ C2|z|−Re aeπ|Im z|, |Im z| ≥ hφ > 0,

ãäå C1, C2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, à íóëè λk, k ∈ Z\{0}, ôóíêöèè
φ èìåþò àñèìïòîòèêó

λk = k +B1 +B2ln |k|+O(1), |k| → ∞, B1 ∈ C, B2 ∈ R \ {0}

(ñì. [49, òåîðåìà 2]). Òåì ñàìûì, áûë ïîñòðîåí îäèí èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ
ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè â àëãåáðå Øâàðöà P∞, íóëåâîå ìíîæå-
ñòâî êîòîðîé íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (0.4.8).
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Íåñêîëüêî ðàíåå, â 2002 ãîäó, àâòîðàìè ðàáîòû [108, § 4] áûëî îòìå-
÷åíî, áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

λk = k + ln+ |k|, k ∈ Z,

ôîðìóëà

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1− z

λk

)
îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ òèïà ñèíóñà.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé òèïà ñèíóñà íàçûâàåòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ φ,
èìåþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï è óäîâëåòâîðÿþùàÿ îöåíêàì

C1e
π|Im z| ≤ |φ(z)| ≤ C2e

π|Im z|, |Im z| ≥ hφ > 0, C1, C2 > 0. (0.4.10)

Î÷åâèäíî, âñå ôóíêöèè òèïà ñèíóñà ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè êàê àëãåá-
ðû Øâàðöà P∞, òàê è ïðîñòðàíñòâ PΩ,∞, ãäå Ω îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(0.4.6).

Â ñòàòüå [69] À.À. Þõèìåíêî äîêàçàë ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà V [69, òåîðåìà 1]. Ïóñòü l(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, òàêàÿ, ÷òî

l(t) = O(tα), 0 < α < 1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0.4.9) áûëà ìíîæåñòâîì íóëåé
íåêîòîðîé ôóíêöèè òèïà ñèíóñà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü óñëîâèå

tl′(t) = O(1), t→ +∞.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ìû èçó÷àåì óñëîâèÿ íà âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ l,
ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëà-
ìè (0.4.9), áóäåò äåëèòåëåì àëãåáðûP∞. Ïðè ýòîì ìû ïðåäúÿâëÿåì áîëåå
ñëàáûå, ÷åì â ðàáîòå [69], àïðèîðíûå òðåáîâàíèÿ ê ðåãóëÿðíîñòè ïîâå-
äåíèÿ ôóíêöèè l. Â äîêàçàòåëüñòâàõ íàìè ðàçâèâàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ
òåõíèêà îöåíèâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñëåäóþùåì èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè äëÿ ln |φ|, ïîëó÷åííîì Ñ.Þ. Ôàâîðîâûì â [54, ëåììà 1]:

Òåîðåìà F. ([54, ëåììà 1]) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A = {aj} ⊂ C \ {0}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∃ lim
R→∞

∑
|aj |<R

a−1
j ,
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nA(0, t) = O(t), t→∞,
nA(0, t+ 1)− nA(0, t) = o(t), t→∞,

ãäå nA(z, t) � ÷èñëî òî÷åê aj â êðóãå |w − z| ≤ t. Òîãäà ôîðìóëà

g(z) = lim
R→∞

∏
|aj |≤R

(
1− z

aj

)
êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è äëÿ
âñåõ z ∈ C èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ln |g(z)| =
∫ ∞

0

nA(0, t)− nA(z, t)
t

dt.

Ïðåäëàãàåìàÿ íàìè òåõíèêà îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà ðàáîòû [69]. Òåì
íå ìåíåå, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ
ëåììû 3.1 ìû ïðîâîäèì ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé, ñõîä-
íûõ ñ ðàññóæäåíèÿìè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ðàáîòû [69, òåîðåìà 1]
(ñì. öèòèðîâàííóþ âûøå òåîðåìó V). Òàêæå, ââåäåííàÿ àâòîðîì â ýòîì
äîêàçàòåëüñòâå ôóíêöèÿ ρ(t) = 1/2 − {t}, ãäå {a} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñ-
ëà a ∈ R, èñïîëüçóåòñÿ íàìè ïðè îáîñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3.2.
Ïðèâåäåì çäåñü òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó îäíîãî èç ïîëó÷åííûõ íàìè ðå-
çóëüòàòîâ.

Ïóñòü l : [0; +∞)→ R � ïîëîæèòåëüíàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ è l(0) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E � ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé t ∈ (0;+∞), äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ l′(t), è ïîëîæèì

p(t) =

{
l′(t), t ∈ E,
inf{l′(s), s : s ∈ E, s < t}, t ∈ (0;+∞) \ E.

Ôóíêöèÿ p óáûâàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè è

l(t) =

∫ t

0

p(s) ds.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü l � ïîëîæèòåëüíàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà [0; +∞),
l(0) = 0, è

lim
t→+∞

ln |l(t)|
ln t

∈ [0; 1/2),

à ôóíêöèÿ φ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1− z

λk

)
.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû φ ïðèíàäëåæàëà àëãåáðå Øâàðöà P∞ è áûëà åå
äåëèòåëåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

p(t)t

lnt
= O(1), t→ +∞.

Äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå ïàðàãðàôà 3.2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì çà-
ìå÷àíèåì: âñå óñëîâèÿ íà íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ ∈ P∞, ïîëó÷åí-
íûå àâòîðàìè öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîò, êàê è ïîëó÷åííûå íàìè çäåñü,
âëåêóò á�îëüøóþ ðåãóëÿðíîñòü ïîâåäåíèÿ |φ|, ÷åì òðåáóåòñÿ äëÿ ìåäëåí-
íîãî óáûâàíèÿ φ. À èìåííî, â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
|φ| óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∃a > 0 : ∀x ∈ R ∃x′ ∈ R : |x− x′| ≤ a, |φ(x′)| ≥ (a+ |x′|)−a.

Òàêèå ôóíêöèè áûëè ââåäåíû Ë. Ýðåíïðàéñîì â [90, §2] è íàçâàíû èì
î÷åíü ìåäëåííî óáûâàþùèìè. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ S ∈ (C∞(R))′ î÷åíü
ìåäëåííîå óáûâàíèå ôóíêöèè φ = F(S) ∈ P∞ âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

S ∗ D′
F = D′

F,

òî åñòü îáðàòèìîñòè S â ïðîñòðàíñòâå D′
F [90, òåîðåìà 2.2∗], ãäå D′

F �
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà (îïðåäåëåíèå ñì.
[88], [7]). Â çàìå÷àíèè ïîñëå òåîðåìû 2.2∗ â ðàáîòå [90] Ë. Ýðåíïðàéñ ïè-
øåò, ÷òî åìó íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè ðàñïðåäåëåíèÿ S ∈ (C∞(R))′,
îáðàòèìûå â ïðîñòðàíñòâàõ C∞(R) è D′ = (C∞

0 (R))′, íî íå îáðàòèìûå â
ïðîñòðàíñòâå D′

F. Ýòîò âîïðîñ, â ñèëó òåîðåì 2.2 è 2.2∗ èç [90], ýêâèâà-
ëåíòåí âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè φ ∈ P∞,
êîòîðàÿ íå áóäåò î÷åíü ìåäëåííî óáûâàþùåé. Õîòÿ, êàê óêàçàíî â ðàáîòå
Ë.Õåðìàíäåðà [56, § 6], ïîçæå Ë.Ýðåíïðàéñ è Ï. Ìàëüÿâåí â ñîâìåñòíîé
ðàáîòå ïîñòðîèëè òàêèå ôóíêöèè, â òåîðåìå 3.3 ìû ïðèâåäåì ñâîé îò-
âåò íà ýòîò âîïðîñ, èñïîëüçóÿ òåõíèêó, îñíîâàííóþ íà ïðåäñòàâëåíèè
Ñ. Þ. Ôàâîðîâà (òåîðåìà F).

Ïàðàãðàô 3.3 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ óñëîâèé íà ôóíêöèþ l, ïðè êîòîðûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{λk}, λk = k + l(|k|), k ∈ Z,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëåâîå ìíîæåñòâî äåëèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, ãäå
Ω îïðåäåëåíà â (0.4.6). Îäèí èç ïîëó÷åííûõ â ïàðàãðàôå 3.3 ðåçóëüòàòîâ
� ýòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ l : [0; +∞)→ R ïðè íåêî-
òîðîì α ∈ (0; 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

l(t)− l(s) = O(tα − sα), t, s→∞

à òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ µ : [0; +∞) →
R è ñòðîãèé âåñ ν, ñî ñâîéñòâàìè

µ′(t) = O

(
µ(t)

t

)
, t→∞,∫ ∞ ν(t)l(t)

t2
dt <∞;

ïðè ýòîì

l(t)− l(s) = O(µ(t)− µ(s)), t, s→∞,
µ(t) = O(ν(t)), t→∞,

Òîãäà äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî âåñà ω, òàêîãî, ÷òî

ν(x) = O(ω(x))
(
ν(x) = o(ω(x))

)
, x→∞,

ôóíêöèÿ

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1− z

λk

)
� äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞ ñ Ω = {nω} (ñîîòâåòñòâåííî, ñ Ω =
{rnω}).

Â ïàðàãðàôå 3.4 èññëåäóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå (êàê ïî
îòäåëüíîñòè, òàê è âìåñòå) óñëîâèÿ ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèé φ â
àëãåáðå Øâàðöà P∞, ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ îãðàíè÷åíèé íà ñ÷èòà-
þùèå ôóíêöèè è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íóëåâûõ ìíî-
æåñòâ Zφ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïåðåä íà÷àëîì èññëåäîâàíèé íàì áûë
èçâåñòåí ëèøü öèòèðîâàííûé âûøå ðåçóëüòàò Ë. Ýðåíïðàéñà (0.4.7) è
ðàáîòà Ñ.Þ. Ôàâîðîâà [54] (ñîäåðæàùàÿ, â òîì ÷èñëå, òåîðåìó F). Èç
ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðåìû F ìîæíî, êîíå÷íî, ñðàçó ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû
îá óñëîâèÿõ íà ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè íóëåâîãî ìíîæåñòâà Zφ, ãàðàíòèðó-
þùèå ìåäëåííîå óáûâàíèå φ â àëãåáðåØâàðöà. Íî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ
áóäóò ôîðìóëèðîâàòüñÿ â âèäå ñõîäèìîñòè íåêîòîðûõ íåñîáñòâåííûõ èí-
òåãðàëîâ, è ïîýòîìó èõ íåëüçÿ íàçâàòü íè ãåîìåòðè÷åñêè íàãëÿäíûìè, íè
óäîáíûìè äëÿ ïðîâåðêè.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè äâóõ òåîðåì, èëëþñòðèðóþùèå ðåçóëüòàòû
ïàðàãðàôà 3.4.
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Ïóñòü φ � ôóíêöèÿ èç àëãåáðû Øâàðöà P∞ ñ ìíîæåñòâîì íóëåé

Zφ = {λj} ⊂ R \ {0}.

Îáîçíà÷èì n(z, t) � ÷èñëî òî÷åê λj â êðóãå |w−z| ≤ t, ν(t) � ÷èñëî òî÷åê
λj â ïðîìåæóòêå (0; t] ïðè t > 0 è (−ν(t)) � ÷èñëî òî÷åê λj â ïðîìåæóòêå
[t; 0) ïðè t < 0;

2∆ = lim
j→∞

j

|λj|
.

Òåîðåìà 3.8. Åñëè φ � äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà P∞, Zφ ⊂ R, òî

ν(t)−∆t = O(ln2 |t|), |t| → ∞.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èç òåîðåìû 3.8 íåëüçÿ óñèëèòü. Ïîäðîáíåå îá
ýòîì ñêàçàíî â ïàðàãðàôå 3.4.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü Λ = {λj}, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , è ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé lim

j→∞
j
λj

= ∆.

Äëÿ òîãî ÷òîáû öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

φ(z) =
∞∏
j=1

(
1− z2

λ2j

)
ïðèíàäëåæàëà àëãåáðå Øâàðöà è áûëà åå äåëèòåëåì, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ

n+(0;x)−∆x = O(ln2 x), x→∞,

lim
A→∞

lim
x→∞

1

Alnx

∣∣∣∣∫ xlnx

Alnx

n(0, t)− n(x+ iAlnx, t)

t
dt

∣∣∣∣ < +∞.

Â òåîðåìå 3.9 ñèìâîëîì n+(0;x) îáîçíà÷åíî ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Λ â ïðîìåæóòêå (0; t], à ñèìâîëîì n(z, t) � ÷èñëî òî÷åê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè Λ

⋃
(−Λ) = {±λj} â êðóãå |w − z| ≤ t.

Â ïàðàãðàôå 3.5 ðå÷ü ïîéäåò î äåëèòåëÿõ àëãåáðû Øâàðöà, íóëåâûå
ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå:

Zφ ⊂ {z : |Im z| < α(|Re z|)},

ãäå α : R → [1; +∞) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì
óñëîâèÿì ðîñòà è ðåãóëÿðíîñòè ïîâåäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò èññëåäî-
âàíû àíàëîãè îöåíîê âèäà (0.4.10) äëÿ òàêèõ ôóíêöèé.
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Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì îäíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òðåáîâà-
íèÿ âèäà (0.4.10) äëÿ ôóíêöèè φ ∈ P∞, èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòî-
ðîé åñòü ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò îòðåçîê ìíèìîé
îñè äëèíû 2σ:

äëÿ òî÷åê z, ëåæàùèõ âíå êðèâîëèíåéíîé ïîëîñû

{z : |Im z| < const ln(|Re z|+ e)}, (0.4.11)

èìååò ìåñòî îöåíêà

ln |φ(z)| ≥ σ|Im z| − const ln(|Re z|+ e). (0.4.12)

Â ýòîì ñëó÷àå âñå íóëè ôóíêöèè φ ëåæàò â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå
(0.4.11), è, â ñèëó òåîðåìû î ìèíèìóìå ìîäóëÿ (îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â êðóãå) [29, Ch. 1, Sec. 8, Th. 11] è àíàëèòè÷å-
ñêîãî êðèòåðèÿ Ë.Ýðåíïðàéñà (òåîðåìà E), φ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞.

Èç äîêàçûâàåìîãî áîëåå îáùåãî ôàêòà, òåîðåìû 3.11, áóäåò ñëåäîâàòü,
ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî ê òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîìó îáîáùåíèþ
(0.4.10):

äëÿ ëþáîé ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè, âñå íóëè êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ
â ïîëîñå (0.4.11), âåðíà îöåíêà (0.4.12).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó 3.11. Ïóñòü φ ∈ P∞ � äåëèòåëü ýòîé àëãåáðû,
Zφ = {λj} � åå íóëåâîå ìíîæåñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, âñþäó
äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî

φ(0) = 1, hφ(−π/2) = hφ(π/2) = aφ � òèï φ.

È ïóñòü α : R→ [1; +∞) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ íà [0; +∞) è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

α(es) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà R,

∃K > 1 : lim
x→∞

α(Kx)

Kα(x)
< 1.

Òåîðåìà 3.11 Ïóñòü φ ∈ P∞ � äåëèòåëü ýòîé àëãåáðû è äëÿ âñåõ λj ∈
Zφ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|Imλj| ≤ α(|Reλj|).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C1 > 0, òàêàÿ, ÷òî

ln |φ(z)| ≥ aφ|Im z| − C1α(|z|), äëÿ âñåõ z : |Im z| ≥M1α(|Re z|)

Êðèâîëèíåéíàÿ ïîëîñà (0.4.11) è îöåíêà (0.4.12) ñîîòâåòñòâóþò ÷àñò-
íîìó ñëó÷àþ òåîðåìû 3.11, êîãäà α(x) = ln (x+ e).
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0.4.4 Îáçîð ãëàâû 4

Çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â ñëàáîì ñìûñëå äëÿ îïåðàòîðà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà Ea = C∞(−a; a), ñôîðìóëèðîâàí-
íàÿ â [71, § 6], èçó÷àåò âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

W = spanExpW +WIW , (0.4.13)

ãäå spanX � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂ Ea. Òàêîå ïðåäñòàâëå-
íèå D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W âûñòóïàåò â ðîëè îáîáùåíèÿ
ðàâåíñòâà

W = spanExpW ; (0.4.14)

à ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé
ñèíòåç â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Ïðè÷èíà ðàññìîòðåíèÿ äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñëàáî-
ãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (0.4.13) âìåñòî êëàññè÷åñêîãî, âûðàæàåìîãî
ôîðìóëîé (0.4.14), ñîñòîèò â íàëè÷èè â Ea ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà WI (î÷å-
âèäíî, D-èíâàðèàíòíûõ, íåòðèâèàëüíûõ ïðè I ̸= (−a; a), è íå ñîäåðæà-
ùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ).

Ðåçóëüòàòû î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå â ñëàáîì ñìûñëå (0.4.13) ñîäåð-
æàòñÿ â òåîðåìàõ 1.7, 1.7∗, 1.8, ïðåäëîæåíèè 1.13 ãëàâû 1. Â ÷àñòíî-
ñòè, D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ñ êîíå÷íûì ñïåêòðîì äîïóñêà-
åò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç (0.4.13). Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå W
åñòü ïðÿìàÿ ñóììà (àëãåáðàè÷åñêàÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ) êîíå÷íîìåðíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà spanExpW è ðåçèäóàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà WIW :

W = spanExpW (Λ)⊕WIW , (0.4.15)

(ýòî óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî â [71, ïðåäëîæåíèå 6.1] À.Àëåìàíîì è
Á.Êîðåíáëþìîì).

Âåðñèÿ ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (0.4.13) ïîñëóæèëà âàðèàí-
òîì îáîáùåíèÿ (0.4.15) íà ñëó÷àé ïîäïðîñòðàíñòâà W ñ áåñêîíå÷íûì
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW (â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòå-
ëåé EW , ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ ñèñòåìà êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà
D : W → W , åñòü (iσW )). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [71, § 6] áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðÿìîé (àë-
ãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé) ñóììû:

W = spanExpW ⊕WIW (0.4.16)

äëÿ D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW . Àâòîðû ðàáîòû [71]
ïèøóò, ÷òî èì íå èçâåñòåí îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

46



Íàì óäàåòñÿ âûÿñíèòü, ÷òî óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè (0.4.16) äëÿ íåòðè-
âèàëüíîãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì àíàëîãè÷íû ïî ôîðìå óñëîâèÿì äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî
ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (0.4.13), ïðèâåäåííûì â ãëàâå 1 (òåîðåìà 1.8).
Ïðè ýòîì âìåñòî ïëîòíîñòè Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà DBM(iσW ) áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äðóãàÿ, áîëåå òîíêàÿ, õàðàêòåðèñòèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ := iσW , êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì Dsd(Λ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùèå ôóíêöèè â
àëãåáðå Øâàðöà. Ýòè ôóíêöèè ñóòü â òî÷íîñòè äåëèòåëè àëãåáðû Øâàð-
öà P∞.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C òàêîâà, ÷òî DBM(Λ) < +∞. Ââåäåì
õàðàêòåðèñòèêó Dsd(Λ):

åñëè Λ íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé ìåäëåííî óáûâàþ-
ùåé ôóíêöèè φ ∈ P∞, òî ïîëàãàåì Dsd(Λ) = +∞;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, Dsd(Λ) îïðåäåëÿåì êàê èíôèìóì ìíîæåñòâà âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë c, òàêèõ, ÷òî â àëãåáðå P∞ èìååòñÿ ìåäëåííî óáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà πc, ðàâíàÿ íóëþ íà Λ.

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè D-èíâàðèàíòíîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì â âèäå ïðÿìîé ñóì-
ìû (0.4.16) âåëè÷èíà πDsd(Λ) èãðàåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè ðàäèóñà
ïîëíîòû ρ(Λ) â òåîðåìå 1.8.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîìåæóòêà I ⊆ R ñèìâîëîì |I| îáîçíà÷àåòñÿ
åãî äëèíà (êîíå÷íàÿ èëè ðàâíàÿ +∞), à òàêæå, ÷òî â ýòîé ãëàâå ìû
ðàññìàòðèâàåì Ea = C∞(−a; a).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî âîïðîñó î ïðåä-
ñòàâëåíèè D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W â âèäå (0.4.16).

Òåîðåìà 4.1. I. Ïóñòü W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà Ea ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì
ïðîìåæóòêîì IW , ïðè÷åì |IW | < +∞
1) Åñëè |IW | > 2πDsd(Λ) è âûïîëíåíû îáà ñîîòíîøåíèÿ

lim
j→∞

Imλj
|λj|

< +∞, lim
j→∞

Imλj
|λj|

> −∞, (0.4.17)

òî W èìååò âèä (0.4.16).
2) Îáðàòíî, ïóñòü W èìååò âèä (0.4.16).

Òîãäà |IW | ≥ 2πDsd(Λ).
Ïðè ýòîì, åñëè IW ⋐ (a; b), òî ñïðàâåäëèâû îáà íåðàâåíñòâà (0.4.17).
Åñëè æå âêëþ÷åíèå IW ⊂ (a; b) íå êîìïàêòíî è òî÷êà a (èëè òî÷êà b)
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� ãðàíè÷íàÿ äëÿ IW , òî ñïðàâåäëèâî ïåðâîå (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîå)
èç ñîîòíîøåíèé (0.4.17).

II. Ñðåäè D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W ñ äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW äëèíû 2πDsd(Λ)
èìåþòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèå ïðåäñòàâëåíèå (0.4.16),
òàê è íå äîïóñêàþùèå åãî.

Äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì è ðå-
çèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì áåñêîíå÷íîé äëèíû èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé
êðèòåðèé.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà E∞ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è íåîãðàíè÷åííûì
ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW = (−∞; d] (ëèáî IW = [c; +∞)).

Ïðåäñòàâëåíèå (0.4.16) äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâàW âåðíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà Dsd(Λ) < +∞ è âûïîëíåíî ïåðâîå (ñîîòâåòñòâåííî,
âòîðîå) èç ñîîòíîøåíèé (0.4.17).

Èç òåîðåì 4.1, 4.2 âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.1. ÏóñòüW � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Ea ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðî-
ìåæóòêîì IW .

Åñëè Dsd(Λ) = +∞, òî ïðåäñòàâëåíèå (0.4.16) íå áóäåò èìåòü ìå-
ñòà.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé èç D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âè-
äà (0.4.16), ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ èìååòñÿ ñëåäó-
þùåå óòî÷íåíèå.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea
èìååò âèä (0.4.16), è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: |IW | = +∞
èëè (0.4.17).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íà ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà:

Λ =
∞⋃
k=1

Λk, Λk
⋂

Λm ̸= ∅, k ̸= m,

òàêîå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ W åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñóììû f = f1 + f2, ãäå

f1 ∈ WIW , f2(t) =
∞∑
k=1

∑
λj∈Λk

pj(t)e
−iλjt

 ,
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pj � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì âíåøíÿÿ ñóììà (ïî k) äëÿ f2 ñõîäèòñÿ â òî-
ïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà E∞ = C∞(R).

0.4.5 Îáçîð ãëàâû 5

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ðàññìîòðåíèþ âàæíîãî â ïðèëîæåíèÿõ âîïðîñà î ñî-
õðàíåíèè ïðèíàäëåæíîñòè öåëîé ôóíêöèè êàêîìó-ëèáî ñïåöèàëüíîìó
êëàññó Q ⊂ H(C), âûäåëåíííîìó, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò, ïðè
âîçìóùåíèÿõ åå íóëåé. Âñþäó â ýòîé ãëàâå îáîçíà÷àåì ñèìâîëàìè Ea è
E ′a ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà C∞(−a; a) è ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê íåìó.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè îöåíîê ðîñòà öåëîé ôóíêöèè ïðè
âîçìóùåíèè åå íóëåé îòíîñÿòñÿ, ïî-âèäèìîìó, ê ôóíêöèè sin πz. Îíè
áûëè ïîëó÷åíû â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ [109, ãëàâà VI] (òåîðåìû
XXXIII, XXXIV), [29], ñì. òàêæå [55]. Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè êëàññîâ
öåëûõ ôóíêöèé, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå êàê ïî
ñòðóêòóðå, òàê è ïî èõ ðîëè â ïðèëîæåíèÿõ ê äðóãèì çàäà÷àì àíàëèçà,
èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ [30], [47], [48]).

Â ðàáîòå [30] Á.ß. Ëåâèíûì è È.Â. Îñòðîâñêèì íàéäåíû íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îãðàíè÷åííûå(!) âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî
ìíîæåñòâà, ñîõðàíÿþùèå êëàññ ôóíêöèé òèïà ñèíóñà. Òàêèì îáðàçîì,
â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûå îãðàíè÷åííûå âîçìóùåíèÿ
íóëåé íå ñîõðàíÿþò êëàññ ôóíêöèé òèïà ñèíóñà.

À.Ì. Ñåäëåöêèé â [47], [48] ïîëó÷èë óñëîâèÿ íà âîçìóùåíèå íóëåâî-
ãî ìíîæåñòâà, ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ êàæäûé èç êëàññîâ ôóíêöèé:
F(C[−a; a]), F(Lq(−a; a)), 1 ≤ q < ∞, F(Lqu), ãäå u � íåêîòîðûé âåñ, F
� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà. Â öåëîì, ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé òðåáîâàíèå äîâîëüíî áûñòðîãî ñáëèæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé
íåâîçìóùåííîé è âîçìóùåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì âîçðàñòàíèè èíäåêñà j.

Â ãëàâå 5 ìû èçó÷àåì ñîõðàíåíèå êëàññà Q öåëûõ ôóíêöèé ïðè âîç-
ìóùåíèÿõ èõ íóëåâûõ ìíîæåñòâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Q åñòü îäíî èç øåñòè
ñïåöèàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ àëãåáðû Øâàðöà P∞ = F(E ′∞) � îáðàçà ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå-Ëàïëàñà ïðîñòðàíñòâà âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîì-
ïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Êàê è âûøå, ôîðìóëà

ψ(z) = S(e−itz)

îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F(S) (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèÿ
S.

Îïèøåì ïîäðîáíåå ýòè ïîäìíîæåñòâà, ïîïóòíî óïîìèíàÿ îá èõ ðîëè
â ïðèëîæåíèÿõ.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ s ∈ D := C∞
0 (R) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàí-
ñòâå C∞(R). Îáðàç P∞,0 = F(D) ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, óáûâàþùèõ âäîëü âåùåñòâåííîé îñè
áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |x|−n, n ∈ N (ñì. [58, òåîðåìà 7.3.1]).

Ïóñòü ψ ∈ P∞, Zψ = {µj} ⊂ C � åå íóëåâîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì

|µ1| ≤ |µ2| ≤ . . . .

Êëàññ P îïðåäåëèì êàê ñîâîêóïíñòü âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ P∞, íóëåâûå
ìíîæåñòâà êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
(Z1): lim

j→∞
|Imµj |
ln|µj | < +∞.

(Z2): ÷èñëî òî÷åê µj ∈ Zψ òàêèõ, ÷òî |Reµj − x| ≤ 1, åñòü âåëè÷èíà
O(ln |x|), |x| → ∞.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì êëàññ P0:
ψ ∈ P0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ ∈ P∞,0 è åå íóëåâîå ìíîæåñòâî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Z1) è (Z2).

Òðåòèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé � êëàññ
Psd � îáðàçîâàí ìåäëåííî óáûâàþùèìè â àëãåáðå Øâàðöà P∞ ôóíêöè-
ÿìè (äåëèòåëÿìè ýòîé àëãåáðû), íóëåâûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ (Z1). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ãëàâå 3, äëÿ
íóëåâîãî ìíîæåñòâà ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè óñëîâèå (Z2) ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ (Z1) (ñì. ëåììó 3.6).

Â ãëàâå 4 îáíàðóæèâàåòñÿ âàæíàÿ ðîëü ôóíêöèé èç êëàññà Psd â
âîïðîñàõ ïðåäñòàâëåíèÿ ñëàáî ñèíòåçèðóåìûõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Ea â âèäå ïðÿìîé ñóììû èõ ðåçèäóàëüíûõ è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ è ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû (ñî ñêîáêàìè) èç
ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ôóíêöèé èç òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Åùå îäíî âàæíîå ïðèëîæåíèå ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé êàñà-
åòñÿ ïîíÿòèÿ îáðàòèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ S ∈ E ′a â ïðîñòðàíñòâàõ E∞ è
D′ = (C∞

0 (R))′, òî åñòü ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé

S ∗ E∞ = E∞,

S ∗ D′ = D′,

ãäå ∗ � ñâåðòêà. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå S ∈ E ′∞ îáðàòèìî
â ïðîñòðàíñòâàõ E∞ è D′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå-Ëàïëàñà ψ = F(S) åñòü ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì.
òåîðåìû I è 2.2, ïðåäëîæåíèå 2.7 â [90]).

Êëàññ Pwsd, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé φ ∈ P, äëÿ
êîòîðûõ

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]},
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à êëàññ Pnwsd � èç ôóíêöèé φ ∈ P, òàêèõ, ÷òî

J (φ) ⊋ Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}.

È íàêîíåö, êëàññ Psyn îïðåäåëèì êàê ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ψ ∈ P,
òàêèõ, ÷òî Jψ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü â àëãåáðå Øâàðöà P∞.

Ðàññìîòðåíèå êëàññà Psyn ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî, ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1 èç ãëàâû 2, êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ
åñòü íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíòåçèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(Z1), (Z2). Ñèíòåçèðóåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè ââåäåíû íåäàâíî â
ðàáîòå [72], â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ îïåðàòîðà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà, òî÷íåå, â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì
ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ C∞(−a; a)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2πDBM(iσW ) = |IW |, (0.4.18)

ãäå, êàê è âûøå, σW � ñïåêòð ïîäïðîñòðàíñòâà W , IW � åãî ðåçèäóàëü-
íûé ïðîìåæóòîê.

Èç îïðåäåëåíèé êëàññîâ Pwsd è Pnwsd âèäèì, ÷òî ôóíêöèè, ñîäåðæà-
ùèåñÿ â íèõ, òîæå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ "ïîãðàíè÷íî-
ãî"ñëó÷àÿ çàäà÷è ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, à èìåííî: åñëè φ ∈
Pwsd, òî ïîðîæäàåìûé ýòîé ôóíêöèåé ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêà-
ëèçóåì, è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ àííóëÿòîðíûì ïîäìîäóëåì D-èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâàW , äîïóñêàþùåãî ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì ñìûñ-
ëå, ïðè÷åì ñïåêòð è ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (0.4.18); åñëè æå ψ � ôóíêöèÿ èç Pnwsd,
òî ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jψ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì, ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíî íåäîïóñòèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â ñëàáîì ñìûñëå ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì W , äëÿ êîòîðîãî Jψ � àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü.

Ìåæäó ââåäåííûìè êëàññàìè ôóíêöèé èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ:

P = P0

⋃
Pwsd

⋃
Pnwsd,

ïðè ýòîì
Pwsd

⋂
Pnwsd = P0

⋂
Pwsd = P0

⋂
Pnwsd = ∅,

Psd ⊊ Pwsd ⊊ Psyn ⊊ P,

Psyn \ Pwsd ⊊ P0,

Psyn = Pwsd
⋃(

Psyn
⋂

P0

)
.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâ 1�4 è
îïðåäåëåíèé êëàññîâ P, P0, Psd, Pwsd, Pnwsd, Psyn.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (Z1) îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü âñåõ òî÷åê µj,
j ≥ j0, êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå |y| ≤ Cψln (|x|+2), à óñëîâèå (Z2) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíü ñãóùåíèÿ òî÷åê µj. Ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíåíû, íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µj}, öåëèêîì
ëåæàùåé â êàêîé-ëèáî ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå è òàêîé, ÷òî

n(z, 1) = O(ln |z|), |z| → ∞,

ãäå n(z, t) îáîçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê µj â êðóãå |w − z| ≤ t.

Ïóñòü Λ = {λj},M = {µj} � íóëåâûå ìíîæåñòâà öåëûõ ôóíêöèé φ
è ψ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóÿ À.Ì. Ñåäëåöêîìó [47, ãëàâà 5], áóäåì ïèñàòü Λ,M ∈ (A), åñ-
ëè ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñèììåòðè÷íûì óñëîâèåì
(A), òî åñòü

Λ,M∈ (A)⇐⇒M,Λ ∈ (A),

è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óñëîâèå (A) ñîõðàíÿåò êëàññ öåëûõ ôóíêöèé Q,
åñëè èç Λ,M∈ (A) ñëåäóåò, ÷òî

φ ∈ Q⇐⇒ ψ ∈ Q.

Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ (A) ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå Λ èM:

Re (λj − µj) = O(1), Im (λj − µj) = O(ln |µj|), j →∞;

ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ èM ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà p-âîçìóùåíèåì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñîõðàíåíèè ââåäåííûõ êëàññîâ öåëûõ ôóíê-
öèé ïðè âîçìóùåíèÿõ èõ íóëåé ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 5.1 è 5.2.

Òåîðåìà 5.1. 1. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µj} ⊂ C âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà
p-âîçìóùåíèåì èçM.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç êëàññîâ:
P è P0.

2. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µj} ⊂ C âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà p-âîçìóùåíèåì èç
M.
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Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé èç êëàññà Psyn.

3. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM⊂ C âûïîëíåíî óñëîâèå (Z1) è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ïîëó÷àåòñÿ èçM ïîñðåäñòâîì p-âîçìóùåíèÿ.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé èç êëàññà Psd.

4. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µj} ⊂ C âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà p-âîçìóùåíèåì èç
M.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç êëàññîâ:
Pwsd è Pnwsd.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé M = {µj} ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ
èç êëàññà Q (ãäå Q � îäèí èç êëàññîâ P , P0, Psd, Pwsd, Pnwsd èëè Psyn)
ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} òàêóþ, ÷òî

λj − µj = lj + iβj, (0.4.19)

ãäå lj = l(j), l � âîãíóòàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà [0; +∞) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

l′(t) < 1, l(t) ≤ const · tγ, t ∈ [0; +∞),

ïðè íåêîòîðîì γ ∈ (0; 1/2) è

lim
t→∞

δ0l(t)

l(δ0t)
< 1

ïðè íåêîòîðîì δ0 ∈ (0; 1).

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå (0.4.19) ìåæäó íåâîç-
ìóùåííûìM = {µj} è âîçìóùåííûì Λ = {λj} íóëåâûìè ìíîæåñòâà-
ìè ñîõðàíÿëî êàæäûé èç êëàññîâ P , P0, Psd, Pwsd, Pnwsd èëè Psyn, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lj = O(1), βj = O(ln |µj|), j →∞.

Êðàòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå ïÿòîé ãëàâû ïî ïàðàãðàôàì. Â ïàðàãðà-
ôå 5.2 ïðèâîäÿòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è ïðî-
äåëûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ðàáîòà, ïîäâîäÿùàÿ ê íàìå÷åííîé öåëè. Îñ-
íîâíûå òåîðåìû î ñîõðàíåíèè êëàññîâ P, P0, Psd, Psyn ïðåäñòàâëåíû â
ïàðàãðàôå 5.3. Ïàðàãðàô 5.4 ñîäåðæèò ïðèìåíåíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
òîâ ê çàäà÷å ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà, ñîõðàíå-
íèÿ ñâîéñòâà ñèíòåçèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâîéñòâà ïîëíîòû è
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(áåñ)êîíå÷íîñòè íåäîñòàòêà (èçáûòêà) ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Lp(−a; a) (1 < p < +∞) è C[−a; a]. Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêà-
çàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = {µj} ⊂ C âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà
p-âîçìóùåíèåì èçM.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ ñèíòåçèðóåìû èëè íåò îäíîâðå-
ìåííî.

Òåîðåìà 5.4 Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = {µj} ⊂ C âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà
p-âîçìóùåíèåì èçM.

Òîãäà
1) Dsd(Λ) = Dsd(M);

2) äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâW è W̃ ñî ñïåêòðàìè (−iM)

è (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûìè ïðîìåæóòêàìè I, Ĩ , ñîîòâåòñòâåííî, ïàðû
ñîîòíîøåíèé

W = WI ⊕ spanExpW è Dsd(M) < |I|

è
W̃ = WĨ ⊕ spanExp W̃ è Dsd(Λ) < |Ĩ|

èìåþò ìåñòî èëè íåò îäíîâðåìåííî.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ C îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì ExpΛ ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñèñòåìó ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dΛ := DBM(Λ) <∞.

Åñëè ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L
p(−a; a) (1 < p < +∞) èëè

â ïðîñòðàíòñâå C[−a; a], ãäå a = πdΛ, òî åå èçáûòêîì Ep(Λ) (p = +∞ ñî-
îòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó C[−a; a]) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíàm ∈ Z+

⋃
{+∞},

òàêàÿ, ÷òî, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî m, ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì m ýëå-
ìåíòîâ èç ExpΛ, ïîëíà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå, à ïîëó÷åííàÿ
óäàëåíèåì (m+1) ýëåìåíòà � óæå íåò; èçáûòîê Ep(Λ) ñèñòåìû ExpΛ ðà-
âåí +∞, åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ îñòàâ-
øàÿñÿ ñèñòåìà ïîëíà.

Äëÿ íåïîëíîé â Lp(−a; a) (1 < p < +∞) èëè â C[−a; a] ñèñòåìû
ExpΛ åå èçáûòêîì Ep(Λ) (p = +∞ ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó C[−a; a])
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà m ∈ (−N)

⋃
{−∞}, òàêàÿ, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ

(−m − 1) ýëåìåíòà ê ExpΛ ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà åùå íå ïîëíà, à ïîñëå
äîáàâëåíèÿ (−m) ýëåìåíòîâ � ïîëíà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå;
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èçáûòîê Ep(Λ) íåïîëíîé ñèñòåìû ExpΛ ðàâåí −∞, åñëè äîáàâëåíèå ê íåé
ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê íåïîëíîé ñèñòåìå.

Ïóñòü L = {Λ} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ ⊂ C,

0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (Z1), (Z2), òî åñòü òàêèõ, ÷òî

|Imλk| = O(ln |λk|), k → +∞.

n(t+ 1)− n(t) = O(ln t), t→ +∞,

ãäå n(t) � ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ReΛ.
Äàëåå, ïóñòü {νk} ⊂ C è

M = {µk}, µk = λk + νk

� âîçìóùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 5.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà èçáûòêà, Ep(M) è Ep(Λ), áûëè
êîíå÷íû (èëè áåñêîíå÷íû è îäíîãî çíàêà:

Ep(M) = Ep(Λ) = +∞ èëè −∞

äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ ∈ L, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âîçìóùàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νk} óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì

Re νk = O(1), Im νk = O(ln |λk|), k → +∞,

òî åñòü, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è M ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü
äðóã èç äðóãà p-âîçìóùåíèåì.
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Ãëàâà 1

Ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç äëÿ

îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

â ïðîñòðàíñòâàõ Øâàðöà è

Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé

1.1 Ââåäåíèå

1.1.1 Çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D â Ea

Ïóñòü D = d
dt

� îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äåéñòâóþùèé â ïðî-
ñòðàíñòâå Ea. Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea, èíâàðèàíòíîå îòíî-
ñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: D(W ) ⊂ W, íàçûâàåì D-èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Êîðíåâûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà D � ýòî ýêñïîíåíöèàëüíûå îäíî÷ëåíû

ek,λ(t) = tke−iλt, k ∈ Z+, λ ∈ C.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëèW �D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è ek,λ ∈ W
äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N, òî ej,λ ∈ W, j = 0, . . . , k − 1.

Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò {0̄} è Ea) D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ExpW ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ek,λ, ñîäåðæàùèõñÿ â íåì, à ñèìâîëîì EW �
ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé, ïî êîòîðûì ïîñòðîåíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòå-
ìà ExpW : òî÷êà λ ∈ C ñîäåðæèòñÿ â EW ñ êðàòíîñòüþ k òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà ek,λ ∈ W, à ek+1,λ ̸∈ W.
Èç óñòàíîâëåííîé âûøå äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 0.1) ñëåäóåò,

÷òî EW � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàòíûõ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé â áåñêîíå÷íîñòè. Íåòðèâèàëüíîñòü
W âëå÷åò íåðàâåíñòâî äëÿ ðàäèóñà ïîëíîòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
r(EW ) < a.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ îïåðàòîðà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ D â Ea ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
âûÿñíèòü, êàêèå D-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Ea äîïóñêàþò
ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî åñòü èìåþò âèä

W = spanExpW? (1.1.1)

Èç óñëîâèÿ (0.3.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî UΩ(−a; a) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèé êëàññ ôóíêöèé. Ïîýòîìó ìíîæåñòâà âèäà

WI = {f ∈ Ea : f = 0 íà I},

ãäå I ⊊ (−a; a) � ôèêñèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé â (−a; a) ïðî-
ìåæóòîê, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåòðèâèàëüíûå (!) D-èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà â Ea. Ïðè÷åì, ñîîòíîøåíèå I ̸= (−a; a), âëå÷åò

ExpWI = ∅.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë çàìå÷åí À. Àëå-
ìàíîì è Á. Êîðåíáëþìîì â ðàáîòå [71] äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ea = C∞(−a; a).
Òàêæå â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå íåòðèâèàëüíîåD-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W â C∞(−a; a) îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò "ðåçèäóàëüíóþ
÷àñòü� ìàêñèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà WI . Èíûìè ñëîâàìè, íàé-
äåòñÿ îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé â (−a; a) ïðîìåæóòîê IW ñî ñâîéñòâàìè:

WIW ⊂ W, WI \W ̸= ∅ ∀ I ⊊ IW .

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, ïðåäëîæåííîå À.Àëåìàíîì è
Á.Êîðåíåáëþìîì, äîâîëüíî äëèííîå è ñëîæíîå; îíî îñíîâàíî íà ðåçóëü-
òàòàõ Ä. Õèòòà [93] è Ä.Ñàðàñîíà [114] î ñòðóêòóðå è ñâîéñòâàõ "ïî÷òè
èíâàðèàíòíûõ"ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Ïýëè-Âèíåðà. Ïðè ïîä-
õîäå, ïðåäëàãàåìîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îïèñàíèå "ðåçèäóàëüíîé"êîì-
ïîíåíòû WIW äàííîãî íåòðèâèàëüíîãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà W îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ Ea ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïðèíöè-
ïîâ äâîéñòâåííîñòè (îáùåãî è ñïåöèàëüíîãî � ïðåäëîæåíèÿ 0.1 è 1.2).
Íà ñàìîì äåëå, ïðîñòûì ñëåäñòâèåì èñïîëüçóåìîãî íàìè äâîéñòâåííîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ è áîëåå îáùèé ôàêò, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ea. Ñôîðìóëèðóåì åãî çäåñü, à îáîñíîâàíèå
ïðèâåäåì â çàìå÷àíèè 1.1 ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.2.
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Ïðåäëîæåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîãî (íå îáÿçàòåëüíî D-èíâàðèàíòíîãî) çà-
ìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ Ea ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî çàìêíó-
òûé ïðîìåæóòîê IL ⊆ (−a; a) ñî ñâîéñòâàìè:

WIL ⊂ L, WI \ L ̸= ∅ ∀ I ⊊ IL.

Àâòîðû ðàáîòû [71] íàçûâàþò ïîäïðîñòðàíñòâà âèäà WI "ðåçèäóàëü-
íûìè"("residual subspace"). Ñëåäóÿ ýòîé òåðìèíîëîãèè, ïðîìåæóòîê IL
íàçûâàåì ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òàêîå, ÷òî

IW = (−a; a), ExpW ̸= ∅.

Äëÿ êàæäîãî b èç èíòåðâàëà (r(iEW ); a) ðàññìîòðèì D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Wb ⊂ Ea, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

W 0
b = W 0

⋂
E ′[−b; b].

Ïîëó÷èì öåëîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõD-èíâàðèàíòíûõ {Wb} ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, òàêèõ, ÷òî

IWb
= [−b; b], ExpWb = ExpW.

Êàæäîå òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâîWIb + spanExpW, êîòîðîå a priori íå äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíîãî
ñèíòåçà (1.1.1) â ñèëó òåîðåì î åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî â ñðåäíåì
ïðîäîëæåíèÿ (î êîòîðîì ñì. [32], [46]).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîäïðîñòðàíñòâî W , äîïóñ-
êàþùåå ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ D-èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ W̃ ñ òåì æå çàïàñîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ:

Exp W̃ = ExpW.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, � â íåêâàçèàíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé
ìû äîëæíû ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íàëè÷èå D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ âèäà WI ("ðåçèäóàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ"). Ïîýòîìó ñèíòåçè-
ðîâàòü D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea åñòåñòâåííî èç äâóõ
îáúåêòîâ: ñîäåðæàùåãîñÿ â íåì ìíîæåñòâà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëå-
íîâ ExpW è åãî ðåçèäóàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâàWIW (÷òî êàê ðàç è áûëî
ïðåäëîæåíî À.Àëåìàíîì è Á.Êîðåíáëþìîì â èõ ðàáîòå [71] â êà÷åñòâå
ãèïîòåçû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà C∞(a; b)).
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Ïóñòü W � íåòðèâèàëüíîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Ea ñ
çàïàñîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ExpW (âîçìîæíî, ïóñòûì) è ðå-
çèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW . Òîãäà D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

WIW + spanExpW

ñîäåðæèòñÿ â W .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî W äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì

ñìûñëå (ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç), åñëè

W = WIW + spanExpW, (1.1.2)

òî åñòü W ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W̃
ñ òåì æå çàïàñîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ: Exp W̃ = ExpW è ðå-
çèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW̃ = IW .

Âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ íåòðèâèàëüíûõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ W ⊂ Ea èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1.1.2), � ãëàâíûé îáúåêò
èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ãëàâû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíèì èç óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Ea â âèäå (1.1.2) ÿâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíîñòü ñïåêòðà ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D : W → W,
íàçûâàåìîãî ñïåêòðîì D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W è îáîçíà-
÷àåìîãî σW .

Â ðàáîòå [71] àâòîðû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó â ïðîñòðàíñòâå C∞(−a; a)
è óñòàíîâèëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî W , òî åñòü ñïåêòð îïåðàòîðà

D : W → W,

ëèáî äèñêðåòåí (â ÷àñòíîñòè, ïóñò), ëèáî ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòüþ [71, òåîðåìà 2.1]. Àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ D-
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Ea óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåä-
ñòâèè 1.5. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñïåêòð σW äèñêðåòåí, òî îí
ðàâåí (−iEW ).

Äàëåå, â ãëàâå 4, ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ, óñèëåííóþ è îòëè÷íóþ
îò (1.1.2), âåðñèþ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà C∞(−a; a.) Çäåñü æå îñëàáëåííàÿ âåð-
ñèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (1.1.2) èçó÷àåòñÿ äëÿ îáùèõ ïðîñòðàíñòâ Ea,
îïðåäåëåííûõ âûøå, ñ èïîëüçîâàíèåì â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èññëåäî-
âàíèÿ ïîäìîäóëåé äâîéñòâåííîã ìîäóëÿ Pa.
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1.1.2 Äâîéñòâåííîñòü. Ëîêàëüíîå îïèñàíèå ïîäìîäó-
ëåé â Pa

Ñîãëàñíî îáùåìó ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 0.1),
çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó W ⊂ Ea îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò çàìêíó-
òîå ïîäïðîñòðàíñòâî J ⊂ Pa. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî çàìêíóòîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W áóäåò D-èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
zJ ⊂ J , òî åñòü J � çàìêíóòûé ïîäìîäóëÿ ìîäóëÿ Pa (íàä êîëüöîì
C[z]).
Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî çàìêíóòûå ïîäìîäóëè â
Pa (åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå), ïîýòîìó âìåñòî òåðìè-
íà "çàìêíóòûé ïîäìîäóëü"äëÿ êðàòêîñòè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèí
"ïîäìîäóëü".

Äëÿ ïîäìîäóëÿ J ⊂ Pa ñèìâîëîì ZJ îáîçíà÷àåì åãî íóëåâîå ìíî-
æåñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ZJ =
⋂
φ∈J

Zφ,

ãäå Zφ � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ.
Èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì ïîäìîäóëÿ J íàçûâàåòñÿ îòðåçîê

[cJ ; dJ ] ⊂ R, (1.1.3)

ñ êîíöàìè â òî÷êàõ cJ = − supφ∈J hφ(−π/2), dJ = supφ∈J hφ(π/2) ∈ R;
çäåñü, êàê è âûøå, hφ � èíäèêàòîð ôóíêöèè φ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. (Ñïåöèàëüíûé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè.)Ìåæ-
äó ñîâîêóïíîñòüþ {W} âñåõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà Ea è ñîâîêóïíîñòüþ {J } âñåõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ Pa èìååò ìåñòî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïî ïðàâèëó:

W ←→ J ⇐⇒ J = F(W 0),

ãäå W 0 = {S ∈ E ′a : S(f) = 0 ∀ f ∈ W}. Ïðè ýòîì

IW = [cJ ; dJ ]
⋂

(−a; a), EW = ZJ . (1.1.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî âûøå, âèäèì, ÷òî â äîêàçàòåëü-
ñòâå íóæäàåòñÿ ëèøü ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (1.1.4).

Îáîçíà÷èì I0 = (−a; a)
⋂
[cJ ; dJ ]. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè,

îïåðàòîðû ñäâèãà àðãóìåíòà

f 7→ f(·+ y), (f 7→ f(· − y)), y > 0,

äåéñòâóþò íåïðåðûâíî â ïðîñòðàíñòâàõ E(−a; +∞) è E(−∞; a), ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äëÿ ôóíêöèè f ∈ WI0 ⊂ Ea ìîæåì íàïèñàòü ïðåäñòàâëåíèå

f = f− + f+, f− ∈ WI− , f+ ∈ WI+ ,

ãäå I− = (−∞; dJ ], I+ = [cJ ; +∞), WI− ⊂ E(−∞; a), WI+ ⊂ E(−a; +∞).
Äàëåå, åñëè S ∈ F−1(J ), òî

supp g(· − y)
⋂

suppS = ∅, g ∈ WI− , y > 0,

supp g̃(·+ y)
⋂

suppS = ∅, ∀ g̃ ∈ WI+ , y > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

S(f) = S(f− + f+) = lim
y→0+

(S(f−(x− y)) + S(f+(x+ y))) = 0

äëÿ ëþáîãî óëüòðàðàñïðåäåëåíèÿ S ∈ F−1(J ). Çíà÷èò, â ñèëó ïðèíöèïà
äâîéñòâåííîñòè, áóäåò WI0 ⊂ W.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé â (−a; a)
ïðîìåæóòîê I ′ òàêîé, ÷òî I ′ ⊊ I0. Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí cJ , dJ è
ïåðå÷èñëåííûõ âî Ââåäåíèè ôàêòîâ îáùåé òåîðèè Ω-ÓÄÔ è (Ω-óëüòðà)-
ðàñïðåäåëåíèé âûâîäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c′ ∈ (cJ ; dJ ) \ I ′ íàéäóòñÿ S ∈
F−1(J ), f ∈ Ea è δ > 0 ñî ñâîéñòâàìè

S(f) ̸= 0, supp f ⊂ (c′ − δ; c′ + δ) ⊂ (cJ ; dJ ) \ I ′.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè, f ̸∈ W. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f ∈ WI′ . Ñêàçàííîå âûøå îçíà÷àåò, ÷òî ïðî-
ìåæóòîê I0 áóäåò ìèíèìàëüíûì ñðåäè âñåõ îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûõ â
(−a; a) ïðîìåæóòêîâ I, äëÿ êîòîðûõ WI ⊂ W.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì IW = I0, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Çàìå÷àíèå 1.1. Ïîíÿòèå èíäèêàòîðíîãî îòðåçêà ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íî ïðè ïîìîùè ôîðìóë (1.1.3) è äëÿ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà J ⊂
Pa, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïîäìîäóëåì. Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíåííûå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (1.1.4), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ Ea è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó çàìêíó-
òîãî ïîäïðîñòðàíñòâà J = F(W 0), íåòðóäíî îáîñíîâàòü óòâåðæäåíèå
ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ 1.1.

Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa íàçûâàåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì, åñëè îí ñîäåð-
æèò âñå ôóíêöèè φ ∈ Pa, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ZJ ⊂ Zφ è [−hφ(−π/2);hφ(π/2)] ⊂ [cJ ; dJ ]

Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa íàçûâàåòñÿ ëîêàëèçóåìûì (îáèëüíûì), åñëè îí
ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè φ ∈ Pa ñî ñâîéñòâîì ZJ ⊂ Zφ. Èíûìè ñëîâàìè,
ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü � ýòî ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü ñ èíäè-
êàòîðíûì îòðåçêîì [−a; a].

Ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü J îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìàêñèìàëüíî-
ñòè: J̃ ⊂ J äëÿ ëþáîãî ïîäìîäóëÿ J̃ , òàêîãî, ÷òî

ZJ̃ = ZJ è [cJ̃ ; dJ̃ ] = [cJ ; dJ ].

Èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè, âûâîäèì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea äîïóñ-
êàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J = F(W 0) ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Ïðåäëîæåíèå 1.3 è ñîñòàâëÿåò îñíîâó äâîéñòâåííîé ñõåìû: îíî ñâî-
äèò çàäà÷ó î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå ê ýêâèâàëåíòíîé äâîéñòâåííîé çàäà÷å
ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ. Äàííàÿ ñõåìà, êàê óæå óïîìèíàëîñü âî Ââåäåíèè,
âîñõîäèò ê ðàáîòàì È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî è Ë. Ýðåíïðàéñà. Èç
àáñòðàêòíûõ ìåòîäîâ ðàáîò [19], [20], [24] ìû óâèäèì, ÷òî èññëåäîâàíèå
âîïðîñà î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëÿ â ìîäóëå Pa ñâîäèòñÿ ê èçó-
÷åíèþ äâóõ äðóãèõ ñâîéñòâ ïîäìîäóëåé: óñòîé÷èâîñòè è íàñûùåííîñòè.

Ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè è ñëàáàÿ ëîêàëèçóåìîñòü ïîäìîäóëÿ ñâÿçàíû:
âñÿêèé ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü óñòîé÷èâ.

Îäíàêî îáðàòíîå íåâåðíî: íå âñÿêèé óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü â Pa ñëà-
áî ëîêàëèçóåì (ñì. òåîðåìó 1.1 íèæå).

Ìû ñíà÷àëà èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü (ïàðàãðàô 1.2), à çàòåì � ñëà-
áóþ ëîêàëèçóìîñòü óñòîé÷èâîãî ïîäìîäóëÿ (ýêâèâàëåíòíóþ åãî íàñû-
ùåííîñòè) � â ïàðàãðàôå 1.3. Òåì ñàìûì, ðåøàåòñÿ çàäà÷à ëîêàëüíîãî

62



îïèñàíèÿ â ñëàáîì ñìûñëå äëÿ ïîäìîäóëåé â ìîäóëå Pa è îïèñûâàþòñÿ
êëàññû ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ïîäìîäóëåé.

Â ïåðâîì ïóíêòå ïàðàãðàôà 1.4 äîêàçûâàåòñÿ âàæíûé ôàêò: äâîé-
ñòâåííîñòü äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W
è óñòîé÷èâîñòè åãî àííóëÿòîðíîãî ïîäìîäóëÿ J = F(W 0) (ïðåäëîæå-
íèå 1.12 è ñëåäñòâèå 1.5). Èç ýòîãî ôàêòà, ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå 1.3
è ñêàçàííîå âûøå î ñâÿçè ñâîéñòâ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè è óñòîé÷èâî-
ñòè çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç âîçìîæåí òîëüêî äëÿ
D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W ⊂ Ea ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Äàëåå â ïàðàãðàôå 1.4 ïîëó÷åííûå â ïàðàãðàôàõ 1.2 è 1.3 ðåçóëüòàòû
î ïîäìîäóëÿõ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà
â ïðîñòðàíñòâå Ea, â òîì ÷èñëå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííûõ
âûøå, â ï.1.1.2, óòâåðæäåíèé.

1.2 Óñòîé÷èâîñòü � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëà-

áîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëÿ â Pa
1.2.1 Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè. Íåêîòîðûå êëàññû

óñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëåé â Pa

Â òåðìèíîëîãèè, ñâÿçàííîé ñî ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè, ìû ñëåäóåì
ðàáîòàì [19], [20].

Èç îïðåäåëåíèÿ è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäóëÿ Pa íåòðóäíî âûâå-
ñòè, ÷òî îí b-óñòîé÷èâ, òî åñòü
äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Pa ìíîæåñòâî

B′ :=

{
φ

z − λ
: φ ∈ B, λ ∈ C, φ(λ) = 0

}
îãðàíè÷åíî â Pa.

Èç òîãî, ÷òî Pa � b-óñòîé÷èâîå áîðíîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñëå-
äóåò, åãî ïîòî÷å÷íàÿ óñòîé÷èâîñòü:
äëÿ ëþáûõ λ ∈ C è îêðåñòíîñòè íóëÿ U ⊂ Pa íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ
U ′
λ, òàêàÿ, ÷òî

φ ∈ U ′
λ, φ(λ) = 0 =⇒ φ

z − λ
∈ U

(ñì. [20, § 4]).
Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â òî÷êå λ ∈ C, åñëè èç

òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ φ ∈ J îáðàùàåòñÿ â ýòîé òî÷êå â íóëü ñ êðàòíîñòüþ,
áîëüøåé, ÷åì êðàòíîñòü λ êàê íóëÿ ïîäìîäóëÿ J , ñëåäóåò, ÷òî φ

z−λ ∈ J .
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Ïîäìîäóëü J óñòîé÷èâ, åñëè îí óñòîé÷èâ âî âñåõ òî÷êàõ λ ∈ C.
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [20, ïðåäëîæåíèÿ 4.2�4.6] è ïîòî÷å÷íîé óñòîé-

÷èâîñòè ìîäóëÿ Pa ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâûé õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïîä-
ìîäóëü J ýòîãî ìîäóëÿ óñòîé÷èâ âî âñåõ òî÷êàõ.

Ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì îïèñàíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ óñòîé÷èâûõ ïîäìî-
äóëåé â Pa.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ôóíêöèÿìè φ1, . . . , φm ∈ Pa
(êîðî÷å, m−ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Jφ1,...,φm := {p1φ1 + · · ·+ pmφm : p1, . . . , pm ∈ C[z]}.

Ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé îäíîé ôóíêöèåé (1-ïîðîæäåííûé) íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì.

Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa ïîðîæäåííûé ñåìåéñòâîì ôóíêöèé

S = {φα} ⊂ Pa,

ïî îïðåäåëåíèþ åñòü çàìûêàíèå â Pa ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì
âèäà

p1φα1 + · · ·+ pkφαk , ãäå φαj ∈ {φα}, pj ∈ C[z].
Èíûìè ñëîâàìè, J � ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü â Pa, îáëàäàþùèé ñâîé-
ñòâîì: S ⊂ J .

Ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ âñåãäà óñòîé÷èâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 ̸∈ Zφ, φ(0) = 1, ψ ∈ Jφ, ψ(0) = 0. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîãî÷ëåíîâ {pα} òàêàÿ, ÷òî

pαφ→ ψ.

Ñëåäîâàòåëüíî, pα(0)→ 0 è pα(0)φ→ 0. Ïîëàãàÿ qα = pα−pα(0)
z

è èñïîëü-
çóÿ ñâîéñòâî ïîòî÷å÷íîé óñòîé÷èâîñòè ìîäóëÿ Pa, ïîëó÷èì

ψ

z
= lim

α↗
qαφ ∈ Jφ.

Â îòëè÷èå îò ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ, m-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü, ïðè
m > 1, àâòîìàòè÷åñêè óñòîé÷èâûì íå ÿâëÿåòñÿ. Êîíñòðóêöèè íåóñòîé-
÷èâûõ ïîäìîäóëåé, ñëóæàùèå òàêæå âàæíûìè èëëþñòðàöèÿìè íåêîòî-
ðûõ àñïåêòîâ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â Ea è ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ
ïîäìîäóëåé â Pa, ïðèâîäÿòñÿ â ï.1.4.3 íàñòîÿùåé ãëàâû.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì Ma ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Pa, òî åñòü ôóíêöèé ψ0 ∈ Pa, òàêèõ, ÷òî
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ñîîòâåòñòâèå φ 7→ φψ0 îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà Pa â ñåáÿ.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, äî çàìå÷àíèÿ 1.3, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ω �
êàíîíè÷åñêèé âåñ è Pa ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ìîäóëåé:

1) P(Ω),a, ãäå Ω = {nω}∞n=1;
2) P(Ω),a, ãäå Ω = {rnω}∞n=1, 0 < rn ↗ 1;
3) P{Ω},a, ãäå Ω = {ω/n}∞n=1 èëè Ω = {qnω}∞n=1, 0 < q−1

n ↗ 1.
4) P{Ω},a, ãäå Ω = {qnω}∞n=1, 0 < q−1

n ↗ 1.
Ïðè ýòîì â ñëó÷àÿõ 2) è 4) (Pa � ìîäóëü, äâîéñòâåííûé ê ïðîñòðàí-

ñòâó Ω-ÓÄÔ íîðìàëüíîãî òèïà) äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåñ ω
áûë ïî÷òè ñóáàääèòèâíûì:

∀ p > 1 ∃C > 0 : ω(x′ + x′′) ≤ p(ω(x′) + ω(x′′)) + C, x′, x′′ ∈ R. (1.2.1)

Â ðàáîòàõ [5], [3] ïîëó÷åíî îïèñàíèå ìíîæåñòâàMa âñåõ ìóëüòèïëè-
êàòîðîâ äëÿ P{rnω},a, 0 < rn ↗ 1. Åñëè a < +∞ èëè âìåñòî èíòåðâàëà
(−a; a) ðàññìàòðèâàåòñÿ ëó÷, òî

Ma =

{
ψ ∈ H(C) : ∀ε > 0 sup

z∈C

|ψ(z)|
eεω(z)+ε|Im z| <∞

}
(1.2.2)

(ñì. [5, Ïðåäëîæåíèå 1]).
Åñëè æå a =∞, òî

Ma =

{
ψ ∈ H(C) : ∀ε > 0 ∃N > 0 : sup

z∈C

|ψ(z)|
eεω(z)+N |Im z| <∞

}
(1.2.3)

(ñì. [3, Òåîðåìà 1]).

Èñïîëüçóÿ òó æå ñõåìó, ÷òî è â äâóõ ïîñëåäíèõ öèòèðîâàííûõ ðàáî-
òàõ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,a, ãäå Ω = {nω}∞n=1 èëè
Ω = {ω/n}∞n=1, ìíîæåñòâî âñåõ åãî ìóëüòèïëèêàòîðîâ Ma ñîñòîèò èç
âñåõ ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî òèïà ψ ∈ PΩ,a, åñëè a < +∞ èëè âìåñòî
êîíå÷íîãî èíòåðâàëà (−a; a) âçÿò ëó÷; èMa = PΩ,a ïðè a =∞.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ P{Ω},a, ãäå

Ω = {qnω}∞n=1, 0 < q−1
n ↗ 1,

ïðè a < +∞ è ïðè ðàññìîòðåíèè ëó÷à (a; +∞) èëè (−∞; a) âìåñòî êî-
íå÷íîãî èíòåðâàëà ñîõðàíÿåòñÿ îïèñàíèå (1.2.2) ìíîæåñòâà ìóëüòèïëè-
êàòîðîâ. À äëÿ ïðîñòðàíñòâà íà âñåé ïðÿìîé P{Ω},∞ áóäåò ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ (1.2.3):

Ma =

{
ψ ∈ H(C) : ∃N0 > 0 : ∀ε > 0 sup

z∈C

|ψ(z)|
eεω(z)+N0|Im z| <∞

}
(1.2.4)
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Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü ôóíêöèè φ, ψ ∈ Pa èìåþò ìèíèìàëüíûé
òèï ïðè ïîðÿäêå 1, è, äîïîëíèòåëüíî, åñëè Pa � ìîäóëü, äâîéñòâåííûé
ê ïðîñòðàíñòâó Ω-ÓÄÔ íîðìàëüíîãî òèïà, òî äëÿ íåêîòîðûõ

r′, r′′ ∈ (0; 1) : r′ + r′′ < 1,

åñëè Ω = {rnω}, rn ↗ 1
(èëè r′ + r′′ ≤ 1, åñëè Ω = {qnω}∞n=1, 0 < q−1

n ↗ 1) âûïîëíåíî

sup
x∈R

|φ(x)|
er′ω(|x|)

<∞, sup
x∈R

|ψ(x)|
er′′ω(|x|)

<∞. (1.2.5)

Òîãäà ïîäìîäóëü Jφ,ψ, ïîðîæäåííûé ýòèìè ôóíêöèÿìè â Pa, óñòîé-
÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî

φ1(0) = φ2(0) = 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì ([20, Ïðåäëîæåíèå 4.9]).

Òåîðåìà I. Óñòîé÷èâîñòü 2-ïîðîæäåííîãî ïîäìîäóëÿ Jφ,ψ ⊂ Pa ðàâíî-
ñèëüíà òîìó, ÷òî òîæäåñòâåííûé íóëü ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü â
òîïîëîãèè Pa ôóíêöèÿìè âèäà (pφ − qψ), ãäå p, q � ìíîãî÷ëåíû, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ p(0) = q(0) = 1.

Ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ ìîäóëÿ P(Ω),a òàêîãî, ÷òî

Ω = {rnω}, 0 < rn ↗ 1, a <∞.

Äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.
Ôèêñèðóåì δ > 0 òàêîå, ÷òî r′ + r′′ + 3δ < 1. Â ñèëó óñëîâèé íà

âåñ ω, ìîæåì ïðèìåíèòü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè
ýêñïîíåíòàìè è ìíîãî÷ëåíàìè íà âåùåñòâåííîé îñè èç ìîíîãðàôèè [103,
VI. H.1,2]. Â íåé ðàññìîòðåí ÷åòíûé âåñ W, çàäàííûé íà âåùåñòâåííîé
îñè è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
0) ñõîäèòñÿ èíòåãðàë ∫ +∞

−∞

lnW (x)

1 + x2
dx;

1à) W (x) ≥ 1, x ∈ R, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îòíîøåíèå xn/W (x)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ ±∞,
1á) lnW (x) âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t = ln |x|;
2) äëÿ êàæäîãî δ > 1 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cδ > 0, òàêàÿ, ÷òî

x2W (x) ≤ Cδ(δx), x ∈ R.
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Â ìîíîãðàôèè [103, ãë. VI] äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû î âåñî-
âîé àïïðîêñèìàöèè.

Òåîðåìà K. (äå Áðàíæ). Ïóñòü âåñ W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 0),
1à).

Òîãäà ìíîæåñòâî ñóæåíèé íà R âñåõ öåëûõ ôóíêöèé f , òàêèõ, ÷òî

ln |f(z)| ≤ c0|Im z|+ ε|z|+ c1, z ∈ C,

è ðàñòóùèõ íà âåùåñòâåííîé îñè ìåäëåííåå, ÷åì W :

|f(x)|
W (x)

→ 0, x→ ±∞

ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì â íîðìå.

∥f∥W = sup
x∈R

|f(x)|
W (x)

(1.2.6)

ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé âèäà

eitx, −c0 ≤ t ≤ c0.

(Ýòî çàìûêàíèå îáîçíà÷àåòñÿ CW (c0).)

Ïîëîæèì
CW (0+) =

⋂
c0>0

CW (c0).

Èç òåîðåìû K íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà CW (0+)
åñòü ñóæåíèå íà R öåëîé ôóíêöèè ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1,
ðàñòóùåé íà âåùåñòâåííîé îñè ìåäëåííåå, ÷åì W :

|f(x)|
W (x)

→ 0, x→ ±∞. (1.2.7)

Òåîðåìà L. (Ï. Êóñèñ). Ïóñòü âåñ W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 0),
1) è 2).

Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç CW (0+) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè
â íîðìå (1.2.6).

Ïóñòü φ è ψ óäîâëåòâîðÿþò (1.2.5). Òîãäà äëÿ íèõ âûïîëíåíî (1.2.7)
ñ âåñàìè W1(x) := e(r

′+δ)ω(|x|) è W2(x) := e(r
′′+δ)ω(|x|), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè

ýòîì ôóíêöèè W1, W2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 0), 1) è, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2). Îäíàêî, ïðîñëåæèâàÿ äîêàçàòåëüñòâî Êó-
ñèñà (ñòð. 226�229 â [103, VI.H.2]), âèäèì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé
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φ è ψ ìíîãî÷ëåíàìè íà âåùåñòâåííîé îñè âîçìîæíà â íîðìå ∥ · ∥W̃ , ãäå
W̃ := (1+ |x|)2W1 (äëÿ ôóíêöèè φ) èëè W̃ := (1+ |x|)2W1 (äëÿ ôóíêöèè
ψ).

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíî-
ãî÷ëåíîâ {pk}, {qk} ñî ñâîéñòâàìè

pk(0) = 1, qk(0) = 1, k = 1, 2, . . . ,

è

sup
x∈R

|φ(x)− pk(x)|
e(r′+δ)ω(|x|)

→ 0, k →∞, (1.2.8)

sup
x∈R

|ψ(x)− qk(x)|
e(r′′+δ)ω(|x|)

→ 0, k →∞. (1.2.9)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïî÷òè ñóáàääèòèâíîñòü âåñà ω è óñëîâèå

ω(t) = o(t), t→∞,

èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ, âêëþ÷àþùèå ïðèìåíåíèå ïðèí-
öèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà (ñì. [1, § 1.4] [103, VI.H.2]). Èç îïèñàíèÿ òî-
ïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa (â òîì ÷èñëå, êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ñ÷åòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà (LN∗)) è
ñîîòíîøåíèé (1.2.5) âûâîäèì, ÷òî

qkφ− pkψ → 0, k →∞,

â ïðîñòðàíñòâå Pa. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó öèòèðîâàííîãî â íà÷àëå íàñòî-
ÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè 2-ïîðîæäåííîãî ïîäìîäó-
ëÿ èç [20], Jφ,ψ � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

Çàìå÷àíèå 1.2. Âìåñòî óñëîâèé (1.2.5) â ñëó÷àå ìîäóëåé íîðìàëüíîãî
òèïà, îïðåäåëÿåìûõ âåñîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ω = {rnω}, 0 < rn ↗ 1,

Ω = {qnω}, 0 < q−1
n ↗ 1,

ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

{φ, ψ}
⋂
Ma ̸= ∅. (1.2.10)
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Ñëåäñòâèå 1.1. Ïóñòü φ1, . . . , φm ∈ Pa � ôóíêöèè ìèíèìàëüíîãî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî òèïà. À â ñëó÷àå, êîãäà Pa � ìîäóëü, äâîéñòâåííûé
ê ïðîñòðàíñòâó Ω-ÓÄÔ íîðìàëüíîãî òèïà, äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òèïà (1.2.5) äëÿ êàæäîé ïàðû ôóíêöèé

φ1, φj+1, j = 1, . . . ,m− 1.

Òîãäàm-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü J ñ îáðàçóþùèìè φ1, . . . , φm óñòîé-
÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Pa
� ìîäóëü, äâîéñòâåííûé ê ïðîñòðàíñòâó Ω-ÓÄÔ íîðìàëüíîãî òèïà. Èíà-
÷å, óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1.1 åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ 1.2, ïðè-
âîäèìîãî äàëåå.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî

φj(0) = 1, j = 1, 2, . . . ,m.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 ñëåäóåò, ÷òî âñå 2-ïîðîæäåííûå ïîäìîäóëè

Jφ1,φj+1
= {pφ1 + qφj+1}, p, q ∈ C[z], j = 1, . . . ,m− 1,

óñòîé÷èâû. Ïðèìåíèì íåîáõîäèìóþ ÷àñòü àáñòðàêòíîãî êðèòåðèÿ óñòîé-
÷èâîñòè äëÿ 2-ïîðîæäåííîãî ïîäìîäóëÿ (òåîðåìà I, öèòèðîâàííàÿ íàìè
â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.4) ê ïîäìîäóëþ Jφ1,φj+1

, íàéäåì îáîá-

ùåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ p(j)α , q(j)α òàêèå,÷òî

p(j)α (0) = q(j)α (0) = 1, p(j)α φ1 − q(j)α φj+1 → 0 (1.2.11)

äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . ,m− 1.
Ïðèâåäåì ïîëíóþ ôîðìó ïðåäëîæåíèÿ 4.9 èç [20] (äëÿm-ïîðîæäåííûõ

ïîäìîäóëåé).

Òåîðåìà J. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäìîäóëü J , ïîðîæäåííûé ôóíêöèÿ-
ìè φ1, . . . , φm ∈ Pa, òàêèìè, ÷òî φj(0) = 1, j = 1, . . . ,m, áûë óñòîé÷èâ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
cj, j = 1, . . . ,m, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ c1+ · · ·+ cm = 0, òîæ-
äåñòâåííûé íóëü ÿâëÿëñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà

{s1φ1 + · · ·+ smφm},

ãäå
sj ∈ C[z], sj(0) = cj, j = 1, . . . ,m.
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Ïîëîæèì

s1,α = −
m∑
j=2

cjp
(j−1)
α ,

è äëÿ j = 2, . . . ,m �
sj,α = cjq

(j−1)
α .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

sj,α(0) = cj, j = 1, . . . ,m, ∀α,

è
s1,αφ1 + · · ·+ sm,αφm → 0

â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå J, J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü S = {φα} ⊂ Pa � ñåìåéñòâî ôóíêöèé ìèíè-
ìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è, äîïîëíèòåëüíî, S

⋂
Ma ̸= ∅ äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà Pa � ìîäóëü, äâîéñòâåííûé ê ïðîñòðàíñòâó Ω-ÓÄÔ íîð-
ìàëüíîãî òèïà.

Òîãäà ïîäìîäóëü J , ïîðîæäåííûé ñåìåéñòâîì S â Pa, óñòîé÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé ìîäóëÿ, äâîéñòâåííîãî
ê ïðîñòðàíñòâó Ω-ÓÄÔ íîðìàëüíîãî òèïà.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî φα(0) = 1 äëÿ âñåõ α.
Ïóñòü ψ ∈ J è ψ(0) = 0. Îáîçíà÷èì φα0 ôóíêöèþ èç S

⋂
Ma.

Òàê êàê âñå ýëåìåíòû ïîäìîäóëÿ J èìåþò ìèíèìàëüíûé ýêñïîíåí-
öèàëüíûé òèï, èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 è çàìå÷àíèÿ 1.2 ïîñëå íåãî âûâîäèì,
÷òî Jψ,φα0 � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

ψ

z
∈ Jψ,φα0 ⊂ J .

Çàìå÷àíèå 1.3. Ðàññìîòðèì ìîäóëü PΩ,a, ãäå Ω = {ωn} � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ. Ïóñòü φ, ψ ∈ PΩ,a � ôóíêöèè ìèíèìàëü-
íîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, àMa, êàê è âûøå, � ìíîæåñòâî âñåõ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà PΩ,a. Ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ïðåäëîæåíèå
1.4, äîêàçûâàåòñÿ òàêîå óòâåðæäåíèå:

åñëè φ, ψ ∈Ma, òî ïîäìîäóëü Jφ,ψ óñòîé÷èâ.
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Çäåñü íàì â ëþáîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ óñèëèâàòü óñëîâèå (1.2.10), ëè-
áî çàìåíÿÿ åãî óñëîâèåì φ, ψ ∈Ma; ëèáî äîáàâëÿÿ ê (1.2.10) òðåáîâàíèå:
ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê
φ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà PΩ,a, òàêàÿ, ÷òî
(UB) îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà pk, k = 1, 2, . . . , äåéñòâóþùèå â PΩ,a,
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî k.

Çàìå÷àíèå 1.4. Èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ
PΩ,a, çàäàâàåìîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ, ñïðàâåäëè-
âî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ñëåäñòâèþ 1.2, à èìåííî:

ïîäìîäóëü J ⊂ PΩ,a, ïîðîæäåííûé ñåìåéñòâîì S ⊂Ma, ñîñòîÿùèì èç
ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, óñòîé÷èâ.

Çàìå÷àíèå 1.5. 1) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ φ ∈ Pa óäîâëåòâîðÿëà
óñëîâèþ (1.2.5) èëè φ ∈ Ma, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü,
÷òîáû åå òèï ïðè ïîðÿäêå 1 ðàâíÿëñÿ íóëþ (ñì. (1.2.3), (1.2.4)). Ïîÿâ-
ëåíèå â ïðåäëîæåíèè 1.4, ñëåäñòâèÿõ 1.1, 1.2 è çàìå÷àíèÿõ 1.3, 1.4 óñëî-
âèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ïîðîæäàþùèõ ïîäìîäóëü
ôóíêöèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè
È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî èç [20] ìû èñïîëüçóåì àïïððîêñèìàöèþ
ýòèõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè â âåñîâîé íîðìå íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Ñîãëàñíî ïåðâîé ëåììå â [103, VI.H], òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âîçìîæíà
òîëüêî äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

2) Óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäëîæåíèþ 1.4 è ñëåäñòâèÿì 1.1, 1.2, â
ìîäóëå Øâàðöà Pa òðèâèàëüíû, òàê êàê âñå ñîäåðæàùèåñÿ â íåì ôóíê-
öèè ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà � ýòî ìíîãî÷ëåíû.

Ïóñòü òåïåðü Pa � ëþáîé èç ìîäóëåé Pa, P(Ω),a èëè P{Ω},a, ãäå Ω �
ïðàâèëüíàÿ âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñëåäóþùóþ ãðóïïó óñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëåé îáðàçóþò òàê íàçûâàå-
ìûå exp-ïîäìîäóëè. Òàêèå ïîäìîäóëè äâîéñòâåííû ê D-èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâàì, ðàâíûì ïåðåñå÷åíèþ êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ÿäåð ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñâåðòêè.

Ïóñòü J ⊂ Pa � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Òîãäà åãî èíäèêàòîðíûé
îòðåçîê îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ïîäìîäóëÿ:

[cJ ; dJ ] ⊂ R, ãäå cJ = − sup
φ∈J

hφ(−π/2), dJ = sup
φ∈J

hφ(π/2),

ãäå, êàê îáû÷íî, hφ � èíäèêàòîð ôóíêöèè φ.
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Ïðåäëîæåíèå 1.5. 1) Ïóñòü J ⊂ P∞ � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ñ íåîãðàíè÷åííûì èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì [cJ ; dJ ] ⊂ R, òàêîå, ÷òî
âìåñòå ñî âñÿêîé ôóíêöèåé φ ∈ J åìó ïðèíàäëåæèò è ôóíêöèÿ eihzφ,
åñëè òîëüêî åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà åñòü ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà
[icJ ; idJ ].

Òîãäà J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

2) Ïóñòü a < ∞ è J ⊂ Pa � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íåêîì-
ïàêòíûì â (−a; a) èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì [cJ ; dJ ], ïðè÷åì ñóùåñòâó-
åò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ φ0 ∈Ma

⋂
J .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (∗) : âìåñòå ñî âñÿêîé ôóíê-
öèåé φ ∈ J ïîäïðîñòðàíñòâó J ïðèíàäëåæèò è ôóíêöèÿ eihzφ, åñëè
òîëüêî åå èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèòñÿ â [icJ ; idJ ]

⋂
(−a; a).

Òîãäà J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

cJ > 0, dJ = +∞.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

zφ = lim
τ→0

ei τzφ− φ
τ

,

â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà P∞. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ (∗) ñëåäóåò, ÷òî J
� ïîäìîäóëü. Äîêàæåì, ÷òî îí óñòîé÷èâ.

Ïóñòü
λ0 ∈ C \ ZJ , ψ ∈ J , ψ(λ0) = 0.

Â ïîäìîäóëå J èìååòñÿ ôóíêöèÿ φ0 ñî ñâîéñòâîì φ0(λ0) = 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëû

S, Sλ0 , S0, S̃0 ∈ E ′(0;+∞),

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå-Ëàïëàñà ôóíê-
öèé

ψ,
ψ

z − λ0
, φ0,

φ0 − 1

z − λ0
,

ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå ôóíêöèîíàëîâ

S1 = F−1

(
φ0 − 1

z − λ0
ψ

)
, S2 = F−1

(
ψ

z − λ0
φ0

)
íà ôóíêöèþ f ∈ E∞ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

(S1, f) = (S̃0, S ∗ f), (S2, g) = (Sλ0 , S0 ∗ f), (1.2.12)
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ãäå (S ∗ f)(τ) = (S, f(t+ τ)) � ñâåðòêà.
Ïóñòü W ⊂ E∞ � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî

J = F(W 0). Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (∗), èç (1.2.12) ïîëó÷àåì, ÷òî

(S1, f) = 0, (S2, f) = 0, f ∈ W.

Ïîýòîìó S1 ∈ W 0, S2 ∈ W 0 èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

φ0 − 1

z − λ0
ψ ∈ J , ψ

z − λ0
φ0 ∈ J .

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

ψ

z − λ0
=

ψ

z − λ0
φ0 −

φ0 − 1

z − λ0
ψ ∈ J ,

òî åñòü ïîäìîäóëü J óñòîé÷èâ â òî÷êå λ0. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.2
èç ðàáîòû [20] è çàìå÷àíèþ 1 â êîíöå ï. 1 § 4 ýòîé æå ðàáîòû, óñòîé÷è-
âîñòü ïîäìîäóëÿ â êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå λ0 âëå÷åò åãî óñòîé÷èâîñòü
â êàæäîé òî÷êå λ ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

2) Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â ï. 1), ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôóíêöèè φ0 ∈ J

⋂
Ma. Òî÷êó λ0 ñëåäóåò âçÿòü èç ìíîæåñòâà

Zφ0 \ ZJ .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ìíîæåñòâ A, B ⊂ R ñèìâîëîì A ÷ B îáî-
çíà÷àåì èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
òî÷åê x ∈ R òàêèõ, ÷òî x+B ⊂ A.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü φ ∈ Pa, I ⊂ (−a; a) � îòíîñèòåëüíî çà-
ìêíóòûé èíòåðâàë, òàêîé, ÷òî

I ÷ [cφ; dφ] ̸= ∅,

(ãäå cφ = −hφ(−π/2) dφ = hφ(π/2).
Òîãäà çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Jφ,exp := span {e−itzφ : t ∈ I ÷ [cφ; dφ]} (1.2.13)

åñòü óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü ñ èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì I è íóëåâûì
ìíîæåñòâîì Zφ (exp-ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé φ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî Jφ,exp � ïîäìîäóëü, äîñòàòî÷-
íî îáîñíîâàòü âêëþ÷åíèå zφ ∈ Jφ,exp. Èìååì

e−itz − 1

t
− z → 0 ïðè t→ 0

â íîðìå

∥f∥ε,c0 := sup
z∈C

|f(z)|
eε|Im z|+c0ln (e+|z|)

ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ε > 0 è c0 > 1. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåñî-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ω ∈ DW , íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

e−itz − 1

t
φ→ zφ ïðè t→ 0

â òîïîëîãèè ìîäóëÿ Pa. Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíäèêàòîðíûé îòðåçîê
ïîäìîäóëÿ Jφ,exp ðàâåí I è ZJφ,exp = Zφ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì,÷òî φ(0) = 1. Êàê óæå îòìå÷àëîñü
ðàíåå, â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [20], äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîäìîäóëü Jφ,exp óñòîé÷èâ â íóëå.

Ïóñòü Ψ ∈ Jφ,exp, Ψ(0) = 0. Ñîãëàñíî (1.2.13) èìååì

Ψ = lim
α↗

Ψα,

ãäå
Ψα = (a1,αe

−it1,αz + · · ·+ anα,αe
−itn,αz)φ,

aj,α ∈ C, tj,α ∈ I ÷ [cφ; dφ], j = 1, . . . , nα.
Ïîëàãàÿ

Φα =
nα∑
j=1

aj,α(e
−itj,αz − 1)φ,

íàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

Ψα = Φα +Ψα(0)φ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Ψα(0) = (a1,α + · · ·+ anα,α)→ 0,

ïîëó÷èì
Ψ = limΦα. (1.2.14)

Äàëåå,

Φα(0) = 0,
Φα

z
=

nα∑
j=1

aj,α
e−itj,αz − 1

z
φ.
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Âûðàæåíèå
e−itj,αz − 1

z
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà |tj,α|, îãðà-
íè÷åííóþ íà âåùåñòâåííîé îñè. Ñîãëàñíî ëåììå èç ðàáîòû [103, VI.H.1],
âåðíî âêëþ÷åíèå

e−itj,αz − 1

z
∈ span {e−itz : |t| ≤ |tj,α|},

ãäå çàìûêàíèå áåðåòñÿ â íîðìå

∥f∥W = sup
x∈R

|f(x)|
W (x)

,

W � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé âåñ, òàêîé, ÷òî

W (x) ≥ 1, x ∈ R, W (x)→∞, |x| → ∞.

Ïîëàãàÿ W (x) = ln (e+ |x|) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ âåñîâ ωn ∈ Ω âûïîë-
íåíû ñîîòíîøåíèÿ (0.3.5), (0.3.6), ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé
òèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà âûâîäèì, ÷òî

e−itj,αz − 1

z
φ ∈ span {e−itzφ t ∈ I ÷ [cφ; dφ],

j = 1, . . . , nα, ∀α, ãäå çàìûêàíèå áåðåòñÿ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Φα

z
∈ Jφ,exp

äëÿ êàæäîãî α.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.2.14) è ïîòî÷å÷íóþ óñòîé÷èâîñòü ìîäóëÿ

Pa, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Ψ

z
= lim

Φα

z
.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ
z
∈ Jφ,exp è Jφ,exp � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïóñòü I ⊂ (−a; a) � îòíîñèòåëüíî çàìêíóòûé
èíòåðâàë, 0 ∈ I, S = {φα} ⊂ Pa, ïðè÷åì êàæäàÿ èç ôóíêöèé φα èìååò
ìèíèìàëüíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï è S

⋂
Ma ̸= ∅.

Òîãäà
J = span {e−itzφα : t ∈ I, φα ∈ S}

� óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ï.2 ïðåäëîæåíèÿ 1.5.
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1.2.2 Óñòîé÷èâûå ïîäìîäóëè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñëàáî
ëîêàëèçóåìûìè

Àâòîðû ðàáîòû [70, òåîðåìà 1.2], õîòÿ è â äâîéñòâåííûõ òåðìèíàõ,
ïîñòðîèëè ïåðâûé ïðèìåð óñòîé÷èâîãî, íî íå ñëàáî ëîêàëèçóåìîãî ïîä-
ìîäóëÿ â Pa. Ýòîò ïîäìîäóëü 1-ïîðîæäåí. Â çàìå÷àíèè 1.7 î íåì áóäåò
ñêàçàíî ïîäðîáíåå.

Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà îá óñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëÿõ, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûìè, íàìè âûäåëåí êëàññ ôóíêöèé
φ ∈ Pa = Pa, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò íå ñëàáî ëîêàëèçóåìûé
ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ â ìîäóëå Øâàðöà Pa. Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì
ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü îáðàçóþùàÿ ïîäìîäóëÿ Jφ èìååò âèä

φ =
Φ

f
,

ãäå Φ = eiγzS ∈ Pa, S � ôóíêöèÿ òèïà ñèíóñà, γ ∈ R, f � öåëàÿ ôóíêöèÿ
ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1.

Åñëè äëÿ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè f íà ëó÷àõ arg z = 0 è arg z = π, îïðåäå-
ëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

ρ0 = lim sup
r→+∞

ln ln |f(r)|
ln r

, ρπ = lim sup
r→+∞

ln ln |f(−r)|
ln r

, ñîîòâåòñòâåííî,

âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé

ρ0 < 1/4 < 1/2 ≤ ρπ èëè ρπ < 1/4 < 1/2 ≤ ρ0, (1.2.15)

òî ïîäìîäóëü Jφ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.
Ñíà÷àëà äîêàæåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.1. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ñóùåñòâóåò ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî d, òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n ôóíêöèÿ
φ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé
φ1,n è φ2,n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: ïðè âñåõ z, ëåæàùèõ âíå ïîëîñû
|Im z| < 3d, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣ln |φ1,n(z)| − 2−nln |φ(z)|

∣∣ ≤ ln (1 + |z|) + A0, (1.2.16)

ãäå A0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d, a, b.

76



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.
Òàê êàê íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íóëåâîãî ìíî-

æåñòâà ôóíêöèè òèïà ñèíóñà, îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîëîñå |Im z| < d/2 (ñì., íàïðèìåð, [105, ãë. III, ëåê. 22]).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé Ð.Ñ. Þëìóõàìåòîâà î ôàêòîðè-
çàöèè [66, òåîðåìà 2].

Òåîðåìà B. Ïóñòü f � öåëàÿ ôóíêöèÿ, âñå íóëè êîòîðîé ëåæàò â ïîëî-
ñå |Im z| ≤ d/2, è ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ F , äåëÿùàÿñÿ íà ôóíêöèþ
f è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

ln |F (z)| ≤ H(z), F (0) = 1,

ãäå ôóíêöèÿ H ëèïøèöåâà:

|H(z′)−H(z′′)| ≤ σ|z′ − z′′|, z′, z′′ ∈ C.

Òîãäà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé, f1 è
f2, ïðè÷åì äëÿ z, |Im z| ≥ 3d, è ëþáîãî p ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|ln |f1(z)| − ln |f2(z)|| ≤
C0

p
(H(z)− ln |F (z)|)+C1+ln (1+ |z|)+C2+C3e

p,

ãäå Cj � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò σ, d, H(0).

Ïîëîæèì f = φ, F = Φ, H(reiθ) = hΦ(θ)r, hΦ � èíäèêàòîð ôóíêöèè
Φ, σ = max

θ∈[0;2π]
|hΦ(θ)|, p = 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé òèïà

ñèíóñà (ñì. [105]) ïðè |Im z| ≥ 3d áóäåò

|H(z)− ln |F (z)|| = |hΦ(arg z)|z| − ln |Φ(z)|| ≤ C4,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C4 çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè Φ, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëå-
íèå ôóíêöèè φ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé, φ1,1 è φ2,1,
ïðè÷åì

|ln |φ1,1(z)| − ln |φ2,1(z)|| ≤ ln (1 + |z|) + A0, |Im z| ≥ 3d, (1.2.17)

ïîñòîÿííàÿ A0 çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèè Φ.
Èç (1.2.17) è ðàâåíñòâà

ln |φ| = ln |φ1,1|+ ln |φ2,1|,

âûâîäèì îöåíêó∣∣∣∣ln |φ1,1(z)| −
1

2
ln |φ(z)|

∣∣∣∣ ≤ 1

2
ln (1 + |z|) + A0

2
, |Im z| ≥ 3d. (1.2.18)
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Ïðèìåíÿÿ òåïåðü öèòèðîâàííóþ âûøå òåîðåìó Ð.Ñ. Þëìóõàìåòîâà ê
ôóíêöèè f = φ1,1 ñ òåìè æå F, H, σ è p, ÷òî è âûøå, ïîëó÷èì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

φ1,1 = φ1,2φ2,2,

â êîòîðîì öåëàÿ ôóíêöèÿ φ1,2 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå∣∣∣∣ln |φ1,2(z)| −
1

2
ln |φ1,1(z)|

∣∣∣∣ ≤ 1

2
ln (1 + |z|) + A0

2
, |Im z| ≥ 3d.

Èç ýòîé îöåíêè è (1.2.18) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣ln |φ1,2(z)| −
1

22
ln |φ(z)|

∣∣∣∣ ≤ (1

2
+

1

22

)
(ln (1 + |z|) + A0) , |Im z| ≥ 3d.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ÷åðåç nøàãîâ ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
φ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé φ1,n è φ2,n, ïðè÷åì äëÿ âñåõ
z, ëåæàùèõ âíå ïîëîñû |Im z| < 3d áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òðåáóåìàÿ îöåíêà
(1.2.16).

ßñíî, ÷òî Φ ∈ J (φ). Äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ôóíêöèÿ Φ
íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ãëàâíîìó ïîäìîäóëþ Jφ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pα,
òàêàÿ, ÷òî pαφ ñõîäèòñÿ ê Φ â ïðîñòðàíñòâå Pa. Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå
÷èñëî n0, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ φφ1,n0 ëåæèò â Pa. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
ïðîñòðàíñòâ Pa, F−1(Pa), íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè pαkφφ1,n0 , k = 1, 2, . . . , ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè
Φφ1,n0 â îäíîé èç íîðì ∥ · ∥m0 (îïðåäåëåííûõ â (0.3.8)). Â ÷àñòíîñòè, ýòà
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ïî óêàçàííîé íîðìå: äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé C > 0 è âñåõ íàòóðàëüíûõ k èìååì

|pαk(z)φ(z)φ1,n0(z)| ≤ C(1 + |z|)m0 exp(bm0y
+− am0y

−), y = Im z, z ∈ C.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ëåììû 1.1 è ñâîéñòâ ôóíêöèé òèïà ñèíóñà, ïîëó÷èì,
÷òî íà ïðÿìîé Im z = y0, |y0| ≥ 3d, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|pαk(z)| ≤ C̃(1 + |z|)m0+1|ω(z)|1+2−n0 , (1.2.19)

ãäå C̃ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò d.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (1.2.15), è îöå-

íèì |pαk(z)| íà ïîëóïðÿìîé z = x+ iy0, x > 0, y0 ≥ 3d.
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Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ïîñëå òåîðåìû 3 â [105, �14.2] è ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå 1, äëÿ âñåõ x ∈ R,
y0 > 0 ìîæåì íàïèñàòü

ln |f(x+ iy0)| =
y0
π

∫ +∞

−∞

ln |f(t)|
(t− x)2 + y20

dt+
∞∑
j=1

ln

∣∣∣∣x+ iy0 − λj
x+ iy0 − λ̄j

∣∣∣∣ ,
ãäå {λj} � ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè f, ïðèíàäëåæàùèõ âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè.

Îöåíèì
+∞∫
−∞

ln |f(t)|
(t−x)2+y20

d t ïðè ïîëîæèòåëüíûõ x è y0. Èìååì

∫ +∞

−∞

ln |f(t)|
(t− x)2 + y20

dt =

∫ 0

−∞

ln |f(t)|
(t− x)2 + y20

dt+∫ 2x

0

ln |f(t)|
(t− x)2 + y20

dt+

∫ +∞

2x

ln |f(t)|
(t− x)2 + y20

dt = I1 + I2 + I3. (1.2.20)

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|I1| ≤
∫ +∞

−∞

|ln |f(t)||
t2 + y20

dt < +∞, (1.2.21)

êîíå÷íîñòü èíòåãðàëà ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ â [105, �14.2]. Äàëåå, äëÿ
ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε < 1/8 − ρ0/2 íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå bε, cε òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ x > 0 áóäåò

ln |f(x)| ≤ bεx
ρ0+ε + cε.

Ïîýòîìó ñëàãàåìûå I2 è I3 ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I2 ≤ (2ρ0+εbεx
ρ0+ε + cε)

∫ 2x

0

dt

(t− x)2 + y20
≤ π

y0

(
2ρ0+εbεx

ρ0+ε + cε
)
,

(1.2.22)

I3 ≤ (bε + cε)

(∫ +∞

1

tρ0+ε

t2/4 + y20
dt+ y−2

0

)
≤

≤ (bε + cε)

(
4

∫ +∞

1

dt

t2−ρ0−ε
+ y−2

0

)
. (1.2.23)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.2.19)�(1.2.23) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîëóïðÿìîé

z = x+ iy0, x > 0, y0 ≥ 3d
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âåðíû îöåíêè

|pαk(z)| ≤ C ′(1 + |z|)m0+1 exp(C ′′|z|ρ0+ε), k = 1, 2, . . . ,

ãäå C ′, C ′′ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ε è y0 è íå çàâè-
ñÿùèå îò x è k.

Èç ýòèõ îöåíîê, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà, íåòðóäíî
âûâåñòè, ÷òî

|pαk(z)| ≤ C exp(|z|ρ0+2ε), z ∈ C, k = 1, 2, . . . ,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò îò ε è íå çàâèñèò îò k è z. Îòñþäà,
â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f (ðàâíàÿ ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü pαk) äîëæíà èìåòü âî âñåé ïëîñêîñòè ïîðÿäîê, ìåíüøèé, ÷åì 1/4,
÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó óñëîâèé (1.2.15).

Çàìå÷àíèå 1.6. Òðåáîâàíèå max(ρ0, ρπ) ≥ 1/2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîãëî èìåòü ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

min(ρ0, ρπ) < max(ρ0, ρπ),

â ñèëó òåîðåìû Âèìàíà (ñì., íàïðèìåð, [29, ãë. 1, �18, òåîðåìà 30]).

Çàìå÷àíèå 1.7. Îïèøåì òåïåðü óïîìèíàâøèéñÿ âûøå ïðèìåð ãëàâíîãî
íå ñëàáî ëîêàëèçóåìîãî ïîäìîäóëÿ, ïîñòðîåííûé àâòîðàìè â ðàáîòå [70] è
ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà 1.2 èç [70] ìîæåò áûòü âûâåäåíà
èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû 1.1.

Ïîëîæèì

φ0(z) =
sin πz

U(z)V (z)
, ãäå U(z) =

sin π
√
z

π
√
z

, V (z) =
∞∏
n=1

(
1− z

22n + 1

)
.

(1.2.24)
Òåîðåìà 1.2 ðàáîòû [70] óòâåðæäàåò, ÷òî D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâîW ⊂ C∞(−2π; 2π), äëÿ êîòîðîãî F(W 0) = Jφ0 , íå äîïóñêàåò ñëàáîãî
ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà. Â äâîéñòâåííîé ôîðìóëèðîâêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ0 íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì â P2π.

Ôóíêöèÿ φ0, îïðåäåëåííàÿ â (1.2.24), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðå-
ìû 1.1. ×òîáû îáîñíîâàòü ýòî, äîêàæåì äâå ïðîñòûå ëåììû, íóæíûå è
â äàëüíåéøåì.
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Ïóñòü

s(z) =
sin πz

πz
, s1(z) = s(

√
z) =

sin π
√
z

π
√
z

= U(z),

s0(z) =
∞∏
k=1

(
1 +

z

22k

)
= V (−2z).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè s èìåþò ìåñòî îöåíêè

|s(z)| ≤ c0e
π|Im z|

π(1 + |z|)
, z ∈ C, (1.2.25)

|s(z)| ≥ mde
π|Im z|

π|z|
, |z − k| ≥ d, k ∈ Z, (1.2.26)

ãäå c0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, d ∈ (0; 1/2) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, md

� ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò d. Èç (1.2.25) ñëåäóåò, ÷òî öåëàÿ
ôóíêöèÿ s1 äîïóñêàåò îöåíêó ñâåðõó:

|s1(z)| ≤
c0e

π
√

|z|| sin(θ/2)|

π(1 +
√
|z|)

, z = reiθ, −π < θ ≤ π, r > 0. (1.2.27)

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ÷èñëî d0 ∈ (0; 1/2) ñòîëü ìàëî, ÷òî
∣∣∣ sinπξπξ

− 1
∣∣∣ ≤ 1/2

ïðè π|ξ| ≤ d0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cd0 > 0, òàêàÿ, ÷òî

|s1(z)| ≥
cd0e

π
√

|z|| sin(θ/2)|

1 + |z|
, z ∈ C \

⋃
k∈N

{
z : |z − k2| < 3d0

}
. (1.2.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ z, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâàì

d0
|k|
≤ |z − k| ≤ d0, k ∈ Z \ {0}, (1.2.29)

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|s(z)| ≥ d0
4|z|2

. (1.2.30)

Èç íåðàâåíñòâ (1.2.26) è (1.2.30) ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè âûâîäèòñÿ
îöåíêà

|s(z)| ≥ cd0e
π|Im z|

1 + |z|2
z ∈ C \

⋃
k∈Z\{0}

{z : |z − k| < d0/|k|}, (1.2.31)
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ãäå cd0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò d0. Óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç (1.2.31).

Ëåììà 1.3. Ïðè âñåõ θ ∈ (−π; π) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðà-
âåíñòâî

ln s0(re
iθ) =

(ln r)2

ln 8
+
iθln r

ln 4
+ o(ln r), r →∞. (1.2.32)

Ñóùåñòâóþò ÷èñëî δ > 0 è ìíîæåñòâî E0 ⊂ (−∞; 0) íóëåâîé îòíî-
ñèòåëüíîé ìåðû, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (−∞; 0) \ E0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

ln |s0(x)| ≥ δ (ln (|x|+ 1))2 . (1.2.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ íóëåé n(r) ôóíêöèè s0 óäîâëå-
òâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ

n(r) =
ln r
ln 4

+ o(ln r), r →∞. (1.2.34)

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ðàáîòû [14], ôóíêöèÿ s0 èìååò ñèëüíûé
ðåãóëÿðíûé ðîñò è äëÿ íåå èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
(1.2.32).

Â ñèëó (1.2.34) äëÿ ôóíêöèè s0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.6.1 [79].
Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî

min
|z|=r
|s0(z)|

max
|z|=r
|s0(z)|

→ 1, (1.2.35)

êîãäà r → +∞, îñòàâàÿñü âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé îòíîñèòåëü-
íîé ìåðû E0.

Èç (1.2.35) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà δ > 0 íåðàâåíñòâî
(1.2.33) âûïîëíÿåòñÿ âñþäó íà âåùåñòâåííîé ïîëóîñè (−∞; 0), çà èñêëþ-
÷åíèåì ìíîæåñòâà E0.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè s1, s0 è U, V , à òàêæå
äîêàçàííûå â ëåììàõ 1.2, 1.3 îöåíêè äëÿ íèõ, âèäèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè
φ0 èç (1.2.24) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1:

φ0 =
sin πz

f
, ãäå f = UV,
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ïðè ýòîì ïîðÿäêè ρ0 è ρπ ôóíêöèè f ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 0 è 1/2. Ïðè-
ìåíåíèå òåîðåìû 1.1 äàåò îòëè÷íîå îò ïðèâåäåííîãî â [70] äîêàçàòåëüñòâî
îòñóòñòâèÿ ñâîéñòâà ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ó ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ0 â
ëþáîì ìîäóëå Pa, a > π.

Ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè èç òåîðåìû 1.1 ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâî-
âàíèå íå ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ãëàâíûõ ïîäìîäóëåé â ìîäóëÿõ PΩ,a äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåñîâ Ω, ïîðîæäåííûõ îäíîé âåñîâîé ôóíêöèåé ω,
òî åñòü èìåþùèõ îäèí èç âèäîâ

{nω}∞n=1,
{ω
n

}∞

n=1
, {qnω}∞n=1,

{
ω

qn

}∞

n=1

, 0 < qn ↗ 1,

ïðè ýòîì

ρ̃ = lim
|x|→∞

lnω(x)

ln |x|
<

1

4
. (1.2.36)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà Ω = {nω}.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü îáðàçóþùàÿ ïîäìîäóëÿ Jφ ⊂ PΩ,a èìååò âèä

φ =
Φ

f
,

ãäå Φ � ôóíêöèÿ òèïà ñèíóñà, f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà
ïðè ïîðÿäêå 1.

Åñëè äëÿ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè f íà ëó÷àõ arg z = 0 è arg z = π, îïðåäå-
ëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè

ρ0 = lim sup
r→+∞

ln ln |f(r)|
ln r

, ρπ = lim sup
r→+∞

ln ln |f(−r)|
ln r

, ñîîòâåòñòâåííî,

âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé

ρ̃ ≤ ρ0 < 1/4 < 1/2 ≤ ρπ èëè ρ̃ ≤ ρπ < 1/4 < 1/2 ≤ ρ0, (1.2.37)

òî ïîäìîäóëü Jφ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

φ ∈ Pa ⊂ PΩ,a, Φ ∈ J (φ).

Äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ôóíêöèÿ Φ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
ãëàâíîìó ïîäìîäóëþ Jφ.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò îáîá-
ùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pα, òàêàÿ, ÷òî pαφ ñõîäèòñÿ ê
Φ â ïðîñòðàíñòâå PΩ,a.
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Ñîãëàñíî ëåììå 1.1, íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, äëÿ êîòîðîãî
ôóíêöèÿ φφ1,n0 ëåæèò â PΩ,a.Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà òîïîëîãèé ïðîñòðàíñòâ
PΩ,a, F−1(PΩ,a), íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå íîìåðàm0 è ñ÷åòíîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

pαkφφ1,n0 , k = 1, 2, . . . ,

ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè Φφ1,n0 â íîðìå ∥ · ∥m0,m0 , îïðåäåëåííîé â ôîðìóëå
(0.3.7) (ï.1.1.1).

Â ÷àñòíîñòè, ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ïî óêàçàííîé
íîðìå: äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0 è âñåõ íàòóðàëüíûõ k èìååì

|pαk(z)φ(z)φ1,n0(z)| ≤ C exp(cm0|Im z|+Hm0ω(−z)), z ∈ C.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ëåììû 1.1, ñâîéñòâ ôóíêöèé òèïà ñèíóñà, ïîëó÷èì,
÷òî íà ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé Im z = y0, |y0| ≥ 3d, ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

|pαk(z)| ≤ C̃(1 + |z|)|f(z)|1+2−n0 exp(Hm0ω(−z)), (1.2.38)

ãäå C̃ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò y0, à ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî d òàêîâî, ÷òî âñå íóëè Φ (ôóíêöèè òèïà ñèíóñà!) ñîäåð-
æàòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå |Im z| ≤ d/2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (1.2.37), è îöå-
íèì |pαk(z)| íà ïîëóïðÿìîé z = x + iy0, x > 0, y0 ≥ 3d. Âûáåðåì
ε ∈ (0; 1/8 − ρ0/2). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.2.20)�(1.2.23) äëÿ îöåíêè
ln |f | è àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ôóíêöèè Hm0ω, ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ ρ̃ ≤ ρ0, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 óñòàíàâëèâàåì, ÷òî
íà ïîëóïðÿìîé z = x+ iy0, x > 0, y0 ≥ 3d âåðíû îöåíêè

|pαk(z)| ≤ C ′(1 + |z|) exp(C ′′|z|ρ0+ε), k = 1, 2, . . . ,

ãäå C ′, C ′′ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ε è y0 è íå çàâè-
ñÿùèå îò x è k.

Èç ýòèõ îöåíîê ïðè ïîìîùè ïðèíöèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà âûâî-
äèì, ÷òî

|pαk(z)| ≤ C exp(|z|ρ0+2ε), z ∈ C, k = 1, 2, . . . ,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò îò ε è íå çàâèñèò îò k è z. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f (ðàâíàÿ ïðåäåëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pαk) äîëæíà
èìåòü âî âñåé ïëîñêîñòè ïîðÿäîê, ìåíüøèé, ÷åì 1/4, ÷åãî íå ìîæåò áûòü
â ñèëó óñëîâèé (1.2.37).
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Ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîêà-
çàííîé òåîðåìû.

Ïóñòü Ω = {nω}, ω � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ïîðÿäîê ρ̃, îïðå-
äåëåííûé â (1.2.36), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

0 < ρ̃ ≤ 1/5.

Ðàññìîòðèì ìîäóëü PΩ,a.
Ïîëîæèì

φ1(z) =
sin πz

U(z)Ṽ (z)
,

ãäå ôóíêöèÿ U îïðåäåëåíà â (1.2.24) è

Ṽ (z) =
∞∏
j=1

(
1 +

z

jν

)
,

ν = [ρ̃−1]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî φ1 ∈ Pa ⊂ PΩ,a.
Òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäìîäóëÿ Jφ0 ⊂ Pa,

ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé φ0 èç (1.2.24), óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
f1 = UṼ èìååò ïîðÿäêè ρ0 = 1/2 è

ρπ = [ρ̃−1]−1 ∈ [ρ̃; 1/4).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè φ1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 è ãëàâ-
íûé ïîäìîäóëü Jφ1 ⊂ PΩ,a íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì.

1.3 Êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè â Pa
1.3.1 Ñâîéñòâî b-íàñûùåííîñòè

Êàê ìû óâèäåëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, óñòîé÷èâîñòü ïîäìîäóëÿ
� íåîáõîäèìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ åãî ñëàáîé ëîêàëèçóåìî-
ñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþòñÿ öåëûå êëàññû óñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëåé.
Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü ñðåäè íèõ òå, êîòîðûå áóäóò ñëàáî ëîêàëè-
çóåìûìè, îáðàòèìñÿ ê àáñòðàêòíîé ñõåìå È.Ô. Êðàñè÷êîâà-Òåðíîâñêîãî
[19], [20]. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç ýòèõ ðàáîò. Ìû
ôîðìóëèðóåì èõ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.

Îòäåëèìîå ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî P ⊂ H(C) íàçûâàåòñÿ
b-óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ P ìíî-
æåñòâî âñåõ öåëûõ ôóíêöèé ψ âèäà

ψ =
φ

z − λ
, λ ∈ C, φ ∈ B,
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ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åíî â P .
Ïðîñòðàíñòâî P íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè óïëîòíåííûì, åñëè äëÿ

ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ôóíêöèé φ1, . . . , φm ∈ P ìíîæåñòâî

B = {ψ ∈ H(C) : |ψ(z)| ≤ |φ1(z)|+ · · ·+ |φm(z)|, z ∈ C}

ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åíî â P .
Ìíîæåñòâî J ⊂ P b-íàñûùåíî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè φ ∈ P , åñëè

ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B ⊂ P , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíà
èìïëèêàöèÿ: åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ ν âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|ν(z)ψ(z)| ≤ |ψ(z)|+ |φ(z)|

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ψ ∈ B
⋂
J , òî ν = const.

Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî J ⊂ P íàçûâàåì ïîäìîäóëåì â P , åñëè
âåðíà èìïëèêàöèÿ:

φ ∈ J , p ∈ C[z], pφ ∈ P =⇒ pφ ∈ J .

(Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðñòðàíñòâî P áûëî ìîäóëåì
íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ C[z].)

Ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè è íóëåâîãî ìíîæåñòâà ZJ äëÿ J îïðåäåëÿþò-
ñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå, êîãäà P � òîïîëîãè÷åñêèé ìîäóëü íàä êîëüöîì
C[z].

Äëÿ áîðíîëîãè÷åñêèõ b-óñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâ â ðàáîòå [19] äîêà-
çàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà C. ( Áîðíîëîãè÷åñêèé âàðèàíò èíäèâèäóàëüíîé òåîðå-
ìû.) Ïóñòü J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü â îòäåëèìîì áîðíîëîãè÷åñêîì
b-óñòîé÷èâîì ïðîñòðàíñòâå P, ψ ∈ P è ZJ ⊂ Zψ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ψ ∈ J , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîäìîäóëü
J áûë b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ψ.

Ìû ïîëó÷èì óäîáíîå äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå b-íàñûùåí-
íîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.8. Ïóñòü P � àíàëèòè÷åñêè óïëîòíåííîå îòäåëèìîå
áîðíîëîãè÷åñêîå b-óñòîé÷èâîå ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî öåëûõ
ôóíêöèé, J ⊂ P , φ ∈ P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
ψ ∈ J ìíîæåñòâî

Bφ,ψ :=

{
Ψ ∈ P :

Ψ

ψ
∈ H(C), |Ψ(z)| ≤ |φ(z)|+ |ψ(z)|, z ∈ C

}
(1.3.1)

ïðèíàäëåæèò J .
Òîãäà ìíîæåñòâî J b-íàñûùåíî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè φ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îãðàíè÷åííîå â P ìíîæåñòâî

B = {Φ ∈ H(C) : |Φ(z)| ≤ |φ(z)|+ |ψ(z)|, z ∈ C}.

Ïóñòü ν � ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íåðàâåíñòâó

|ν(z)Φ(z)| ≤ |φ(z)|+ |Φ(z)| (1.3.2)

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Φ ∈ B
⋂
J . Ïîëàãàÿ Φ = ψ ∈ J

⋂
B, ïîëó÷èì

|ν(z)ψ(z)| ≤ |φ(z)|+ |ψ(z)|, z ∈ C.

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ âûâîäèì, ÷òî

Φ1 = νψ ∈ J
⋂

B.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|ν(z)Φ1(z)| ≤ |φ(z)|+ |Φ1(z)|, z ∈ C.

Îòêóäà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå∣∣∣1
2
ν2(z)ψ(z)

∣∣∣ ≤ |φ(z)|+ |ψ(z)|, z ∈ C,

îçíà÷àþùåå, ÷òî 1
2
ν2ψ ∈ B

⋂
J .

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèÿ

1

2k−1
νkψ ∈ B

⋂
J , k = 2, 3, . . .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|ν(z)|k

2k+1
≤ |φ(z)|
|ψ(z)|

+ 1, z ∈ C, k = 2, 3, . . .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíû òîëüêî â ñëó÷àå ν = const. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
ν � ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.3.2), çàêëþ÷àåì,
÷òî ìíîæåñòâî J b-íàñûùåíî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè φ.

Çàìå÷àíèå 1.8. Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî J � óñòîé÷èâûé
ïîäìîäóëü èZJ ⊂ Zφ, òî äîêàçàííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå b-íàñûùåííîñòè
J îòíîñèòåëüíî φ áóäåò è íåîáõîäèìûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, â
ñèëó áîðíîëîãè÷åñêîãî âàðèàíòà èíäèâèäóàëüíîé òåîðåìû (òåîðåìà C),
èìååì φ ∈ J . Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ ψ = φ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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1.3.2 Îñíîâíîé êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè è
åãî ñëåäñòâèÿ

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó C è ïðåäëîæåíèå 1.8, ìû äîêàæåì êðèòåðèé ñëà-
áîé ëîêàëèçóåìîñòè óñòîé÷èâîãî ïîäìîäóëÿ â ìîäóëå Pa. Çàòåì èç ýòîãî
êðèòåðèÿ âûâåäåì ðÿä ñëåäñòâèé, êîòîðûå â äâîéñòâåííîé èíòåðïðåòà-
öèè äàþò ðåøåíèå çàäà÷è î ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå äëÿ îïåðàòîðà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ea.

Äëÿ ôóíêöèè φ ∈ Pa îáîçíà÷èì ÷åðåç J (φ) ïîäìîäóëü, ñîñòîÿùèé èç
âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ Pa âèäà ψ = ωφ, ãäå ω � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëü-
íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîäìîäóëü J (φ) ñîñòîèò èç âñåõ
ôóíêöèé ψ ∈ Pa, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà φ è èìåþò òó æå èíäèêàòîðíóþ
äèàãðàììó, ÷òî è φ. ßñíî, ÷òî J (φ) � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü.

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ïóñòü J ⊂ Pa � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.
Åñëè ôóíêöèÿ φ ∈ Pa óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ZJ ⊂ Zφ [hφ(−π/2);hφ(π/2)] ⊂ (cJ ; dJ ),

òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå J(φ) ⊂ J .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ψ ∈ J (φ). Èç ñî-
îòíîøåíèé cJ < cφ, dJ > dφ, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí cJ è dJ
(ôîðìóëà (1.1.3)), ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé φ1, φ2 ∈ J òàêèõ,
÷òî

cJ ≤ cφ1 < cφ, dφ < dφ2 ≤ dJ .

Ïîëîæèì φB = φ1 + φ2. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé
ðîñò ïðè ïîðÿäêå 1. Çàìå÷àÿ, ÷òî èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè
ψ ∈ J (φ) åñòü i[cφ; dφ], è çíà÷èò, êîìïàêòíî ïðèíàäëåæèò èíäèêàòîð-
íîé äèàãðàììå ôóíêöèè φB, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ψ(z)

φB(z)
→ 0, z = reiθ, (1.3.3)

êîãäà r → ∞, îñòàâàÿñü âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé îòíîñèòåëü-
íîé ìåðû. Ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå (1.3.3) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî

θ ∈ {|π/2− θ| < δ}
⋃
{| − π/2− θ| < δ},

ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîäìîäóëü J b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ψ. Ïî-

ëîæèì B = {φB} è ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ ρ, óäîâëåòâîðÿþùóþ
îöåíêå

|ρ(z)φB(z)| ≤ |ψ(z)|+ |φB(z)|, z ∈ C. (1.3.4)
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Èç òåîðåìû î ñëîæåíèè èíäèêàòîðîâ ïðè óìíîæåíèè íà ôóíêöèþ âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà ñëåäóåò, ÷òî, ôóíêöèÿ ρ ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïî-
ðÿäêå 1. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, èç (1.3.3) ñëåäóåò, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ìíèìîé îñè, è çíà÷èò, ρ = const. Îòñþäà çàêëþ-
÷àåì, ÷òî óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü J b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
ψ. Ñîãëàñíî áîðíîëîãè÷åñêîìó âàðèàíòó èíäèâèäóàëüíîé òåîðåìû, ïî-
ëó÷èì ψ ∈ J .

Çàìå÷àíèå 1.9. Ïðè ïîìîùè ðàññóæäåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëî-
æåíèÿ 1.9 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîäìîäóëü J (íå îáÿçàòåëüíî
óñòîé÷èâûé) ñ èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì

[cJ ; dJ ], dJ − cJ > 0

áóäåò b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ Pa, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ

[hψ(−π/2);hψ(π/2)] ⊂ (cJ ; dJ ). (1.3.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìîäóëü J ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì èíäèêàòîðíûì
îòðåçêîì [−a; a] áóäåò b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ Pa.

Îñíîâíîé êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.3. Óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü J ⊂ Pa ñëàáî ëîêàëèçóåì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì èìååòñÿ ôóíêöèÿ φ òàêàÿ, ÷òî

J (φ) ⊂ J .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ ëèøü äîñòàòî÷-
íîñòü.

1) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà J (φ) ⊂ J è èíäèêàòîðíàÿ äèà-
ãðàììà ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì i [cJ ; dJ ]. Îòìåòèì, ÷òî åñëè Pa
� ìîäóëü Øâàðöà, òî íåòðèâèàëüíûì áóäåò ëèøü ñëó÷àé cJ < dJ ; à äëÿ
ìîäóëåé, äâîéñòâåííûõ ê ïðîñòðàíñòâàì Ω-ÓÄÔ ñëó÷àé cJ = dJ òàêæå
íåòðèâèàëåí.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ Pa óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Zψ ⊃ ZJ , i [cψ; dψ] ⊂ i [cJ ; dJ ].
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Äëÿ ìîäóëÿ Pa âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.8, à èç âêëþ-
÷åíèÿ J (φ) ⊂ J è óñëîâèé íà èíäèêàòîðíûå äèàãðàììû ôóíêöèé φ è ψ
ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî (1.3.1), îïðåäåëÿåìîå ýòèìè ôóíêöèÿìè, ïðèíàä-
ëåæèò J (îíî ñîâïàäàåò ñ J (φ)). Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.8, âûâîäèì,
÷òî ïîäìîäóëü J b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ψ. È çíà÷èò, ñîãëàñíî áîðíî-
ëîãè÷åñêîìó âàðèàíòó èíäèâèäóàëüíîé òåîðåìû, ψ ∈ J . Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ïðîèçâîëüíîñòü ψ, çàêëþ÷àåì, ÷òî J � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé
ïîäìîäóëü.

2) Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

J (φ) ⊂ J , [cφ; dφ] ⊊ [cJ ; dJ ] ⊂ (a; b).

Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå õîòÿ áû îäíîãî èç âûðàæåíèé

δ1 := cφ − cJ èëè δ2 := dJ − dφ

ïîëîæèòåëüíî. Ïóñòü, íàïðèìåð, îíè îáà ïîëîæèòåëüíû: (δ1, δ2 > 0).
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.9, äëÿ âñåõ δ′ ∈ [0; δ1) è δ′′ ∈ [0; δ2). áóäåò

J (eiδ′zφ) ⊂ J , J (e−iδ′′zφ) ⊂ J .

Â ÷àñòíîñòè,

eiδ
′zφ, e−iδ

′′zφ ∈ J , δ′ ∈ [0; δ1), δ
′′ ∈ [0; δ2). (1.3.6)

Ïîëîæèì Φ = (eiδ1z+e−iδ2z)φ. Â òîïîëîãèè Pa âûïîëíåíû ïðåäåëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ

lim
δ′→δ1

eiδ
′zφ = eiδ1zφ, lim

δ′′→δ2
e−iδ

′′zφ = e−iδ2zφ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (1.3.6), âûâîäèì, ÷òî Φ ∈ J .
Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ Ψ ∈ J (Φ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ψ = ρΦ = ρ(eiδ1z + e−iδ2z)φ,

ãäå ρ � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ρφ ∈ Pa. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.9,

ïîëó÷àåì
ρφ ∈ J , Ψδ′ = eiδ

′zρφ ∈ J , ∀ δ′ ∈ (0; δ1),

Ψδ′′ = e−iδ
′′zρφ ∈ J , ∀ δ′′ ∈ (0; δ2).

Äàëåå, èç ñîîòíîøåíèÿ

Ψ = lim (Ψδ′ +Ψδ′′) as δ′ → δ1, δ′′ → δ2,
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ñëåäóåò, ÷òî Ψ ∈ J . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Ψ ∈ J (Φ), âåðíî ñîîòíîøå-
íèå J (Φ) ⊂ J .

Òàêèì îáðàçîì, ïîäìîäóëü J ñîäåðæèò ïîäìîäóëü J (Φ), ïîðîæäåí-
íûé ôóíêöèåé Φ, èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòîðîé åñòü i[cJ ; dJ ]. Ïîýòî-
ìó, ñîãëàñíî ï. 1 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, J � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé
ïîäìîäóëü.

3) Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà cJ = a èëè (è) dJ = b.
Ïóñòü Ψ ∈ Pa è i[cΨ; dΨ] ⊂ i[cJ ; dJ ], ZΨ ⊃ ZJ . Ïðîâåðèì, ÷òî Ψ ∈ J .

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì è ôèêñèðóåì îòðåçîê [c′; d′] òàêîé, ÷òî

[c′; d′] ⊂ (a; b)
⋂

[cJ ; dJ ], [cΨ; dΨ] ⊂ [c′; d′], [cφ; dφ] ⊂ [c′; d′]. (1.3.7)

Îáîçíà÷èì J ′ ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü ñ èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì
[c′; d′] è íóëåâûì ìíîæåñòâîì ZJ ′ = ZJ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî J̃ = J

⋂
J ′

� çàìêíóòûé óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü ñ èíäèêàòîðíûì îòðåçêîì [c′; d′] è
ìíîæåñòâîì íóëåé ZJ̃ = ZJ .

Èç âêëþ÷åíèé (1.3.7) ñëåäóåò, ÷òî J (φ) ⊂ J̃ . Îòñþäà, ñîãëàñíî ï.1 è
ï.2 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ñëåäóåò, ÷òî J̃ = J ′. Ñíîâà ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.3.7) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå:

Ψ ∈ J̃ ⊂ J .

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü J ⊂ Pa � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ φ0 ∈ J , ïîðîæäàþùàÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé
ïîäìîäóëü, òî ïîäìîäóëü J òîæå ñëàáî ëîêàëèçóåì. (Èíûìè ñëîâà-
ìè, óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü J , ñîäåðæàùèé ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâ-
íûé ïîäìîäóëü Jφ0, ñëàáî ëîêàëèçóåì.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ èìååì

J (φ0) = Jφ0 ⊂ J .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî J � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìî-
äóëü.

Çàìå÷àíèå 1.10. Êàê óâèäèì èç ïðåäëîæåíèÿ 1.11 â íà÷àëå ñëåäóþùåãî
ïóíêòà, óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 1.3 âûïîëíåíû, åñëè, íàïðèìåð, J ñîäåðæèò
äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà P∞.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäñòâèÿ 1.3 è ìàòåðèàëà ñëåäóþùåé ãëàâû, ïî-
ëó÷åííîãî íåçàâèñèìî, âûâîäèì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçó-
åìîñòè â ìîäóëå Øâàðöà Pa.

Òåîðåìà 1.3∗. Óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü J ⊂ Pa ñëàáî ëîêàëèçóåì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé
ïîäìîäóëü.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íàÿ ÷àñòü ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû � ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ 1.3, à íåîáõîäèìàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññóæäåíèé â
íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ïîëíîòû
êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òåîðåìó Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà î ðàäè-
óñå ïîëíîñòû, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî r(Λ) = πDBM(Λ) è äðóãóþ èçâåñòíóþ
òåîðåìó Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà (î ìóëüòèïëèêàòîðå) (ñì., íàïðèìåð, [104,
X-XI]), ïîëó÷àåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.10. Ïîäìîäóëü J ⊂ Pa íåòðèâèàëåí (ñîäåðæèò íåíó-
ëåâûå ôóíêöèè) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

dJ − cJ ≥ 2πDBM(ZJ ). (1.3.8)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.10 ñëåäóåò, ÷òî è çàäà÷à ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ â
ñëàáîì ñìûñëå íåòðèâèàëüíà ëèøü äëÿ ïîäìîäóëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
(1.3.8). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó-
÷àÿ:

dJ − cJ = 2πDBM(ZJ )

è
dJ − cJ > 2πDBM(ZJ ).

À èìåííî, âî ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå, íî íå ëîêàëèçóå-
ìûå â ñëàáîì ñìûñëå ïîäìîäóëè (òåîðåìû 1.1, 1.2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âî âòîðîì ñëó÷àå ýòî íå òàê, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ñîäåð-
æàùàÿ óäîáíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè óñòîé÷èâîãî
ïîäìîäóëÿ.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü J ⊂ Pa � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü.
Åñëè

dJ − cJ > 2πDBM(ZJ ), (1.3.9)

òî J íåòðèâèàëüíûé è ñëàáî ëîêàëèçóåìûé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà, Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà-
Àáàíèíà (òåîðåìà A âî Ââåäåíèè) è ñâîéñòâ âåñîâ èç Ω âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå íåíóëåâîé ôóíêöèè

φ0 ∈ Pa ⊂ Pa

ñî ñâîéñòâàìè

ZJ ⊂ Zφ0 , [hφ0(−π/2);hφ0(π/2)] ⊂ (cJ ; dJ ).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.9, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå J (φ0) ⊂ J . Ïðèìå-
íÿÿ òåîðåìó 1.3, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.4. Åñëè èíäèêàòîðíûé îòðåçîê óñòîé÷èâîãî ïîäìîäóëÿ
J ⊂ Pa íå êîìïàêòåí â (−a; a), ïîäìîäóëü J ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Â ÷àñòíîñòè, óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü J ⊂ Pa ëîêàëèçóåì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

cJ = −a, dJ = a.

Çàìå÷àíèå 1.11. Â ñèëó òåîðåìû 1.4, ñëåäñòâèå 1.3 ôàêòè÷åñêè ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî äëÿ íåòðèâèàëüíûõ óñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëåé J
òàêèõ, ÷òî

dJ − cJ = 2πDBM(ZJ ). (1.3.10)

Óêàæåì çäåñü ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ, â êîòîðîé íå ïðèìåíèìà òåîðåìà
1.4, íî ðàáîòàåò ñëåäñòâèå 1.3. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî äåëèòåëåì àë-
ãåáðû Øâàðöà P∞ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ φ0 ∈ P∞, äëÿ êîòîðîé âåðíà
èìïëèêàöèÿ

Φ ∈ P∞, Φ/φ0 ∈ H(C) =⇒ Φ/φ0 ∈ P∞.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî â ìîäóëå Øâàðöà Pa ãëàâ-
íûé ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ïðèíàäëåæàùèì åìó äåëèòåëåì àëãåáðû
Øâàðöà φ0, èìååò âèä

Jφ0 = {pφ0 : p ∈ C[z]},

è ñëåäîâàòåëüíî, ñëàáî ëîêàëèçóåì. Ïóñòü J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü
â ìîäóëå Øâàðöà Pa, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.3.10) è ñîäåðæàùèé
äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà φ0. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3, J � ñëàáî ëîêà-
ëèçóåìûé ïîäìîäóëü.

Ãëàâíûå ïîäìîäóëè, ïîðîæäåííûå äåëèòåëÿìè ïðîñòðàíñòâà P∞ â Pa,
áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïóíêòå, à òàêæå â ãëàâå 2 ïðè èçó÷åíèè
ãëàâíûõ ïîäìîäóëåé.
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1.3.3 Êëàññû ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ïîäìîäóëåé

Èç ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëÿõ, ïîëó÷åíííûõ â ï.2.1 íà-
ñòîÿùåé ãëàâû, è ñëåäñòâèÿ 1.3 è òåîðåìû 1.4 îá óñëîâèÿõ ñëàáîé ëîêàëè-
çóåìîñòè âûâåäåì ðÿä óòâåðæäåíèé î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè íåêîòîðûõ
êëàññîâ ïîäìîäóëåé â Pa.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî äåëèòåëåì ïðîñòðàíñòâà P∞ íà-
çûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà φ0 ∈ M∞, äëÿ êîòîðîãî
âåðíà èìïëèêàöèÿ

Φ ∈ P∞, Φ/φ0 ∈ H(C) =⇒ Φ/φ0 ∈ P∞.

Õàðàêòåðèçàöèÿ äåëèòåëåé àëãåáðû Øâàðöà P∞ áûëà ïîëó÷åíà åùå
Ë. Ýðåíïðàéñîì ([90, Theorem 1]):

Òåîðåìà E. Ôóíêöèÿ φ0 ∈ P∞ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì P∞ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

∃A > 0 : ∀x ∈ R ∃ y ∈ R : |x−y| ≤ Aln (|x|+e) è |φ0(y)| ≥ (|y|+e)−A.

(Â ñëó÷àå àëãåáðû Øâàðöà, î÷åâèäíî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ P∞ ÿâëÿ-
åòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì.)

Çàòåì, â ðàáîòå [107, Òåîðåìà 2.6] áûëî íàéäåíî ñëåäóþùåå îïèñàíèå
äåëèòåëåé ïðîñòðàíñòâà P(Ω),∞ äëÿ âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ω = {nω}∞n=1,

ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ (â ýòîì ñëó÷àå, êàê â àëãåáðå Øâàðöà, ëþáàÿ
ôóíêöèÿ ψ ∈ P(Ω),∞ � ìóëüòèïëèêàòîð P(Ω),∞):

Òåîðåìà G. Ôóíêöèÿ φ0 ∈ P(Ω),∞ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïðîñòðàíñòâà
P(Ω),∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃A > 0 : ∀x ∈ R ∃ y ∈ R : |x− y| ≤ Aω(x) è |φ0(y)| ≥ e−Aω(y).

Ôóíêöèè φ ∈ P∞ (èëè φ ∈ P(Ω),∞), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåî-
ðåìû E (ñîîòâåòñòâåííî, òåîðåìû G) íàçûâàþò ìåäëåííî óáûâàþùèìè
("slowly decreasing") â àëãåáðå P∞ (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, P(Ω),∞).

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà P(Ω),a, ãäå a ≤ ∞ è

Ω = {qnω}, 0 < qn ↗ 1,

ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [5, òåî-
ðåìà 1], [3, òåîðåìà 2]:

94



Òåîðåìà H.Ìóëüòèïëèêàòîð φ0 ïðîñòðàíñòâà P(Ω),a, ãäå Ω = {qnω}∞n=1,
ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ, ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∀δ > 0 ∃ r0 > 0 : ∀x ∈ R : |x| ≥ r0 ∃ y ∈ R :

|x− y| ≤ δω(x) è |φ0(y)| ≥ e−εω(y).

Ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïóñòü Pa = Pa èëè PΩ,a, ãäå Ω � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ.

Åñëè φ ∈ Pa � äåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà P∞, òî
Jφ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà Pa = Pa, î÷åâèäíî, áóäåò

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}.

Ïóñòü òåïåðü φ � äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞ è ψ = νφ ∈ J (φ). Òî-
ãäà ν ∈ PΩ,a � ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ íà âåñà ωn (îíè êàíîíè÷åñêèå è óäîâëåòâîðÿþò
(0.3.5), (0.3.6)), ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè ìíîãî-
÷ëåíàìè íà âåùåñòâåííîé îñè èç [103, VI.H] (ñì. öèòèðîâàííûå â äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.4 òåîðåìû K è L). Èç íèõ âûâîäèì ñóùåñòâîâà-
íèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ {pk}, ñõîäÿùåéñÿ ê ν â íîðìå

∥ · ∥ = sup
x∈R

| · |
eωn(x)

äëÿ íåêîòîðãî n â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ω) (äëÿ âñåõ n, â ñëó÷àå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ω}). Èç ýòîãî ôàêòà, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàññóæ-
äåíèÿ òèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà [1, § 1.4], [103, VI.H.2] è îïðåäåëåíèå
ìóëüòèïëèêàòîðà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

pkφ→ νφ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà PΩ,a.

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ ∈ Jφ. È çíà÷èò, Jφ = J (φ), òî åñòü ãëàâíûé ïîäìîäóëü
Jφ ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Òåîðåìà 1.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèáî
1) PΩ,a � ìîäóëü, ïîðîæäåííûé òàêîé æå âåñîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ, êàê â ñëåäñòâèè 1.2, S = {φα} ⊂ Pa � ñåìåéñòâî ôóíêöèé ìè-
íèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ φα0 ∈ S �
äåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞;
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ëèáî
2) PΩ,a � ìîäóëü, ïîðîæäåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êàíîíè÷åñêèõ âå-
ñîâ Ω = {ωn}, S = {φα} ⊂ Ma � ñåìåéñòâî ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è â S íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ φα0 � äåëèòåëü ïðî-
ñòðàíñòâà PΩ,∞.

Òîãäà ïîäìîäóëü J , ïîðîæäåííûé ñåìåéñòâîì S â PΩ,a, ñëàáî ëîêà-
ëèçóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.2 è çàìå÷àíèÿ 1.4, J � óñòîé÷è-
âûé ïîäìîäóëü. Äëÿ ýòîãî ïîäìîäóëÿ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.3.10), è
îí ñîäåðæèò ôóíêöèþ φα0 , ïîðîæäàþùóþ ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé
ïîäìîäóëü Jφα0 (ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.11).

Òàê êàê Jφα0 ⊂ J , ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 1.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî J � ñëàáî
ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü.

Çàìå÷àíèå 1.12. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1.3, âî âòîðîì óòâåðæäåíèè òåî-
ðåìû 1.5 âìåñòî óñëîâèÿ S ⊂ Ma ìîæåì ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ: ñóùåñòâóåò ψ0 ∈ S

⋂
Ma, òàêàÿ, ÷òî

ψ0 = lim
k→∞

pk â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà PΩ,a, pk ∈ C[z]

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pk} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (UB)
(ñì. çàìå÷àíèå 1.3).

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü Pa � ëþáîé èç ìîäóëåé Pa, P(Ω),a èëè P{Ω},a, ãäå
Ω � ïðàâèëüíàÿ âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Òîãäà çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà J ⊂ Pa, ðàññìîòðåííûå â ïðåä-
ëîæåíèÿõ 1.5, 1.6, 1.7, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëàáî ëîêàëèçóåìûå ïîäìî-
äóëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà J èç óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
óñòîé÷èâûìè ïîäìîäóëÿìè. Ýòî äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèÿõ 1.5, 1.6, 1.7.
Êðîìå òîãî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ
äëÿ ïîäìîäóëÿ J ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (1.3.9).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.4, çàêëþ÷àåì, ÷òî J � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîä-
ìîäóëü.
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1.4 Ðåøåíèå çàäà÷è î ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì

ñèíòåçå â ïðîñòðàíñòâå Ea
1.4.1 Ñïåêòð D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

Èç îòìå÷åííîé âûøå íåîáõîäèìîñòè óñòîé÷èâîñòè ïîäìîäóëÿ äëÿ åãî
ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè è ïðåäëîæåíèÿ 1.3 ñëåäóåò, ÷òî îæèäàòü ñèíòåçè-
ðóåìîñòè â ñëàáîì ñìûñëå ìîæíî òîëüêî äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ W ⊂ Ea, àíííóëÿòîðíûå ïîäìîäóëè êîòîðûõ óñòîé÷èâû. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå äâîé-
ñòâåííîå ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïåðâûé øàã íà ýòîì ïóòè áûë ñäåëàí â ðàáîòå [71] äëÿ D-èíâàðè-
àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Ea = C∞(−a; a). Åå àâòîðû îïðå-
äåëèëè ñïåêòð σW ïîäïðîñòðàíñòâà W êàê äîïîëíåíèå C äî ìíîæåñòâà
ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D : W → W,
òî åñòü äî ìíîæåñòâà òî÷åê µ ∈ C ñî ñâîéñòâîì:

(D − µ id) : W → W

� áèåêöèÿ, ãäå id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Åñëè µ ∈ C � ðåãóëÿðíàÿ
òî÷êà, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð

(D − µ id)−1 : W → W.

Â òåîðåìå 2.1 è ïðåäëîæåíèè 3.1 ðàáîòû [71] áûëè óñòàíîâëåíû ñëå-
äóþùèå ôàêòû:
1) ñïåêòð σW D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ C∞(−a; a) ëèáî
ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êî-
íå÷íîå èëè ñ÷åòíîå (ìîæåò áûòü, ïóñòîå) ìíîæåñòâî (êðàòíûõ) òî÷åê â
C ñ åäèíñòâåííîé âîçìîæíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé â áåñêîíå÷íîñòè;
2) åñëè σW ̸= C, òî J = F(W 0) óñòîé÷èâ âî âñåõ òî÷êàõ λ ̸∈ iσW (ñëåäîâà-
òåëüíî, êàê óæå îòìå÷àëîñü â ï.1.2.1, ñîãëàñíî [20, ïðåäëîæåíèÿ 4.2�4.6],
ïîäìîäóëü J óñòîé÷èâ âî âñåõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).

Âòîðîå èç òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé ïîëó÷åíî â
ðàáîòå [71] â äðóãîé ôîðìå, òàê êàê àâòîðû ýòîé ðàáîòû íå èñïîëüçîâàëè
äâîéñòâåííûé ìåòîä ïåðåõîäà ê ïîäìîäóëÿì öåëûõ ôóíêöèé.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü àíàëîã ïåðâîãî èç ïðè-
âåäåííûõ óòâåðæäåíèé î ñïåêòðå äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ïðîñòðàíñòâà Ea â îáùåì ñëó÷àå (âêëþ÷àþùåì ïðîñòðàíñòâà Ω-ÓÄÔ), à
òàêæå äîêàçàòü, ÷òî äèñêðåòíîñòü ñïåêòðà σW D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà W ⊂ Ea ðàâíîñèëüíà óñòîé÷èâîñòè åãî àííóëÿòîðíîãî ïîäìî-
äóëÿ J = F(W 0).
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Ïðåäëîæåíèå 1.12. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, J � åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü.
Òî÷êà µ ∈ C áóäåò ðåãóëÿðíîé äëÿ ñóæåíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ

D : W → W

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû îáà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ:
1) iµ ̸∈ ZJ ;
2) ïîäìîäóëü J óñòîé÷èâ â òî÷êå λ = iµ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü.
1) Åñëè µ ̸∈ σW , òî, î÷åâèäíî, eµt ̸∈ W, è çíà÷èò, ñîãëàñíî ïðèíöèïó
äâîéñòâåííîñòè, iµ ̸∈ ZJ .
2) Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ = 0.

Ïóñòü φ ∈ J , φ(0) = 0. Îáîçíà÷èì

S = F−1(φ), S̃ = iF−1(
φ

z
),

D∗ � îïåðàòîð îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äåéñòâóþùèé â E ′a è
ñîïðÿæåííûé ê D. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

F(D∗(S̃)) = φ.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

D∗(S̃) = S.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ W íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ W, òàêàÿ, ÷òî
Dg = f. Ïîýòîìó

S̃(f) = S̃(Dg) = D∗(S̃)(g) = S(g) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
S̃ ∈ W 0,

φ

z
∈ J .

Äîñòàòî÷íîñòü.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî µ = 0.

Ïóñòü A � îïåðàòîð îáðàòíîãî ñäâèãà, äåéñòâóþùèé â Pa ïî ôîðìóëå

A(ψ)(z) =
ψ(z)− ψ(0)

z
.

Ðàññìàòðèâàÿ Ea êàê ðåàëèçàöèþ ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî P ′
a (÷òî âîç-

ìîæíî â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ), âèäèì, ÷òî ïîäíÿòèå
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Â ñîïðÿæåííîãî ê A îïåðàòîðà A∗, äåéñòâóåò â Ea è óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-
íîøåíèþ:

DÂ(f) = −if, f ∈ Ea. (1.4.1)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîäíÿòèÿ D̂ ñîïðÿæåííîãî D∗ ê îïåðàòîðó äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ D èìååì

AD̂(φ) = −iφ (1.4.2)

(D̂ äåéñòâóåò â Pa).
Ïóñòü J � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü è 0 ̸∈ ZJ . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

ñëó÷àé, êîãäà J = Jφ, φ(0) = 1. Îáîçíà÷àÿ S = F−1(φ), ìîæåì íàïèñàòü

W = WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . . }. (1.4.3)

Äëÿ g ∈ WS ïîëîæèì

f = iÂ(g)− S(iÂ(g)). (1.4.4)

ßñíî, ÷òî S(f) = 0. Â ñèëó (1.4.1) áóäåò

Df = g,

Ïîýòîìó
S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . .

È çíà÷èò, f ∈ WS.
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð D : WS → WS ñþðúåêòèâåí. Èíúåêòèâíîñòü

ýòîãî îïåðàòîðà î÷åâèäíà: òàê êàê φ(0) = 1, óðàâíåíèå Df = 0 èìååò â
WS òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Ïóñòü òåïåðü W � ïðîèçâîëüíîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïî óñëîâèþ â åãî àííóëÿòîðíîì ïîäìîäóëå J íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ φ òàêàÿ,
÷òî φ(0) = 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ ∈ J èìååì

ψ = z
ψ − ψ(0)φ

z
+ ψ(0)φ.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè J ñëåäóåò, ÷òî

J = zJ + Jφ.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, W = W1

⋂
WS, ãäå W1 � D-èíâàðè-

àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü êîòîðîãî åñòü zJ , à
WS � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå ïî ôóíêöèîíàëó
S = F−1(φ) ôîðìóëîé (1.4.3). Äëÿ ôóíêöèè g ∈ W îïðåäåëèì ôóíêöèþ
f ïî ôîðìóëå (1.4.4). Êàê è âûøå, âèäèì, ÷òî f ∈ WS. Ó÷èòûâàÿ (1.4.1),
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(1.4.2), ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ f ∈ W1. Ñëåäîâàòåëüíî,
f ∈ W, è D : W → W � ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð. Èíúåêòèâíîñòü ýòîãî
îïåðàòîðà î÷åâèäíà.

Ñëåäñòâèå 1.5. Äëÿ ñïåêòðà D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂
Ea èìååò ìåñòî îäíî èç ñîîòíîøåíèé:
ëèáî σW = −iZJ , ãäå J = F(W 0) (÷òî ðàâíîñèëüíî óñòîé÷èâîñòè àí-
íóëÿòîðíîãî ïîäìîäóëÿ J ),
ëèáî σW = C (ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ïîäìîäóëü J íåóñòîé÷èâ).

1.4.2 Êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî
ñèíòåçà è åãî ñëåäñòâèÿ

Â ñèëó ñïåöèàëüíîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèÿ 1.2) è
ñëåäñòâèÿ 1.5, êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äà-
åòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, äâîéñòâåííîé ê òåîðåìå 1.3.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

Ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî
åñòü èìååò âèä (1.1.2), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî àííóëÿòîðíûé
ïîäìîäóëü J = F(W 0) ñîäåðæèò ôóíêöèþ φ ñî ñâîéñòâîì J (φ) ⊂ J .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3∗ âìåñòî òåîðåìû 1.3,
äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà C∞(−a; a)
âûâîäèì òàêîé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 1.7∗. Ïóñòü W ⊂ C∞(−a; a) � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

Ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî
åñòü èìååò âèä (1.1.2), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî àííóëÿòîðíûé
ïîäìîäóëü J = F(W 0) ñîäåðæèò ôóíêöèþ φ ñî ñâîéñòâîì: J (φ) = Jφ.

Ñíîâà ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñïåöèàëüíûé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè
(ïðåäëîæåíèå 1.2) è ñëåäñòâèå 1.5, â êà÷åñòâå äâîéñòâåííîãî ê ñëåäñòâèþ
1.3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

Ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, òî
åñòü èìååò âèä (1.1.2), åñëè åãî àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü J = F(W 0)
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ñîäåðæèò ôóíêöèþ φ, ïîðîæäàþùóþ ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîä-
ìîäóëü.

Â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâî âèäà

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2 . . . },

ãäå S ∈ E ′a � ôèêñèðîâàííûé ôóíêöèîíàë, äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëü-
íûé ñèíòåç òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ φ = F(S) ïîðîæäàåò
â Pa ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü.

Èëëþñòðàöèåé ê ñëåäñòâèþ 1.6 ñëóæèò ïîäïðîñòðàíñòâî WS ïîðîæ-
äåííîå ôóíêöèîíàëîì S, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ:
φ = F(S) � äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà P∞ = P∞ èëè PΩ,∞, ãäå Ω = {ωn}
ñîñòîèò èç êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1.11, àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Äâîéñòâåíííûì ê ïðåäëîæåíèþ 1.10 áóäåò

Ïðåäëîæåíèå 1.13. D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , õàðàêòå-
ðèñòèêè êîòîðîãî ïîä÷èíåíû óñëîâèþ

2πDBM(EW ) = 2r(EW ) > |IW |,

òðèâèàëüíî, òî åñòü ñîâïàäàåò ñî âñåì Ea (íàïîìíèì, ÷òî EW � ñî-
ñòàâëåííîå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû
ExpW âñåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â W ).

Äâîéñòâåííûå óòâåðæäåíèÿ ê òåîðåìå 1.4 è ñëåäñòâèþ 1.4 ñîáðàíû â
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü W ⊂ Ea � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

1) Åñëè
2πDBM(iσW ) = 2r(iσW ) < |IW |,

ãäå |IW | � äëèíà ïðîìåæóòêà IW , òî ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò
ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

2) Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê IW íå êîìïàêòåí
â (−a; a), òî ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-
òåç.

3) W äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà IW = (−a; a).
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Çàìå÷àíèå 1.13. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [70] ìåòîäàìè, îòëè÷íûìè îò
äâîéñòâåííîé ñõåìû, à èìåííî, ðàçâèâàþùèìè ïîäõîä À.Àëåìàíà è Á.Êî-
ðåíáëþìà èç [71], áûëè ïîëó÷åíû óòâåðæäåíè å ïðåäëîæåíèÿ 1.13 è
óòâåðæäåíèÿ ïï. 1) è 2) òåîðåìû 1.8 â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà C∞(a; b).
Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ íåçàâèñèìî íàìè áûëà ðåàëèçîâàíà äâîéñòâåí-
íàÿ ñõåìà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà è ñ åå ïîìîùüþ äîêàçàíû ýòè æå
óòâåðæäåíèÿ (ñì. ðàáîòû [2] è [5] èç "Ñïèñêà ðàáîò àâòîðà"íà ñ. 281).

Ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû ïîëó÷àþòñÿ êàê óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííûå
ê ïðåäëîæåíèÿì 1.5, 1.6, 1.7 è òåîðåìå 1.6.

Òåîðåìà 1.9. 1) Ïóñòü W ⊂ E∞ � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ
íåîãðàíè÷åííûì ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW .

Åñëè âåðíà èìïëèêàöèÿ

f ∈ W, S ∈ W 0 =⇒ S(f(t+ h)) = 0 ∀h ∈ I ÷ ch suppS, (1.4.5)

ãäå ch suppS � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íîñèòåëÿ (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèÿ
S, òîW � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåê-
òðàëüíûé ñèíòåç.

2) Ïóñòü a < +∞, W ⊂ Ea � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ íå
êîìïàêòíûì â (−a; a) ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW , òàêîå, ÷òî â
W 0 èìååòñÿ ôóíêöèîíàë S0 ñî ñâîéñòâîì F(S0) ∈Ma.

Åñëè èìïëèêàöèÿ (1.4.5) âåðíà, òî W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà S ∈ E ′a è îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî èíòåðâàëà

I ⊂ (−a; a) : Ĩ := I ÷ ch suppS ̸= ∅,

ðàññìîòðèì "ëîêàëüíûé"îïåðàòîð ñâåðòêè

TS,I : Ea → E(Ĩ),

îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

g = TS,I(f), g(y) = S(f(x+ y)), y ∈ Ĩ .

ßäðî ýòîãî îïåðàòîðà WS,I := kerTS,I � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â Ea ñ ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW = I è ñïåêòðîì σW = (−iZφ),
ãäå φ = F(S), Zφ � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ.
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Òåîðåìà 1.10. ßäðî "ëîêàëüíîãî"îïåðàòîðà ñâåðòêè WS,I äîïóñêàåò
ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü {Sα} ⊂ E ′a � ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ, íîñèòåëü
êàæäîãî èç êîòîðûõ åñòü {0}, I ⊂ (−a; a) � îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íûé ïðîìåæóòîê, 0 ∈ I.

Åñëè φα0 = F(Sα0) ∈ Ma äëÿ íåêîòîðîãî α0, òî D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W =

⋂
α

kerTSα,I äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèí-

òåç.

Â ñèëó ôàêòîâ î ïîäìîäóëÿõ, óñòàíîâëåííûõ âûøå (òåîðåìû 1.1 è
1.2), ñðåäè D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W ñ äèñêðåòíûìè ñïåêòðà-
ìè σW , òàêèìè, ÷òî

2πDBM(iσW ) = 2r(iσW ) = |IW |,

èìåþòñÿ êàê äîïóñêàþùèå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç (ñì., íàïðèìåð,
ñëåäñòâèå 1.6), òàê è íå äîïóñêàþùèå åãî. Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìóëè-
ðîâêó ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü Pa = Pa èëè PΩ,a, ãäå Ω = {nω}, ïðè÷åì

ρ̃ = lim
|x|→∞

lnω(x)

ln |x|
<

1

4
.

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü φ ∈ Pa òàêàÿ æå, êàê â òåîðåìå 1.1 èëè φ ∈ PΩ,a

� êàê â òåîðåìå 1.2. Ïîëîæèì S = F−1(φ) ∈ E ′a,

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . . }

Òîãäà WS � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì, íå äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

1.4.3 Ïðèìåðû íåóñòîé÷èâûõ ïîäìîäóëåé è D-èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ íåäèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì

Â ñëåäñòâèè 1.5 óñòàíîâëåíî, ÷òî íåòðèâèàëüíîåD-èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea ëèáî èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð (⇐⇒ óñòîé÷èâûé
àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü), ëèáî σW = C (⇐⇒ àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü
J = F(W 0) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âïåðâûå çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äëÿ îïå-
ðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C∞(a; b) áûëà ðàññìîòðåíà
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À. Àëåìàíîì è Á. Êîðåíáëþìîì. Â òîì ÷èñëå îíè ïîñòðîèëè ñëåäóþ-
ùèé ïðèìåð D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Wc,d ⊂ C∞(a; b), ñïåêòð
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ: ïóñòü c, d ∈ (a; b),
c ̸= d,

Wc,d = {f ∈ C∞(a; b) : f (k)(c) = f (k)(d) = 0, ∀ k = 0, 1, 2, . . . }.

Ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå ýòîãî ïðèìåðà, à èìåííî: ñòðîèì íåóñòîé-
÷èâûé 2-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü Jφ1,φ2 ∈ Pa ñ íåïóñòûì íóëåâûì ìíî-
æåñòâîì. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäïðîñòðàíñòâî W â Ea, äëÿ êîòîðîãî ýòîò
ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ àííóëÿòîðíûì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð íåòðè-
âèàëüíîãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåãî ýêñïîíåíòû
(òî åñòü ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì EW ), ñî ñïåêòðîì σW = C.

Ïðåäëîæåíèå 1.14. Ïóñòü φ1, φ2 � êàêèå-íèáóäü ôóíêöèè èç Pa ñ èí-
äèêàòîðíûìè äèàãðàììàìè i[c1; d1], i[c2; d2] è íóëåâûìè ìíîæåñòâàìè
Z1, Z2, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì Z1

⋂
Z2 ̸= ∅.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

[c1; d1] ⊂ (−a; 0), [c2; d2] ⊂ (0; a),

òî 2-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü Jφ1,φ2 íå óñòîé÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ZJφ1,φ2 = Z1

⋂
Z2, à èíäèêàòîðíûé îòðåçîê

ïîäìîäóëÿ Jφ1,φ2 åñòü [c1; d2].
Ñîãëàñíî ñïåöèàëüíîìó ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.2)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea òà-
êîå, ÷òî F(W 0) = J , ïðè ýòîì IW = [c1; d2], EW = Z1

⋂
Z2.

Òàêæå, â ñèëó äâîéñòâåííîñòè, åñëè f ∈ Ea, òî

f ∈ W ⇐⇒ Sj(f
(k)) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , j = 1, 2, (1.4.6)

ãäå Sj = F−1(φj) j = 1, 2. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Ea îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà ìíîæåñòâå [c1 − ε; d1 + ε]

⋃
[c2 − ε; d2 + ε] ïðè íåêîòîðîì ε > 0,

òî f ∈ W.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìîäóëü Jφ1,φ2 óñòîé÷èâ. Òîãäà, çàìå÷àÿ, ÷òî

2πDBM(ZJ ) < d2 − c1 è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.4, âûâîäèì, ÷òî Jφ1,φ2 �
ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü, è çíà÷èò,

W = WIW + span(ExpW ).

Ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ ExpW ñòðîèòñÿ ïî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîêàçàòåëåé EW = Z1

⋂
Z2. Ïîýòîìó îíà íå ïîëíà â ïðî-

ñòðàíñòâàõ C[cj; dj], j = 1, 2.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g ∈ W , ðàâíóþ íóëþ íà [c1; d1]
⋃
[c2; d2], íî òà-

êóþ, ÷òî g ̸= 0 íà IW . Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî g åñòü ýëåìåíò
çàìûêàíèÿ ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà span(ExpW ) â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâà
C[c1; d1], C[c2; d2], C[c1; d2]. Íî òîãäà, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷å-
ñêîãî â ñðåäíåì ïðîäîëæåíèÿ (ñì. [32, § 9]), [46, § 1],

g = 0 íà IW = [c1; d2].

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìå÷àíèå 1.14. Íåòðóäíî ïîñòðîèòü m-ïîðîæäåííûå íåóñòîé÷èâûå
ïîäìîäóëè â Pa äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m > 1, èñïîëüçóÿ òó æå
ñõåìó, ÷òî è â ïðåäëîæåíèè 1.14.

Êàê ìû óæå âèäåëè ðàíåå, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñëà-
áîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëÿ â ìîäóëå Pa ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåãî äâóõ
ñâîéñòâ: óñòîé÷èâîñòè è b-íàñûùåííîñòè. Ðàññìîòðåíèå ãëàâíûõ ïîäìî-
äóëåé â ï.2.2 ïîêàçàëî, ÷òî âòîðîå èç ýòèõ ñâîéñòâ, b-íàñûùåííîñòü, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî � óñòîé÷èâîñòè. Òåïåðü ìû
ïðèâîäèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî è b-íàñûùåííîñòü ïîäìîäóëÿ íå
îáÿçàòåëüíî âëå÷åò åãî óñòîé÷èâîñòü.

Ïóñòü a < +∞. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ:

S+
k = [a(1− 2−k); a(1− 2−k + 2−k−2)],

S−
k [−a(1− 2−k + 2−k−2);−a(1− 2−k)], k = 1, 2, . . .

Ïîëîæèì

W =

{
f ∈ Ea : f = 0 íà

∞⋃
k=1

(S+
k

⋃
S−
k )

}
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

EW = ∅, IW = (−a; a).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî σW = ∅, ëèáî σW = C. Ïåðâîå íåâîçìîæíî, ïîòîìó
÷òî â òàêîì ñëó÷àå, â ñèëó òåîðåìû 1.8, ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêà-
ëî áû ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç è, çíà÷èò, ðàâíÿëîñü áû {0̄}, ÷òî
íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, σW = C. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.5, àííóëÿòîð-
íûé ïîäìîäóëü J = F(W 0) íå óñòîé÷èâ. Íî ïðè ýòîì èíäèêàòîðíûé
îòðåçîê ïîäìîäóëÿ J åñòü IW = [−a; a] (ïðåäëîæåíèå 1.2). Ïîýòîìó, â
ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.9, J � b-íàñûùåííûé ïîäìîäóëü.
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Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû b-íàñûùåííûõ è íåóñòîé÷è-
âûõ ïîäìîäóëåé J̃ ñ ZJ̃ ̸= ∅. Ïóñòü S = {φ+

k , φ
−
k } ⊂ Pa � ñåìåéñòâî

ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà ôóíêöèè φ±
k åñòü (iS±

k ) è

Λ :=
⋂
k

(Zφ+
k

⋂
Zφ−

k
) ̸= ∅.

Òîãäà ïîäìîäóëü J̃ , ïîðîæäåííûé ñåìåéñòâîì S, b-íàñûùåííûé, òàê êàê
åãî èíäèêàòîðíûé îòðåçîê åñòü [−a; a], ïðè ýòîì îí íåóñòîé÷èâ è ZJ̃ = Λ.

(Äëÿ ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ ó ïîäìîäóëÿ J̃ ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè íóæíî
èñïîëüçîâàòü ðàññóæäåíèÿ, ñõîäíûå ñ ïðèìåíåííûìè â äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 1.14).
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Ãëàâà 2

Ãëàâíûå ïîäìîäóëè â ìîäóëå

Øâàðöà

2.1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ãëàâíûõ ïîäìîäóëåé,
â òîì ÷èñëå óòî÷íåíèþ èõ àëãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû
è âûÿñíåíèþ óñëîâèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè.

Êàæäàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ Pa ïîðîæäàåò äâà, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàçëè÷íûõ ïîäìîäóëÿ: ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ = {pφ : p ∈ C[z]} è ïîä-
ìîäóëü J (φ), ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ Pa, òàêèõ, ÷òî ÷àñòíîå
(ψ/φ) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1. ßñíî, ÷òî
íóëåâîå ìíîæåñòâî êàæäîãî èç óêàçàííûõ ïîäìîäóëåé ñîâïàäàåò ñ Zφ,
à èíäèêàòîðíûé îòðåçîê êàæäîãî èç íèõ ðàâåí èíäèêàòîðíîìó îòðåç-
êó [cφ; dφ] ôóíêöèè φ, ãäå cφ = −hφ(−π/2), dφ = hφ(π/2). Èç ñàìîãî
îïðåäåëåíèÿ ïîäìîäóëÿ J (φ) ñëåäóåò, ÷òî îí ñëàáî ëîêàëèçóåì. Ïîýòî-
ìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Jφ ⊆ J (φ).

Ðàâåíñòâî
Jφ = J (φ) (2.1.1)

ýêâèâàëåíòíî ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ, è ïîýòîìó
âåðíî íå äëÿ êàæäîé ôóíêöèè φ ∈ Pa.

Âñþäó äàëåå â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäóëü Øâàðöà Pa è åãî
ïîäìîäóëè.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ìû îáñóæäàåì ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíîñòè ðåàëè-
çàöèè ðàâåíñòâà (2.1.1).
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(I) Ïîäìîäóëü J (φ), à çíà÷èò, è ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ, ñîäåðæèò òîëüêî
ôóíêöèè âèäà pφ, p ∈ C[z]. Èíûìè ñëîâàìè, îáðàçóþùàÿ φ òàêîâà, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1, ïðåä-
ñòàâèìûõ â âèäå Φ/φ, Φ ∈ Pa, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ C[z].
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî îáà ïîäìîäóëÿ, Jφ è J (φ), àëãåáðàè÷åñêè ïî-
ðîæäåíû.

(II) Ìíîæåñòâî J (φ) \ {pφ : p ∈ C[z]} íå ïóñòî, è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
Φ ∈ J (φ) ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pα,
òàêàÿ, ÷òî pαφ→ Φ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîé èç óêàçàííûõ âîçìîæ-
íîñòåé, (I), ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ φ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}. (2.1.2)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå "φ � äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà P∞"íå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (2.1.2). Â êà÷åñòâå
îáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàìè ïîñòðîåí ïðèìåð (òåîðåìà 2.1).

Ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ (II), ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Pa,0 = F(C∞
0 (−a; a)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà [58, òåîðåìà 7.3.1], Pa,0 � ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Pa, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç òåõ ôóíêöèé
φ ∈ Pa, êîòîðûå óáûâàþò âäîëü âåùåñòâåííîé îñè áûñòðåå ëþáîé ôóíê-
öèè âèäà |x|−n, n = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (II) èìååòñÿ î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ: ïîäìîäóëü Jφ äîëæåí
ñîäåðæàòü ýëåìåíòû âèäà ωφ, ãäå ω � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà, òî åñòü äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

Jφ \ {pφ : p ∈ C[z]} ≠ ∅, (2.1.3)

Ìû óñòàíàâëèâàåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ôóíê-
öèÿ φ ïîðîæäàåò ãëàâíûé ïîäìîäóëü, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì
(2.1.3) (òåîðåìà 2.2).

Åñëè ôóíêöèÿ φ, ïîðîæäàþùàÿ ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ, ëåæèò â Pa,0,
òî çàäà÷à î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ýòîãî ïîäìîäóëÿ îêàçûâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîé çàäà÷å î âåñîâîé àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíàìè â íåêîòîðîé
íåìåòðèçóåìîé (!) òîïîëîãèè. Êàê ìû óæå âèäåëè â ãëàâå 1, ýòà çàäà÷à

108



ìîæåò íå èìåòü ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ïàðàãðàôå 2.3 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ïðèìåðû ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé φ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïîëîæè-
òåëüíîå ðåøåíèå òîæå âîçìîæíî.

Ýòè ïðèìåðû ïîäâîäÿò íàñ ê îáùåìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñëàáîé
ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ, èìåþùåìó ôîðìó îãðàíè÷åíèé
íà ïîâåäåíèå ôóíêöèè ln |φ| (òåîðåìà 2.4 â ïàðàãðàôå 2.4).

Èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.4 ñîäåðæàòñÿ â ïàðàãðàôå 2.5.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîáíîãî êðèòåðèÿ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíî-
ãî ïîäìîäóëÿ Jφ â òåðìèíàõ àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíàìè â âåñîâîé
íîðìå, îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé φ, ìû óòî÷íÿåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ. À èìåííî, äîêàçûâàåì, ÷òî, õîòÿ òîïîëîãèÿ
ïðîñòðàíñòâà Pa íåìåòðèçóåìàÿ (îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-âûïóêëûì ïðî-
ñòðàíñòâîì òèïà (LN∗)), ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñîâïàäàåò ñ ñåêâåíöè-
àëüíûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà {pφ p ∈ C[z]}, òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè Φ ∈ Jφ èìååòñÿ ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pk}∞k=1,
òàêàÿ, ÷òî

pkφ→ Φ

â òîïîëîãèè Pa (ýêâèâàëåíòíî, â íîðìå îäíîãî èç ïðîñòðàíñòâ Pn, ñì.
(0.3.8)). Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðå-
ìû 2.6.

Âåñîâîé êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ (òåî-
ðåìà 2.7) âûâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2.6.

Òåîðåìà 2.6 ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü îäèí ðåçóëüòàò ðàáîòû [72], êàñàþ-
ùèéñÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà C∞(−a; a), äâîé-
ñòâåííûõ ê óñòîé÷èâûì ïîäìîäóëÿì ñ êðèòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì õà-
ðàêòåðèñòèê (äëèíû èíäèêàòîðíîãî îòðåçêà è ðàäèóñà ïîëíîòû íóëåâîãî
ìíîæåñòâà). Àâòîðàìè ðàáîòû [72] áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îïðåäå-
ëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C, DBM(Λ) < ∞, íàçûâàåòñÿ ñèíòåçè-
ðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (è ïîòîìó äîïóñêàþùåå ñëàáûé
ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç) D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ñî ñïåêòðîì
(−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì [−πDBM(Λ); πDBM(Λ)].

Â êà÷åñòâå óòî÷íåíèÿ êðèòåðèÿ ñèíòåçèðóåìîñòè êîìïëåêñíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, óñòàíîâëåííîãî â òåîðåìå 2.1 ðàáîòû [72], èç ñêàçàííîãî
âûøå è òåîðåìû 2.6 ìû ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C ñèíòåçèðóåìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ = Zφ äëÿ íåêîòîðîé φ ∈ Pa, ïîðîæäàþùåé â Pa

ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü.

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïîäìîäóëÿìè â Pa è D-
èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà Ea (ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è
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1.3), âìåñòå ñ êàæäûì óòâåðæäåíèåì î ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâíîãî
ïîäìîäóëÿ, ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé φ ∈ Pa, âîçíèêàåò ýêâèâàëåíòíîå
äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå î äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèí-
òåçà D-èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . . },

ãäå S � (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà êîòî-
ðîãî åñòü φ.

2.2 Àëãåáðàè÷åñêàÿ (íå)ïîðîæäåííîñòü ãëàâ-

íîãî ïîäìîäóëÿ Jφ è ïîäìîäóëÿ J (φ)

2.2.1 Ïðèìåð ïîäìîäóëÿ âèäà J (φ), ïîðîæäåííîãî
ôóíêöèåé φ ∈ P∞, íå ÿâëÿþùåéñÿ äåëèòåëåì
àëãåáðû Øâàðöà

Ïóñòü a > π. Ïîëîæèì

φ(z) =
s(z)

s1(z)
+
πzs(z)

s0(z)
,

ãäå

s(z) =
sin πz

πz
, s1(z) = s(

√
z) =

sinπ
√
z

π
√
z

, s0(z) =
∞∏
k=1

(
1 +

z

22k

)
.

(2.2.1)
Íàïîìíèì óæå èñïîëüçîâàâøèåñÿ â ãëàâå 1 îöåíêè äëÿ ôóíêöèé s è

s1:

|s(z)| ≤ c0e
π|Im z|

π(1 + |z|)
, z ∈ C, (2.2.2)

|s(z)| ≥ mde
π|Im z|

π|z|
, |z − k| ≥ d, k ∈ Z, (2.2.3)

ãäå c0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, d ∈ (0; 1/2) � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, md

� ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò d. Èç (2.2.2) ñëåäóåò, ÷òî öåëàÿ
ôóíêöèÿ s1 äîïóñêàåò îöåíêó ñâåðõó:

|s1(z)| ≤
c0e

π
√

|z|| sin(θ/2)|

π(1 +
√
|z|)

, z = reiθ, −π < θ ≤ π, r > 0. (2.2.4)
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Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 ìû òàêæå èñïîëüçóåì ëåììû 1.2 è 1.3
èç ãëàâû 1.

Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ φ ñîäåðæèòñÿ â Pa è íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
àëãåáðû Pa. Ïîäìîäóëè Jφ è J (φ) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ1 = s/s1. Äëÿ ýòîé ôóíêöèÿ
íà âåùåñòâåííîé îñè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè

|φ1(x)| ≤
c0

πcd0e
π
√

|x|
, x ≤ 0, (2.2.5)

|φ1(x)| ≤
c0e

3d0π

πcd0
, x > 0. (2.2.6)

Ïåðâàÿ èç ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îöåíîê (2.2.2) è
(1.2.28) (ëåììà 1.2), à âòîðàÿ, (2.2.6), âûâîäèòñÿ èç íèõ æå ñòàíäàðòíû-
ìè ïðèåìàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Èç îöåíîê (2.2.5) è (2.2.6), â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ φ1 îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíà èìååò òèï π
ïðè ïîðÿäêå 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî

φ1 ∈ Pa. (2.2.7)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ2 = (πzs)/s0 òîæå ñîäåðæèòñÿ â Pa. Ýòà
ôóíêöèÿ, êàê è ôóíêöèÿ φ1, èìååò òèï π ïðè ïîðÿäêå 1.

Èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.3, ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0; 1/2) íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîå, ÷òî âíå îáúåäèíåíèÿ
êîëåö

Aj = {(1− ε)4j ≤ |z| ≤ (1 + ε)4j}, j = 1, 2, . . . ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ln |s0(z)| ≥ δ (ln (|z|+ 1))2 . (2.2.8)

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ

x ̸∈
∞⋃
j=1

(−(1 + ε)4j;−(1− ε)4j)
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áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

ln |s0(x)| ≥ δ (ln (|x|+ 1))2 . (2.2.9)

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèè φ2 â èíòåðâàëàõ

(−(1 + ε)4j;−(1− ε)4j), j ∈ N, (2.2.10)

çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (2.2.8) íà ãðàíèöå êîëüöà Aj èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ln |φ2(z)| ≤ ln

∣∣∣∣ sinπz

1− z2/42j

∣∣∣∣+ 2ln (2 + ε)− δ
(
ln ((1− ε)4j + 1)

)2
Òàê êàê ïðàâîé ÷àñòüþ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ â êîëüöå Aj, ýòî íåðàâåíñòâî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ
z ∈ Aj. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà δ̃ > δ è c̃ > 1,
çàâèñÿùèå îò δ è ε è íå çàâèñÿùèå îò j, òàêèå, ÷òî â èíòåðâàëàõ (2.2.10)
âåðíà îöåíêà

|φ2(x)| ≤
c̃

eδ̃(ln (|x|+1))2
, x ∈ (−(1 + ε)4j;−(1− ε)4j), j ∈ N.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.2.9), ïîëó÷àåì, ÷òî íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

|φ2(x)| ≤
c̃

eδ̃(ln (|x|+1))2
. (2.2.11)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà [58, òåîðåìà 7.3.1], çàêëþ÷àåì,
÷òî

φ2 ∈ F(C∞
0 (−a; a)) ⊂ P(−a; a). (2.2.12)

Èç âêëþ÷åíèé (2.2.7) è (2.2.12) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ φ ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Pa.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî φ íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì àëãåáðû P∞,
íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé Ë.Ýðåíïðàéñà (öèòèðîâàííûé
íàìè âïåðâûå â òåîðåìå E, ñì. ï.1.3.3)

ôóíêöèÿ φ ∈ P∞ åñòü äåëèòåëü ýòîé àëãåáðû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a ñî ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî
x ∈ R íàéäåòñÿ y ∈ R òàêîå, ÷òî

|x− y| ≤ aln (2 + |x|), φ(y) ≥ (a+ |y|)−a.

Â ñèëó (2.2.5) è (2.2.11) íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c1, òàêîå, ÷òî
ôóíêöèÿ φ íà âñåì ëó÷å (−∞; 0) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

ln |φ(x)| ≤ −δ̃ (ln (|x|+ 2))2 + c1.
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Ñîïîñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó è êðèòåðèé Ë.Ýðåíïðàéñà, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíê-
öèÿ φ íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì àëãåáðû P∞.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå èç ñôîðìóëèðîâàííûõ äëÿ ôóíêöèè φ óòâåðæäå-
íèé � ðàâåíñòâî

J (φ) = {pφ : p ∈ C[z]}. (2.2.13)

Èç îöåíîê (1.2.26), (1.2.28) è ñîîòíîøåíèÿ (1.2.32) (ñì. ëåììû 1.2 è
1.3 â ãëàâå 1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî θ0 íàéäåòñÿ ïî-
ñòîÿííàÿ a0 = a0(θ0), òàêàÿ, ÷òî âíå óãëîâ

{z : | arg z| < θ0}, {z : |π − arg z| < θ0}

ôóíêöèÿ φ äîïóñêàåò îöåíêó ñíèçó:

|φ(z)| ≥ |s(z)|
(

π|z|
|s0(z)|

− 1

|s1(z)|

)
≥ a0e

π|Im z|

exp
(
(ln (|z|+ 1))2 /ln 8

) . (2.2.14)

Ïóñòü Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ïîäìîäóëÿ J (φ). Ïðè íåêîòîðûõ
C0 > 0 è k ∈ N èìååì

|Φ(z)| ≤ C0(1 + |z|)keπ|Im z|, z ∈ C. (2.2.15)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è îöåíêè (2.2.14), èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-
Ëèíäåëåôà, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f = Φ/φ âî âñåé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè âåðíà îöåíêà

|f(z)| ≤ Cekln (|z|+1)+(ln (|z|+1))2 , (2.2.16)

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòà îöåíêà îçíà÷àåò,
÷òî f � öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Îöåíèì ôóíêöèþ f íà ëó÷å (3d0; +∞). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî, â
ñèëó (1.2.26), (1.2.27), (1.2.32) (ñì. ëåììû 1.2 è 1.3 â ãëàâå 1), âñþäó â
ïîëóïîëîñå {z = x+ iy : x > 3d0, |y| ≤ d0}, íî âíå êðóæêîâ |z−k| < 3d0,
k ∈ N, äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé b0 > 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà

|φ(z)| ≥ |s(z)|
(

1

|s1(z)|
− π|z|
|s0(z)|

)
≥ b0

1 + |z|
. (2.2.17)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.2.15) äëÿ ôóíêöèè Φ, èç (2.2.17) ïîëó÷èì, ÷òî ïðè
âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(x)| ≤ (C0/b0)(1 + x)k+1. (2.2.18)

Èç îöåíîê (2.2.16) è (2.2.18) è ïðèíöèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà ñëåäóåò,
÷òî f � ìíîãî÷ëåí. Òàê êàê äàííûé ôàêò èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé öåëîé
ôóíêöèè f âèäà Φ/φ, Φ ∈ J (φ), çàêëþ÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîäìîäóëåé (2.2.13).
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2.2.2 Êðèòåðèé òîãî, ÷òî ãëàâíûé ïîäìîäóëü íå ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííûì

Íàïîìíèì, ÷òî Pa,0 = F(C∞
0 (−a; a)) � îáðàç ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé C∞
0 (−a; a) ⊂ (C∞(−a; a))′ ïðè

ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå-Ëàïëàñà F . Î÷åâèäíî, ÷òî Pa,0 ⊂ Pa. (Ôóíêöèè
èç ïðîñòðàíñòâà C∞

0 (−a; a) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ðåãóëÿðíûå ôóíêöèî-
íàëû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå C∞(−a; a).)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ôóíêöèé φ ∈ Pa

ïîäìîäóëü Jφ, ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà

Φ = ωφ, ω − öåëàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà? (2.2.19)

Òåîðåìà 2.2. Ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñîäåðæèò ôóíêöèè Φ âèäà (2.2.19)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ ∈ Pa,0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Íåîáõîäèìîñòü.

Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíóþ èìïëèêàöèþ: óñëîâèå

φ ̸∈ Pa,0 (2.2.20)

âëå÷åò ðàâåíñòâî
Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}. (2.2.21)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà [58, òåîðåìà 7.3.1] èç (2.2.20)
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k0 è âåùåñòâåííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

xn, n = 1, 2, . . . , |xn| → ∞,

äëÿ êîòîðûõ
|φ(xn)| ≥ |xn|−k0 , n = 1, 2, . . . (2.2.22)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âêëþ÷åíèå φ ∈ Pa îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ C > 0
è m0 ∈ N

⋃
{0} âñþäó â C èìååò ìåñòî îöåíêà

|φ(z)| ≤ C(1 + |z|)m0ecm0 |Im z|, (2.2.23)

ãäå z = x+ iy, 0 < cm0 < a. Èç îöåíîê (2.2.22) è (2.2.23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
êàæäîãî íàòóðàëüíîãî j çàìûêàíèå ìíîæåñòâà (âîçìîæíî, ïóñòîãî)

Pj
⋂
{pφ : p ∈ C[z]} (2.2.24)
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â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

Pj =
{
φ ∈ H(C) : ∥φ∥j := sup

z∈C

|φ(z)|
exp (cj|Im z|+ jln (2 + |z|)

}
, 0 < cj ↗ a,

(2.2.25)
ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå (âîçìîæíî, ïóñòîì)

Pj
⋂
{pφ : p ∈ C[z], deg p ≤ j + k0 −m0},

êîòîðîå åñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (2.2.24). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâî (2.2.24) çàìêíóòî äëÿ êàæäîãî j ∈ N. Ñîãëàñíî
êðèòåðèþ çàìêíóòîñòè â ïðîñòðàíñòâå òèïà (LN∗) [45, òåîðåìà 1] ìíî-
æåñòâî {pφ : p ∈ C[z]} çàìêíóòî â Pa, è çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ (2.2.21).

2) Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü φ = F(s), s ∈ C∞
0 (−a; a), [a0; b0] � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè

íîñèòåëÿ ôóíêöèè s, [a0; b0] ⋐ (−a; a), è ïóñòü φ ∈ Pk1 .
Â ñèëó òåîðåìû Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

ïîñòîÿííûå Cn, n = 1, 2, . . . , òàêèå, ÷òî âåðíû îöåíêè

|φ(z)| ≤ Cn
(1 + |z|)n

eb0y
+−a0y− , z = x+ iy ∈ C, n ∈ N. (2.2.26)

Ïîëîæèì
ν(r) = sup

n∈N
(nln (1 + r)− lnCn),

è ðàññìîòðèì ñóáãàðìîíè÷åñêóþ â C ôóíêöèþ v(z) = ν(|z|). Ñîãëàñíî
òåîðåìå 5 èç ðàáîòû [64] ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ, ÷òî âíå
ìíîæåñòâà êðóæêîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèóñîâ äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà m0 âåðíî íåðàâåíñòâî

|ln |f(z)| − v(z)| ≤ m0ln(1 + |z|),

â ÷àñòíîñòè, f ̸∈ C[z]. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ = fφ � öåëàÿ ôóíêöèÿ âèäà
(2.2.19), ïðèíàäëåæàùàÿ ïîäìîäóëþ J (φ).

Ïîêàæåì, ÷òî Φ ∈ Jφ, èíûìè ñëîâàìè, ÷òî ôóíêöèþ Φ ìîæíî àï-
ïðîêñèìèðîâàòü â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa ôóíêöèÿìè âèäà pφ, ãäå
p � ìíîãî÷ëåí.

Âîçìîæíîñòü òàêîé àïïðîêñèìàöèè âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Ëåììà 2.1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ pj, ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ê ôóíêöèè f íà âåùåñòâåíîé îñè â âåñîâîé íîðìå ∥ · ∥V îïðåäå-
ëÿåìîé ïî ôîðìóëå

∥f∥V = sup
x∈R

|f(x)|
V (x)

, (2.2.27)
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ãäå V (x) = C1(1 + |x|)m0+3ev(x), ïîñòîÿííàÿ C1 � èç íåðàâåíñòâ (2.2.26)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1.

Èñïîëüçóåì ñõåìó èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.4, îñíîâàííóþ íà
òåîðåìàõ K è L èç ìîíîãðàôèè [103].

Â êà÷åñòâå âåñà W âîçüìåì ôóíêöèþ W (x) := C1(1+ |x|)m0+1ev(x). Ïî
ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè f èìååì

|f(x)|
W (x)

→ 0, |x| → ∞.

Äàëåå, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðååäëîæåíèÿ 1.4,
âûâîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè íà âå-
ùåñòâåííîé îñè â íîðìå ∥ · ∥V , ãäå V = (1 + |x|)2W.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C0 > 0,
òàêàÿ, ÷òî íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè

|pj(x)φ(x)| ≤ C0(1 + |x|)m0+3, j = 1, 2, . . .

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà, îòñþäà âûâîäèì, ÷òî âî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

|pj(z)φ(z)| ≤ C̃0(1 + |z|)m0+3eb0y
+−a0y− , j = 1, 2, . . .

Èç ýòèõ îöåíîê, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Pa îòíîñèòñÿ ê êëàññó ëî-
êàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà (LN∗) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà òàêèõ
ïðîñòðàíñòâ, óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå [45], âûâîäèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùàÿñÿ â Pa ê ôóíêöèè
Φ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Ôóíêöèÿ φ1 = (sinπz)/(
√
z sinπ

√
z) íå ïðèíàäëåæèò

êëàññó Pa,0, à ìíîæåñòâî

J (φ1) \ {pφ : C[z]}

ñîäåðæèò ôóíêöèþ sinπ
√
z√

z
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïóñòî. Òàê ÷òî, â îòëè÷èå

îò ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ, ïîäìîäóëü J (φ) ìîæåò ñîäåðæàòü ôóíêöèè
fφ, f ̸∈ C[z], è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ φ íå ïðè-
íàäëåæèò êëàññó Pa,0. Òåì íå ìåíåå, èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñ îáðàçóþùåé φ ̸∈ Pa,0 ìîæåò áûòü ñëàáî ëîêà-
ëèçóåìûì òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (2.1.2).
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2.3 Ïðèìåðû ñëàáî ëîêàëèçóåìûõ ãëàâíûõ

ïîäìîäóëåé

1. Ïîëîæèì

ψ(z) =
s(z)

s1(z)s1(−z)
,

ãäå ôóíêöèè s, s1 îïðåäåëåíû â (2.2.1).
Ïóñòü a > π, òîãäà s, ψ ∈ Pa.

Äîêàæåì, ÷òî ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jψ ⊂ Pa ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Â ñèëó îöåíîê (2.2.2), (2.2.3) äëÿ ôóíêöèè s èìååì

Js = J (s) = {ps : p ∈ C[z]}.

Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1.3 èç ãëàâû 1, äëÿ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè
ïîäìîäóëÿ Jψ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

s ∈ Jψ. (2.3.1)

Ýòî âêëþ÷åíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäåò ñëåäîâàòü èç âîçìîæíîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè â Pa ôóíêöèè s ôóíêöèÿìè âèäà pψ, ãäå p � ìíîãî÷ëåí.

Ïîëîæèì f(z) = s1(z)s1(−z). Èç îöåíêè (2.2.2) ñëåäóåò, ÷òî íà âåùå-
ñòâåííîé îñè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|f(x)| ≤ c20e
π
√

|x|

π2(1 +
√
|x|)2

≤ c1e
π
√

|x|, (2.3.2)

ãäå c1 =
c20
π2 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ôóíêöèþ ψ, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1.2 èç
ãëàâû 1. Èç îöåíîê (2.2.2), (1.2.28) è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íåòðóä-
íî âûâåñòè, ÷òî íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ψ(x)| ≤ C1(1 + |x|)e−π
√

|x|, (2.3.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò d0 ∈ (0; 1/12).

Îïðåäåëèì âåñîâóþ ôóíêöèþ W (x) = (1 + |x|)eπ
√

|x|. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå îöåíêó (2.3.2), âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ òåîðåìàìè èç [103, VI.H]
(ñì. òåîðåìû K è L â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.4, âûøå, â ãëàâå 1).
Ñîãëàñíî ýòèì òåîðåìàì, ñóùåñòâîâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ
{pm}, äëÿ êîòîðîé

∥pm − f∥W = sup
x∈R

|pm(x)− f(x)|
W (x)

→ 0, m→ +∞.
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Ñ ó÷åòîì (2.3.3) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

|pm(x)ψ(x)| ≤ C(1 + |x|)2, x ∈ R, m ∈ N.

Èñïîëüçóåì ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà è ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå òî-
ïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Pa (êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè ìíî-
æåñòâà â ëîêàëüíî-âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå òèïà (LN∗), îòíîñèòåëüíóþ
êîìïàêòíîñòü êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â Pa è ïîëíîòó ýòî-
ãî ïðîñòðàíñòâà). Çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {pmψ}
îãðàíè÷åíà â Pa è íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pmjψ} ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùàÿñÿ â òîïîëîãèè Pa ê ôóíêöèè s .

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ ∈ Pa òàêîâà, ÷òî

J (Φ) = JΦ = {pΦ, p ∈ C[z]}. (2.3.4)

Òîãäà JΦ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 , Φ ̸∈
P0(a; b).

Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü ñîäåðæèò ôóíê-
öèè Φ ñ òàêèì ñâîéñòâîì, îáîñíîâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ
íèæå, â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µj} ⊂ ZΦ \ {0}, äëÿ
êîòîðîé

lim
j→∞

|µj+1|
|µj|

= α0 > 1. (2.3.5)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

f(z) =
∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
, φ =

Φ

f
.

Äëÿ z ∈ C, M ⊂ C ñèìâîëîì dist(z,M) îáîçíà÷àåì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
z äî ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìà 2.3. Ôóíêöèÿ φ ∈ Pa,0 è ïîðîæäàåò ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâ-
íûé ïîäìîäóëü Jφ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè ëåììû.

Ëåììà 2.2. 1) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé f1,n è
f2,n, òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ z, dist(z,Zf ) ≥ δ > 0−, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ∣∣ln |f1,n(z)| − 2−nln |f(z)|

∣∣ ≤ Aln (e+ |z|), (2.3.6)
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ãäå A � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèè f
è âåëè÷èèíû δ.

2) Èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f2,nkφ}∞k=1, ñõîäÿùàÿñÿ â òîïî-

ëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa ê ôóíêöèè Φ̃, ïðè÷åì
(
Φ/Φ̃

)
� ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëîæèì

M̃ = {µj ∈ Zf : |Imµj| < 1}, M̂ = Zf \ M̃,

f̃(z) =
∏
µj∈M̃

(
1− z

µj

)
, f̂(z) =

∏
µj∈M̂

(
1− z

µj

)
.

ßñíî, ÷òî f = f̃ f̂ .
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ f̃ = f̃1,nf̃2,n âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé

òåîðåìîé.

Òåîðåìà M [67, òåîðåìà 2]. Ïóñòü {zk}, k ∈ Z � íóëè öåëîé ôóíêöèè
v, ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ Re zk, ïðè÷åì

Re z0 = min
k
{Re zk, Re zk ≥ 0}.

Åñëè âñå òî÷êè zk ëåæàò â ïîëîñå |Im z| < 1, ïðè÷åì |Re zk| > 1, è â
êàæäîì êâàäðàòå

Πj = {z : |Im z| < 1, 2j − 1 ≤ Re z < 2j + 1}, j ∈ Z,

íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîé òî÷êè zk, òî ôóíêöèÿ v ïðåäñòàâèìà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ ôóíêöèé v1, v2 òàê, ÷òî

|ln |v1(z)| − ln |v2(z)|| ≤ C1ln
+ |z|+ C2ln

+ 1

d(z)
+ C3,

ãäå d(z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè v, à
Ci > 0 � àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå (íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè v).

Îòáðàñûâàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè f̃ , à
çàòåì ïåðåíóìåðîâàâ îñòàâøèåñÿ íóëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷àñòåé, âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M̃ = {µ̃k}, k ∈ Z, óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû M. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ïðè âñåõ

z, dist(z,M̃) ≥ δ > 0,

ôóíêöèÿ

f̃1,n(z) =
∏
k∈Z

((
1− z

µ̃2n+1k

)(
1− z

µ̃2n+1k+1

))
, n ∈ N, (2.3.7)
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óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ∣∣∣ln |f̃1,n(z)| − 2−nln |f̃(z)|
∣∣∣ ≤ Ãln (e+ |z|), n ∈ N, (2.3.8)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Ã > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ; à âûáîð èíäåêñîâ 2n+1k,
(2n+1k + 1) â ôîðìóëå (2.3.7) ïðîèçâåäåí ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì, ïðî-
âîäèìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû M [67, òåîðåìà 2].

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè f̂ ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ åùå
îäèí ðåçóëüòàò ðàáîòû [67]. Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷å-
íèÿ. Ïóñòü

Pk = {z : 1 ≤ Im z ≤ 2k + 1, 0 ≤ Re z ≤ 2k}, k = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà ðàçíîñòü Pk \ Pk−1, k = 1, 2, . . . , ñîñòîèò èç òðåõ êâàäðàòîâ, êîí-
ãðóýíòíûõ Pk−1. Ñèìâîëàìè Pm

k , m = 1, 2, . . . , 12, îáîçíà÷åíû ýòè òðè
êâàäðàòà, à òàêæå ñèììåòðè÷íûå èì îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé è íà÷àëà
êîîðäèíàò. Ïðèíàäëåæíîñòü ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ è âåðøèí îïðåäåëÿåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êâàäðàòû Pm

k ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü è ïîêðû-
âàëè âñå ìíîæåñòâî {z : |Im z| ≥ 1}.

Òåîðåìà N [67, òåîðåìà 3]. Ïóñòü {zk}, k ∈ Z � íóëè öåëîé ôóíê-
öèè v, ïðîíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |zk|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|Im z| ≥ 1 è â êàæäîì êâàäðàòå Pm

k ëåæèò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ ôóíê-
öèè v. Òîãäà ôóíêöèÿ v ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ öåëûõ
ôóíêöèé v1, v2 òàê, ÷òî

|ln |v1(z)| − ln |v2(z)|| ≤ C1ln
+ |z|+ C2ln

+ 1

d(z)
+ C3,

ãäå d(z) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè v, à Ci
� àáñîëþòíûå ïîñòîÿííûå (íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè v).

Ôèêñèðóåì ÷èñëî α ∈ (1;α0). Îòáðàñûâàÿ, åñëè íåîáõîäèìî, êîíå÷íîå
÷èñëî íóëåé µ̂k ôóíêöèè f̂ , à çàòåì ïåðåíóìåðîâàâ îñòàâøèåñÿ íóëè â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ |µ̂k|, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.3.5), áóäåì èìåòü

|µ̂k+1| > α|µ̂k|, k = 1, 2, . . .

Ïîëîæèì
m =

[
logα
√
5
]
+ 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ôóíêöèè

f̂j(z) =
∞∏
k=0

(
1− z

µ̂mk+j

)
, j = 1, . . . ,m,
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óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû N. Ïðèìåíèâ ê êàæäîé ôóíêöèè

f̂j, j = 1, . . . ,m,

ýòó òåîðåìó n ðàç, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

f̂j = f̂j,1,nf̂j,2,n,

ïðè÷åì∣∣∣ln |f̂j,1,n(z)| − 2−nln |f̂j(z)|
∣∣∣ ≤ Âln (e+ |z|), dist(z,M̂) ≥ δ, (2.3.9)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Â > 0 çàâèñèò òîëüêî îò δ è f. Ïîëàãàÿ

f̂1,n = f̂1,1,n . . . f̂m,1,n, f̂2,n =
f̂

f̂1,n
,

ïîëó÷èì íóæíóþ ôàêòîðèçàöèþ

f̂ = f̂1,nf̂2,n.

Èç îöåíîê (2.3.8), (2.3.9) âèäèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé

f1,n = f̃1,nf̂1,n, f2,n =
f

f1,n

ñïðàâåäëèâî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

2) Èç ñîîòíîøåíèé f = f1,nf2,n è (2.3.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ n è âñåõ z ∈ C, dist(z,Zf ) ≥ δ, âåðíû îöåíêè

|f2,n(z)φ(z)| ≤ (e+ |z|)[A]+1|Φ(z)|.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f2,nφ}∞n=1 îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà â ïðîñòðàíñòâå
Pa. È çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f2,nkφ}∞k=1, ñõîäÿùà-
ÿñÿ â òîïîëîãèè Pa ê íåêîòîðîé ôóíêöèè Φ̃, ïðè÷åì èíäèêàòîð ýòîé
ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé èíäèêàòîðàìè ôóíêöèé Φ è
φ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ôóíêöèé ìèíèìàëü-
íîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1

f1,nk =
Φ

f2,nkφ

ñõîäèòñÿ ê öåëîé ôóíêöèè (Φ/Φ̃), êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè
ïîðÿäêå 1. Èç îöåíîê (2.3.6) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì ïîëèíî-
ìèàëüíóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ |Φ/Φ̃| íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ïðèìåíÿÿ
ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà [105, �6.1], çàêëþ÷àåì, ÷òî
(Φ/Φ̃) � ìíîãî÷ëåí.
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Ïóñòü n(r) =
∑

|µj |<r
1 � ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Zf ,

N(r) =

r∫
0

n(τ)

τ
dτ,

M(r) = max
|z|=r
|ω(z)|, m(r) = min

|z|=r
|ω(z)|.

Èç óñëîâèÿ (2.3.5) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Zf , ñëåäóåò, ÷òî

n(r) ≤ C0ln (1 + r), r ≥ 0, (2.3.10)

ãäå C0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç ëåììû 3.5.8 ìîíîãðàôèè [79], ñ
ó÷åòîì (2.3.10) è ôîðìóëû Éåíñåíà (ñì., íàïðèìåð, [79, �1.2]) ïîëó÷àåì
äâîéíîå íåðàâåíñòâî

N(r) ≤M(r) ≤ N(r) + C0ln (1 + r). (2.3.11)

Ëåììà 2.3. 1) Ïðè âñåõ z ∈ C èìååò ìåñòî îöåíêà ñâåðõó

ln |f(z)| ≤ N(|z|) + C0ln (1 + |z|). (2.3.12)

2) Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è δ > 0 è âñåõ z ∈ C, dist(z,Zf ) ≥ δ, âåðíà îöåíêà
ñíèçó

ln |f(z)| ≥ (1− ε)N(|z|)− C1ln(1 + |z|)− C2,ε, (2.3.13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2,ε > 0 çàâèñèò îò Zf , δ è ε, à ïîñòîÿííàÿ C1 > 0 �
òîëüêî îò Zf .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Íóæíàÿ îöåíêà (2.3.12) ñëåäóåò èç ïðàâîãî íåðàâåí-
ñòâà â (2.3.11).
2) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ öåëîé ôóíêöèè, íóëåâîå ìíîæåñòâî êîòîðîé óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (2.3.10), ñîîòíîøåíèå lnm(r) ∼ lnM(r) âûïîëíÿåòñÿ,
êîãäà r → ∞ ïî ìíîæåñòâó åäèíè÷íîé îòíîñèòåëüíîé ìåðû [79, òåîðå-
ìà 3.6.1]. Èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé r ìîæåò áûòü ïîêðûòî
ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ, â ñèëó (2.3.5), èíòåðâàëîâ, öåí-
òðèðîâàííûõ ñ ìíîæåñòâîì {|µj|} (òî åñòü êàæäûé èíòåðâàë ñîäåðæèò
ðîâíî îäíó òî÷êó |µj|). Ýòî ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ èìååò íóëåâóþ îòíîñè-
òåëüíóþ äëèíó. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
δj, j=1,2,. . . , òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lnm(r) ≥ (1− ε)lnM(r), r > rε, r ̸∈
∞⋃
j=1

((1− δj)|µj|; (1 + δj)|µj|) .
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Èç (2.3.5) è (2.3.10) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

N(r) ≤ N((1− δj)r) + (C0ln 2 + 1)ln(1 + r) + C̃2,ε, r > 0,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C̃2,ε > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Zf , δ è ε.
Òðåáóåìàÿ îöåíêà ñíèçó (2.3.13) ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè

èç ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê è ëåâîãî íåðàâåíñòâà â (2.3.11).

Ëåììà 2.4. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ôóíêöèÿ f2,nφ ñîäåðæèòñÿ
â ïîäìîäóëå Jφ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N èìååì, â ñèëó (2.3.6),

ln |f2,n(z)| ≤ (1− 2−n)ln |f(z)|+ Aln (e+ |z|), dist (z,Zf ) ≥ δ. (2.3.14)

Ñ ó÷åòîì (2.3.5) è (2.3.12), îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

ln |f2,n(z)| ≤ (1− 2−n)N(|z|) + Ãln (e+ |z|), z ∈ C. (2.3.15)

Ðàññìîòðèì âåñîâóþ ôóíêöèþ

Ṽ (x) = (e+ |x|)Ã+1 exp
(
(1− 2−n)N(|x|)

)
≥ 1, x ∈ R.

Ýòà ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, âûïóêëàÿ ïî ln |x|, äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, . . . âåðíî
ñîîòíîøåíèå

|x|k = o(Ṽ (x)), |x| → +∞.

Äëÿ ôóíêöèè f2,n èç îöåíêè (2.3.15) ñëåäóåò, ÷òî

|f2,n(x)|
Ṽ (x)

→ 0, |x| → +∞.

Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàêæå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1, âûâîäèì,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pj}, ñõîäÿùàÿñÿ ê ôóíê-
öèè f2,n â âåñîâîé íîðìå ∥ · ∥ = sup

x∈R

| · |
V (x)

, ãäå V (x) = (1 + |x|)2Ṽ (x).

Ïîëîæèì v(x) = lnV (x),

Pv(z) =
|y|
π

∫ ∞

−∞

v(τ)

(τ − x)2 + y2
d τ

� èíòåãðàë Ïóàññîíà îò ôóíêöèè v, z = x+iy. Èç óñëîâèÿ (2.3.5) íåòðóä-
íî âûâåñòè, ÷òî ôóíêöèÿ v ïðèíàäëåæèò êëàññó ìåäëåííî ìåíÿþùèõ-
ñÿ êàíîíè÷åñêèõ âåñîâ, ââåäåííûõ â ìîíîãðàôèè [1, �1.3]. Ïîýòîìó (ñì.
[1, �1.4]) ôóíêöèÿ Pv ãàðìîíè÷íà â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ,
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íåïðåðûâíà è ñóáãàðìîíè÷íà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâî-
ðÿåò îöåíêå

Pv(z) ≥ v(|z|), z ∈ R,

è ñîîòíîøåíèþ

lim sup
z→∞

Pv(z)

v(|z|)
= 1. (2.3.16)

Òàê êàê Pa �ëîêàëüíî-âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî òèïà (LN∗), äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pjφ áûëà îãðàíè÷åíà â íåì, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà îãðàíè÷åíà ïî íîðìå èç ôîðìóëû (0.3.8) ïðè
íåêîòîðîì k ∈ N. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêó (2.3.13), îïðåäåëåíèå
âåñà V , ñîîòíîøåíèå (2.3.16) è ñâîéñòâà ôóíêöèè N(r), âûòåêàþùèå èç
óñëîâèÿ (2.3.5), è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà, óñòàíàâëè-
âàåì, ÷òî

|pj(z)φ(z)| ≤ (e+ |z|)const exp(dφy+ − cφy−),

ãäå cφ = −hφ(−π/2) dφ = hφ(π/2). Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ýêâèâàëåíòíà îãðà-
íè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pjφ} ïî íîðìå èç ôîðìóëû 0.3.8) ïðè
íåêîòîðîì k ∈ N. Èç ýòîãî ôàêòà, îïÿòü èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîêàëüíî-
âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà (LN∗), âûâîäèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùàÿñÿ â Pa ê ôóíêöèè f2,nφ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.

Âêëþ÷åíèå φ ∈ Pa,0 î÷åâèäíî. Èç ï. 2) ëåììû 2.2 è ëåììû 2.4 ñëåäóåò,
÷òî

Φ ∈ Jφ. (2.3.17)

Â ñèëó (2.3.4) èìååì J (Φ) ⊂ Jφ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3 èç ãëàâû 1, ýòî
ñîîòíîøåíèå, ýêâèâàëåíòíî ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëÿ Jφ.

2.4 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîé ëîêàëèçóå-

ìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ

Ïóñòü φ ∈ Pa,0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ̸∈ Zφ.
Ïîëîæèì

U∗(x) = sup
n∈N

⋃
{0}

|x|n

Mn

,
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ãäå Mn = max
x∈R
|xnφ(x)|, n = 0, 1, . . . , è ïóñòü u∗(x) = lnU∗(x). Îòìåòèì,

÷òî, â ñèëó âêëþ÷åíèÿ φ ∈ Pa,0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} � íåêâàçè-
àíàëèòè÷åñêàÿ, ôóíêöèÿ U∗(x) � âñþäó êîíå÷íàÿ, ÷åòíàÿ, âîçðàñòàþùàÿ
ïðè x ≥ 0 (x ≤ 0), à ôóíêöèÿ u∗(et) âûïóêëà ïðè âñåõ t ∈ R. ßñíî, ÷òî

ln|φ(x)| ≤ −u∗(x), x ∈ R.

Òåîðåìà 2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L0 > 0 òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R íàéäåòñÿ x′ ∈ R ñî ñâîéñòâàìè |x − x′| ≤
L0u∗(x) è ln |φ(x′)| ≥ −L0u∗(x

′).
Òîãäà ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêàëèçóåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4.
Ïîëîæèì H(z) = hφ(arg z)|z| è îáîçíà÷èì ÷åðåç V (z) íàèáîëüøóþ

ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ìèíîðàíòó ôóíêöèè (H(z)− ln |φ(z)|). Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå 5 èç ðàáîòû [64] ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ f, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
îöåíêå

|V (z)− ln |f(z)|| ≤ C1ln (e+ |z|), z ̸∈ E, (2.4.1)

ãäå E � ìíîæåñòâî êðóæêîâ ñ ñóììîé ðàäèóñîâ, ìåíüøåé, ÷åì 1/2 (ïîñëå
îòáðàñûâàåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êðóæêîâ), C1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Ôóíêöèÿ f îòëè÷íà îò ìíîãî÷ëåíà è èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè
ïîðÿäêå 1, à ôóíêöèÿ Φ = fφ ïðèíàäëåæèò ïîäìîäóëþ J (φ).

Ïîêàæåì, ÷òî

J (Φ) = JΦ = {pΦ, p ∈ C[z]}. (2.4.2)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Ja(Φ) ̸= ∅, òî åñòü ñóùåñòâóåò Ψ = f0Φ ∈ J (Φ)
òàêàÿ, ÷òî f0 � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà,
îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà. Èìååì

ln |f0(x)|+ ln |f(x)|+ ln |φ(x)| ≤ C2ln (e+ |x|), x ∈ R,

ãäå C2 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîäåëèâ f0 íà ìíîãî÷ëåí q0 ñòå-
ïåíè ([C2] + 1), ìíîæåñòâî êîðíåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íóëåâîãî
ìíîæåñòâà ôóíêöèè f0, ïîëó÷èì öåëóþ ôóíêöèþ f1 = f0/q0, òàêóþ, ÷òî
Ψ1 = f1Φ ∈ Ja(φ) è

|f1(x)f(x)φ(x)| ≤ C3, x ∈ R,

ãäå C3 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôðàãìåíà-Ëèí-
äåëåôà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f1f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà, âûâîäèì îöåíêó

|f1(z)f(z)φ(z)| ≤ C3e
H(z), z ∈ C.
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Ïîýòîìó
ln |f1(z)|+ ln |f(z)| ≤ C̃3 + V (z), z ∈ C

Îòñþäà è èç (2.4.1), ïîëó÷àåì, ÷òî

ln |f1(x)| ≤ (C̃1 + C̃3)ln (e+ |x|), x ∈ R.

Òàê êàê f1 � öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, èñïîëüçóÿ
ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà (ñì. [105, �6.1, Problem 3])
, èç ïîñëåäíåé îöåíêè ïîëó÷àåì, ÷òî f1 � ìíîãî÷ëåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âêëþ÷åíèþ Ψ1 ∈ Ja(Φ).

Èç ñîîòíîøåíèé (2.4.2) è îñíîâíîãî êðèòåðèÿ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè
(òåîðåìà 1.3 â ãëàâå 1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëàáîé ëîêàëèçó-
åìîñòè ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ Jφ äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Φ ∈ Jφ.
Ïðè ýòîì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Φ(0) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê ôóíêöèÿ |φ(z)| îãðàíè÷åíà â ïîëîñå

|Im z| ≤ 1

2
,

èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V è ñîîòíîøåíèÿ (2.4.1) â ýòîé ïîëîñå, íî âíå
èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà E, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó

ln |f(z)| ≥ C4 − C1ln (e+ |z|), (2.4.3)

ãäå C4 > 0 � ïîñòîÿííàÿ.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 2.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.4

u∗(x)− aln (e+ |x|) ≤ V (x) ≤ Au∗(x), x ∈ R, (2.4.4)

ãäå ïîñòîÿííûå a ≥ 0, A ≥ 1 íå çàâèñÿò îò x.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5.
Îïðåäåëèì ñóáãàðìîíè÷åñêóþ â C ôóíêöèþ u(z) := u∗(|z|). Èç îïðå-

äåëåíèÿ u∗ âûòåêàåò îöåíêà

u(x) + ln |φ(x)| ≤ 0, x ∈ R. (2.4.5)

Ôóíêöèÿ φ, êàê è âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Pa, èìååò âïîëíå ðåãóëÿð-
íûé ðîñò âî âñåé ïëîñêîñòè, à ôóíêöèÿ u çàâèñèò òîëüêî îò |z|. Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó î ñëîæåíèè èíäèêàòîðîâ ïðè óìíîæåíèè íà ôóíêöèþ âïîëíå ðå-
ãóëÿðíîãî ðîñòà, èç (2.4.5) âûâîäèì, ÷òî u èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè
ïîðÿäêå 1.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 èç ðàáîòû [64] ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ f0, òà-
êàÿ, ÷òî

|u(z)− ln |f0(z)|| ≤ c0ln (e+ |z|), z ̸∈ Ẽ,

ãäå Ẽ � ìíîæåñòâî êðóæêîâ ñ êîíå÷íîé ñóììîé ðàäèóñîâ, c0 � ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè îöåíêó

|f0(x)φ(x)| ≤ c1(e+ |x|)[c0]+1, x ∈ R,

èç êîòîðîé, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà è ó÷èòûâàÿ îïðå-
äåëåíèå ôóíêöèè V , ïîëó÷èì

ln |f0(z)| ≤ V (z) + c2ln (e+ |z|), z ∈ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ëåâîå íåðàâåíñòâî â (2.4.4):

u∗(x) ≤ V (x) + aln (e+ |x|), x ∈ R, (2.4.6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ a ≥ c0 + c2 íå çàâèñèò îò x.

Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (2.4.4) � îöåíêó ñâåðõó äëÿ ôóíêöèè
V. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 > 0 íàéäåì òî÷êó x ∈ (0;x0) ñî ñâîéñòâîì

x+ L0u∗(x) = x0.

À äëÿ x � òî÷êó x′, òàêóþ, ÷òî

|x− x′| ≤ L0u∗(x), ln|φ(x′)| ≥ −L0u∗(x
′).

Ïðèìåíèì òåîðåìó îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â
êðóãå (ñì. [29, ãë. 1, �8]) ê ôóíêöèè g(z) = φ(z)

φ(x′)
â êðóãå |z − x′| ≤ R

ñ R = 3L0u∗(x). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñþäó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âåðíà
îöåíêà

|φ(z)| ≤M0e
c0|Im z|,

ãäå c0 = max (hφ(−π/2), hφ(π/2)), hφ � èíäèêàòîð ôóíêöèè φ, ïîëó÷èì,
÷òî íà íåêîòîðîé îêðóæíîñòè |z−x′| = R′ ðàäèóñàR′ ∈ (2L0u∗(x); 3L0u∗(x))
èìååò ìåñòî îöåíêà ñíèçó

ln |φ(z)| ≥ −C1u∗(x
′),

ãäå C1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò x0 è z. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â êðóãå |z − x′| ≤ R′ áóäåò

V (z) ≤ max
|ξ−x′|=R′

(H(ξ)− ln |φ(ξ)|) ≤ c0R
′ + C1u∗(x

′) ≤ Au∗(x0),
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ãäå A = 9c0L0 + C1, H(z) = hφ(arg z)|z|. Òàê êàê |x0 − x′| < R′, îòñþäà
ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó

V (x0) ≤ Au∗(x0).

Äëÿ x0 < 0 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

Ëåììà 2.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ ∈ J (φ) è ôóíêöèÿ g = ψ/φ óäîâëå-
òâîðÿåò îöåíêå

ln |g(x)| ≤ u∗(x) + c1ln (1 + |x|) + c2, x ∈ R,

ãäå c1, c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà ψ ∈ Jφ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.6.
Ïîëîæèì W (x) = eu∗(x)+c1ln (1+|x|)+c2 , x ∈ R.
Áóäåì ðàññóæäàòü òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå â ëåììû 2.1: èñ-

ïîëüçóåì ðåçóëüòàòû Ï. Êóñèñà è äå Áðàíæà [103, VI.H] (òåîðåìû K è L â
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.4 â ãëàâå 1). Ïðè ïîìîùè ýòèõ ðàññóæäå-
íèé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ
pj, ñõîäÿùàÿñÿ ê ôóíêöèè g â âåñîâîé íîðìå

∥g∥ = sup
x∈R

|g(x)|
(1 + |x|)3W (x)

.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè W , ïîëó÷èì

ln |pj(x)φ(x)| ≤ C0ln (e+ |x|), x ∈ R, j ∈ N,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C0 > 0 íå çàâèñèò îò x è j. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå òåîðåìû
Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà [105, �6.1, Problem 3], âûâîäèì îöåíêè

ln |pj(z)φ(z)| ≤ H(z) + C̃0ln (e+ |z|), z ∈ C, j ∈ N.

Èç ýòèõ îöåíîê è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà Pa, êàê ëîêàëü-
íî-âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà (LN∗), ñëåäóåò, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pjφ} ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà Pa ê ôóíêöèè ψ. Ïîýòîìó âåðíî òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå ψ ∈ Jφ.

Ëåììà 2.7. 1) Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ôóíê-
öèè f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé f1,n è f2,n, òàêèõ, ÷òî
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ïðè âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå èñêëþ÷èòåëüíîãî
ìíîæåñòâà E0, äëÿ ëþáîãî p ∈ [1; |z|/2] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣ln |f1,n(z)| − 2−nln |f(z)|

∣∣ ≤ A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep,

(2.4.7)
ãäå H(z) = hΦ(θ)r, z = reiθ, hΦ � èíäèêàòîð ôóíêöèè Φ, ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå A0, B, M íå çàâèñÿò îò z, p, n, ìíîæåñòâî E0 ìîæíî
ïîêðûòü êðóæêàìè K(µj, |µj|−2) ñ öåíòðàìè â íóëÿõ µj ôóíêöèè f è
ðàäèóñà |µj|−2.
2) Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f2,nkφ}∞k=1, ñõîäÿùàÿñÿ â òîïî-

ëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa ê ôóíêöèè Φ̃, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè
Φ íà ïîëèíîìèàëüíûé ìíîæèòåëü.

Çàìå÷àíèå 2.2. Òàê êàê ðÿä
∑

µj∈Λω

1
|µj |2 ñõîäèòñÿ, îòáðîñèâ, åñëè ýòî íåîá-

õîäèìî, êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê µj, âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî îáúåäèíåíèå
èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ E0 è E (ñì. (2.4.1)) ìîæíî ïîêðûòü êðóæêà-
ìè ñ ñóììîé ðàäèóñîâ ìåíüøåé, ÷åì 1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.7.
1) Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé î ôàêòîðèçàöèè èç ðàáîòû [66,

§1, îñíîâíàÿ òåîðåìà]:
Òåîðåìà R. Ïóñòü g, F � öåëûå ôóíêöèè, ïðè÷åì F äåëèòñÿ íà g,
F (0) = 1, è âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

ln |F (z)| ≤ H(z),

ãäå H � íåêîòîðàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ:

|H(z′)−H(z′′)| ≤ σ|z′ − z′′|, z′, z′′ ∈ C.

Òîãäà g ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé, g1 è
g2, òàê, ÷òî äëÿ âñåõ z, |Im z| ≤ 1/2, è p, p ∈ [1; |z|/2] âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

|ln |g1(z)| − ln |g2(z)|| ≤
A0

p
(H(z)− ln |F (z)|) + B̃ln+ |z|+

+ Cln+ 1

d(z,Λf )
+D +Mep.

Çäåñü d(z,Zg) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè z äî ìíîæåñòâà íóëåé ôóíêöèè

g, A0, B̃, C, D, M � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò z è
p.
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Ïîëîæèì g = f, F = Φ, H(z) = hΦ(θ)r, z = reiθ � êàê â óñëîâèè
äîêàçûâàåìîé ëåììû 2.7. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó R è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f � öå-
ëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé, f1,1 è f2,1, ïðè÷åì
äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà E0, áóäåò

|ln |f1,1(z)| − ln |f2,1(z)|| ≤
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|)+

+Bln (e+ |z|) +Mep, (2.4.8)

ãäå E0 =
⋃

µ∈Zf
K(µ, |µ|−2), Zf � ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè f, ïîëîæè-

òåëüíûå ïîñòîÿííûå A0, B, M íå çàâèñÿò îò z, p.
Èç (2.4.8) è ñîîòíîøåíèÿ

ln |f | = ln |f1,1|+ ln |f2,1|,

äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà E0, âûâîäèì
îöåíêó∣∣∣∣ln |f1,1(z)| − 1

2
ln |f(z)|

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2

(
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep

)
. (2.4.9)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òåîðåìó R ê ôóíêöèè g = f1,1 ñ òåìè æå F, H, ÷òî è
âûøå, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

f1,1 = f1,2f̃2,2,

â êîòîðîì öåëàÿ ôóíêöèÿ f1,2 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå∣∣∣∣ln |f1,2(z)| − 1

2
ln |f1,1(z)|

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2

(
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep

)
, |Im z| ≤ 1/2, z ̸∈ E0.

Èç ýòîé îöåíêè è (2.4.9) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå
|Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà E0,∣∣∣∣ln |f1,2(z)| − 1

22
ln |f(z)|

∣∣∣∣ ≤ (1

2
+

1

22

)
×

×
(
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep

)
. (2.4.10)
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Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ÷åðåç nøàãîâ ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé f1,n è f2,n = f2,1f̃2,2 . . . f̃2,n,
ïðè÷åì äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà E0,
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (2.4.7).

2) Â ñèëó (2.4.7) äëÿ ôóíêöèè f2,n = f/f1,n âåðíà îöåíêà∣∣ln |f2,n(z)| − (1− 2−n)ln |f(z)|
∣∣ ≤ A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|)+

+Bln (e+ |z|) +Mep, |Im z| ≤ 1/2, z ̸∈ E0.

Ïðè p = A0 (ÿñíî, ÷òî â òåîðåìå R ìîæíî ñ÷èòàòü A0 ≥ 1) ïîëó÷èì

ln |f2,n(z)φ(z)| ≤
(
H(z)− 2−nln |f(z)|

)
+Bln (e+ |z|) +MeA0 ,

åñëè |Im z| ≤ 1/2, z ̸∈ E0.
Èç ýòîé îöåíêè, îöåíêè (2.4.3), ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè H,

âûâîäèì, ÷òî

ln |f2,n(z)φ(z)| ≤ B1ln (e+ |z|), |Im z| ≤ 1/2, z ̸∈ E0

⋃
E,

ãäå B1 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n. Â ñèëó ìàëîñòè ìíîæåñòâ E
è E0 (ñì. çàìå÷àíèå 2.2) ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðîäîëæàåòñÿ âî âñþ ïîëîñó
|Im z| ≤ 1/2 (ñ äðóãîé, íî òîæå íå çàâèñÿùåé îò n è z, ïîñòîÿííîé B2 âìå-
ñòî B1). Îòêóäà, ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà
[105, �6.1] è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà Pa [45, òåîðåìà 2 è
åå ñëåäñòâèÿ], çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî {f2,nφ} îòíîñèòåëüíî êîìïàêò-
íî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. È çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f2,nkφ, ñõîäÿùàÿñÿ â òîïîëîãèè Pa ê íåêîòîðîé ôóíêöèè Φ̃, ïðè÷åì èí-
äèêàòîð ýòîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé èíäèêàòîðàìè
ôóíêöèé Φ è φ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ôóíê-
öèé ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ω1,nk = Φ/(f2,nkφ) ñõîäèòñÿ
ê öåëîé ôóíêöèè Φ/Φ̃, êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå
1. Èç îöåíîê (2.4.7) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíóþ
îöåíêó ñâåðõó äëÿ |Φ/Φ̃| â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2. Îïÿòü ïðèìåíÿÿ ñëåä-
ñòâèå èç òåîðåìû Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà [105, �6.1], çàêëþ÷àåì, ÷òî Φ/Φ̃
� ìíîãî÷ëåí.

Çàìå÷àíèå 2.3. Èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû (ïåðåä ëåììîé 2.5) è âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.7 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ïîäìîäóëÿ Jφ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëè
ìåñòî âêëþ÷åíèÿ f2,nφ ∈ Jφ, n ∈ N.
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Ëåììà 2.8. Åñëè n0 ∈ N � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ 2−n0 < A−1, ãäå ïîñòîÿííàÿ A � èç ëåììû 2.5, òî φ1 = f1,n0φ ∈ Jφ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.8.

Èç (2.4.1), (2.4.3), (2.4.7) âûâîäèì îöåíêó äëÿ f1,n0 :

ln |f1,n0(z)| ≤
(
2−n0 +

A0

p

)
(H(z)− ln |φ(z)|) +B0ln (e+ |z|) +Mep,

|Im z| ≤ 1/2, z ̸∈ E
⋃

E0,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûåA0, B0, M íå çàâèñÿò îò z, n0, p ∈ [1; |z|/2].
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ ∈ Pa,0, èç ýòèõ îöåíîê ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî ε > 0 íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Bε (íå çàâèñÿùàÿ îò n0 è
z) òàêàÿ, ÷òî

ln |f1,n0(z)| ≤
(
2−n0 + ε

)
(H(z)− ln |φ(z)|)+Bε, |Im z| ≤ 1/2, z ̸∈ E

⋃
E0.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé [105, �7.3], ïîëó÷èì, ÷òî

ln |f1,n0(z)| ≤
(
2−n0 + ε

)
V (z) + B̃ε, z ∈ C.

Èç ýòîé îöåíêè, óñëîâèÿ íà n0 è ëåììû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî ê ôóíêöèè f1,n0

ïðèìåíèìà ëåììà 2.6, è çíà÷èò, f1,n0φ ∈ Jφ.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Ïðèìåíèâ ëåììó 2.7 ê
ôóíêöèè ν = Φ/φ1 âìåñòî f , ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïðåäñòàâëåíèå
ν = ν1,nν2,n.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ2 = ν1,n0φ1 ïðèíàäëåæèò ïîäìîäóëþ Jφ, åñ-
ëè ÷èñëî n0 ∈ N òàêîå æå, êàê â ëåììå 2.8. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì V1
íàèáîëüøóþ ñóáãàðìîíè÷åñêóþ ìèíîðàíòó ôóíêöèè (H − ln |φ1|). Â ïî-
ëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà E

⋃
E0, â ñèëó (2.4.1), (2.4.3), (2.4.7),

äëÿ âñåõ p ∈ [1; |z|/2] âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

V1(z) ≤
(
1− 2−n0 +

A0

p

)
(H(z)− ln |φ(z)|) +B2ln(e+ |z|) +Mep,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A0, B2, M íå çàâèñÿò îò p è z. Èç ýòîé
îöåíêè, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
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ôóíêöèé [105, �7.3], íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

V1(z) ≤
(
1− 2−n0 +

A0

p

)
V (z)+B3ln(e+|z|)+Mep, z ∈ C, p ∈ [1; |z|/2],

(2.4.11)
ãäå ïîñòîÿííûå A0, B3, M ïî-ïðåæíåìó íå çàâèñÿò îò p è z.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü V1 ñíèçó ÷åðåç V , çàìåòèì, ÷òî

ln |f2,n0(z)| ≤ H(z)− ln |φ1(z)|+ const (2.4.12)

(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî |Φ(z)| ≤ const eH(z)). Èñïîëüçóÿ
(2.4.1), (2.4.3) è ëåììó 2.7, èç (2.4.12) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

p

A0

(
(1− 2−n0)V (z) + ln |φ1(z)|

)
+ ln |φ(z)| − Mpep

A0

≤ B4ln (e+ |z|),

|Im z| ≤ 1

2
, z ̸∈ E0

⋃
E,

ãäå p ∈ [1; |z|/2] � ïðîèçâîëüíîå, à ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A0, M (òå
æå, ÷òî è âûøå), B4 íå çàâèñÿò îò p, z. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî V èìååò ìèíèìàëü-
íûé òèï ïðè ïîðÿäêå 1, à îáå ôóíêöèè, ln |φ1| è ln |φ|, âñþäó â C ìàæîðè-
ðóþòñÿ ôóíêöèåé (H + const) , è òàêæå ìàëûé ðàçìåð èñêëþ÷èòåëüíûõ
ìíîæåñòâ E0 è E, èç ïîñëåäíåé îöåíêè è ïðèíöèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà
âûâîäèì, ÷òî(
1− 2−n0 − A0

p

)
V (z) ≤ V1(z)+B5ln (e+|z|)+Mep, z ∈ C, p ∈ [1; |z|/2],

(2.4.13)
ãäå, êàê è âûøå, A0, M , B5 íå çàâèñÿò îò z è p.

Âûáèðàÿ â îöåíêàõ (2.4.11) è (2.4.13) äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå p
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 2.5 äëÿ ôóíêöèè V , óáåæäàåìñÿ â òîì,
÷òî

ũ(|x|)− ãln(e+ |x|) ≤ V1(x) ≤ Ãũ(x) + ãln(e+ |x|), x ∈ R, (2.4.14)

ãäå ũ(et) � íàèáîëüøàÿ âûïóêëàÿ ìèíîðàíòà ôóíêöèèmin(V1(e
t), V1(−et)),

ïîñòîÿííûå ã ≥ 0, Ã ≥ A íå çàâèñÿò îò x, íî çàâèñÿò îò âûáðàííîãî p.
Ïðè ýòîì p âûáèðàåì ïî ôèêñèðîâàííîìó n0 ∈ N èç ëåììû 2.8 ñòîëü
áîëüøèì, ÷òî 2−n0 < Ã−1.

Äàëåå, â ñèëó ëåììû 2.7 äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2,
íî âíå ìíîæåñòâà E0, áóäåò∣∣ln |ν1,n(z)| − 2−nln |ν(z)|

∣∣ ≤ A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep,

(2.4.15)
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ãäå p ∈ [1; |z|/2] è ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A0, B, M òàêèå æå, êàê è
â ëåììå 2.7.

Èç (2.4.15), ñ ó÷åòîì (2.4.1), (2.4.3), (2.4.11), ïîëó÷èì îöåíêó

ln |ν1,n0(z)| ≤
((

1− 2−n0 +
A0

p

)
2−n0 +

A0

p

)
(H(z)− ln |φ(z)|)+

+B6ln (e+ |z|) + 2Mep,

åñëè Im |z| ≤ 1/2, z ̸∈ E0

⋃
E.

Èç ýòîé îöåíêè, ïðèíöèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà äëÿ ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, ñ ó÷åòîì îöåíêè (2.4.13), âûâîäèì, ÷òî

ln |ν1,n0(z)| ≤
((

1− 2−n0 +
A0

p

)
2−n0 +

A0

p

)(
1− 2−n0 − A0

p

)−1

V1(z)+

+B7ln (e+ |z|) + 3Mep, z ∈ C,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A0, M (òå æå, ÷òî è âûøå) è B7 íå çà-
âèñÿò îò z è p ∈ [1; |z|/2]. Âûáèðàÿ p òàêèì, ÷òî((

1− 2−n0 +
A0

p

)
2−n0 +

A0

p

)(
1− 2−n0 − A0

p

)−1

< Ã−1,

è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðàâîå íåðàâåíñòîâ â (2.4.14), ïîëó÷èì îöåíêó

ln |ν1,n0(x)| ≤ ũ(|x|) +B7ln (e+ |z|) + 3Mep, x ∈ R.

Òåïåðü, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.6, è ó÷èòû-
âàÿ ëåâóþ îöåíêó â (2.4.14), çàêëþ÷àåì, ÷òî φ2 = ν1,n0φ1 ∈ Jφ1 ⊂ Jφ.

Äàííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü: ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7 äëÿ ôóíê-
öèè χ = Φ/φ2, ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ χ = χ1,nχ2,n, n ∈ N, è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îöåíêè, çàòåì, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è âûøå, óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî φ3 = χ1,n0φ2 ∈ Jφ. È òàê äàëåå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

φ0 = φ, f (1) = f1,n0 , φ1 = f (1)φ0, gk = f (1) . . . f (k),

ãäå f (j), j = 2, 3, . . . , � ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàñùåïëåíèÿ ôóíêöèè Φ/φj−1,
ïðîâåäåííîãî ïðè ïîìîùè ëåììû 2.7 äëÿ n = n0 íà j-ì øàãå, φk = gkφ.

Ðåçóëüòàòîì îïèñàííîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

φk ∈ Jφ, k ∈ N.

134



Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.3, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî f2,nφ ∈ Jφ äëÿ âñåõ n ∈ N.

Èç îöåíêè (2.3.14) ñëåäóåò, ÷òî â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà
E0, áóäåò

ln |f2,n(z)| ≤ (1− 2−n)ln |f(z)|+ A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|)+Bln (e+ |z|)+Mep.

(2.4.16)
Îöåíèì ôóíêöèþ ln |gk(z)| ñíèçó â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæå-

ñòâà E0

⋃
E. Íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ N íàéäåòñÿ ïîñòî-

ÿííàÿ D̃j > 0 òàêàÿ, ÷òî

ln |f (j)(z)| ≥ 2−n0(1− 2−n0)j−1ln |f(z)|−

− D̃j

[
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep

]
ïðè |Im z| ≤ 1

2
, z ̸∈ E0

⋃
E, ãäå ïîñòîÿííûå A0, B è M òå æå, ÷òî è â

ëåììå 2.7. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå
ìíîæåñòâà E0

⋃
E, áóäåò

ln |gk(z)| ≥
(
1− (1− 2−n0)k

)
ln |f(z)|−

−Dk

[
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep

]
, (2.4.17)

ãäå Dk =
k∑
j=1

D̃j.

Âûáåðåì è ôèêñèðóåì kn ∈ N, äëÿ êîòîðîãî

1− (1− 2−n0)kn > 1− 2−n.

Èç (2.4.16) è (2.4.17), ñ ó÷åòîì (2.4.3), ïîëó÷àåì îöåíêó

ln |f2,n(z)| − ln |gkn(z)| ≤ C0ln (e+ |z|)+

+ (Dkn + 1)

[
A0

p
(H(z)− ln |Φ(z)|) +Bln (e+ |z|) +Mep

]
(2.4.18)

äëÿ âñåõ z, ëåæàùèõ â ïîëîñå |Im z| ≤ 1/2, íî âíå ìíîæåñòâà E0

⋃
E,

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C0 çàâèñèò îò n è íå çàâèñèò îò z è p ∈
[1; |z|/2].

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [19, �3, çàìå÷àíèå 2] (öèòèðîâàííûõ âû-
øå, â ï. 1.3.1, òåîðåìà C) âêëþ÷åíèå f2,nφ ∈ Jφ áóäåò ñëåäîâàòü èç b-
íàñûùåííîñòè ïîäìîäóëÿ Jφ ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè f2,nφ. Íàïîì-
íèì, ÷òî ïîäìîäóëü J ⊂ Pa b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè Ψ ∈ Pa,
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åñëè ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B ⊂ Pa, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-
íåíà èìïëèêàöèÿ: åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ F âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|F (z)ψ(z)| ≤ |ψ(z)|+ |Ψ(z)|

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ψ ∈ B
⋂
J , òî F = const.

Ðàññìîòðèì îäíîýëåìåíòíîå (è ïîòîìó îãðàíè÷åííîå â Pa) ìíîæå-
ñòâî B = {zm0gknφ}, ãäå m0 ∈ N � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò
kn, ïðàâèëî âûáîðà êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåíî íèæå. Ïóñòü F � ïðî-
èçâîëüíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ èìïëèêàöèè b-
íàñûùåííîñòè:

|F (z)zm0gknφ(z)| ≤ |zm0gknφ(z)|+ |f2,n(z)φ(z)|, z ∈ C.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî F èìååò íóëåâîé ýêñïîíåíöèàëüíûé
òèï, à òàêæå, ñ ó÷åòîì (2.4.18) ïðè p = (Dkn + 1)A0, ÷òî

|F (z)| ≤ 1 + |z|−m0×

× exp

(
(H(z)− ln |Φ(z)|) + ((Dkn + 1)B +C0)ln (e+ |z|) +Me(Dkn+1)A0

)

ïðè |Im z| ≤ 1
2
, z ̸∈ E0

⋃
E.

Îòñþäà, âûáèðàÿ m0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîëó÷àåì, ÷òî â ïîëîñå
|Im z| ≤ 1

2
âåðíà îöåíêà

|F (z)Φ(z)| ≤ const. (2.4.19)

Èç ýòîé îöåíêè, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè îáîñíîâàíèè ñîîòíîøå-
íèÿ (2.4.2), âûâîäèì, ÷òî F � ìíîãî÷ëåí. Â ñèëó (2.4.2) è òåîðåìû 2.2,
Φ ̸∈ Pa,0. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ïîñòîÿííàÿ c0 > 0, íàòóðàëüíîå ÷èñëî j0 è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi} ⊂ R òàêèå, ÷òî

|xi| → ∞, |Φ(xi)| ≥ c0|xi|−j0 , i = 1, 2, . . .

Ðàññìàòðèâàÿ èçíà÷àëüíî âìåñòî ôóíêöèè Φ ôóíêöèþ (z+1)j0Φ, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî |Φ(xi)| ≥ c0, i ∈ N. Òîãäà èç (2.4.19) ñëåäóåò, ÷òî {F (xi)}
� îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, F = const, è ïîä-
ìîäóëü Jφ b-íàñûùåí îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f2,nφ. Ñîãëàñíî óïîìèíàâ-
øåìóñÿ âûøå êðèòåðèþ èç ðàáîòû [19], f2,nφ ∈ Jφ, n ∈ N. Ó÷èòûâàÿ
çàìå÷àíèå 2.3, çàêëþ÷àåì, ÷òî Jφ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü.
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2.5 Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.4

2.5.1 Ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì,
îòëè÷àþùèìñÿ îò íóëåâîãî ìíîæåñòâà äåëèòå-
ëÿ àëãåáðû P∞ íà R-ìíîæåñòâî

Ïóñòü

Φ(z) = eicz lim
R→∞

∏
|λn|<R

(
1− z

λn

)
� äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà, è ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ
ïðè íåêîòîðîì ïîðÿäêå ρ0 ∈ (0; 1] ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü M = {µk}
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ΛΦ = {λn}, ëåæàùàÿ â íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïîëîñå

Πτ = {z : |Im z| < τ}

è ÿâëÿþùàÿñÿ R-ìíîæåñòâîì, òî åñòü

|µk+1| − |µk| ≥ d|µk|1−ρ0 , k = 1, 2, . . . ,

ïðè íåêîòîðîì d > 0 (ïîíÿòèå R-ìíîæåñòâà ââåäåíî â [29]).

Çàìå÷àíèå 2.4. Ïåðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò, íàïðè-
ìåð, ëþáàÿ ôóíêöèÿ Φ = eiczΨ ∈ P∞, ãäå Ψ � ôóíêöèÿ òèïà ñèíóñà.
Äåéñòâèòåëüíî, îäíî èç òðåáîâàíèé â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè òèïà ñèíóñà
� ýòî îöåíêà ñíèçó íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé

|Ψ(x+ iy0)| ≥ c0 > 0, x ∈ R,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî Ψ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞, à çíà÷èò, è Φ �
äåëèòåëü ýòîé àëãåáðû. Äàëåå, ìíîæåñòâî íóëåé ΛΦ = {λn} ôóíêöèè Φ,
êàê ñîâïàäàþùåå ñ ìíîæåñòâîì íóëåé ôóíêöèè òèïà ñèíóñà, îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè: ΛΦ ⊂ Πτ äëÿ íåêîòîðîãî τ > 0 è ÷èñëî òî÷åê λn â ëþáîì
ïðÿìîóãîëüíèêå

Pt,C,h = {z = x+ iy, t ≤ x ≤ t+ C, |y| ≤ τ}

íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé νC , çàâèñÿùåé òîëüêî îò Ψ è âå-
ëè÷èíû C > 0 (ñì. [30, �1]). Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå
ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîé ïðè ïîðÿäêå ρ0 = 1 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
M⊂ ΛΦ, ÿâëÿþùåéñÿ òàêæå R-ìíîæåñòâîì.
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Ïîëîæèì

∆0 = lim
r→∞

nM(r)

rρ0
.

Ïóñòü ρ ∈ (0; 1/2), ∆ > 0 òàêîâû, ÷òî

lim
r→∞

∆0

∆
rρ0−ρ > 1.

Èç òåîðåìû 1.2.3 ìîíîãðàôèè [34] è óñëîâèÿ M ⊂ Πτ ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü M̃ = {µ̃j} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d̃, äëÿ êîòîðûõ

lim
r→∞

nM̃(r)

rρ
= ∆, |µ̃j+1| − |µ̃j| ≥ d̃|µ̃j|1−ρ, j = 1, 2, . . .

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

φ̃ =
Φ

f̃
,

ãäå

f̃(z) =
∏
µ̃j∈M̃

(
1− z

µ̃j

)
,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.4. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ ω̃ èìå-
åò âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò ïðè ïîðÿäêå
ρ ∈ (0; 1/2). Èç èçâåñòíîãî àñìèïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
âïîëíå ðåãóëÿðíîãî ðîñòà (ñì. [29, ãëàâà II, òåîðåìà 1]) ñëåäóåò, ÷òî åå
èíäèêàòîð hf̃ âñþäó ïîëîæèòåëåí, òî åñòü

0 < h0 ≤ hf̃ (θ) ≤ h1 < +∞, θ ∈ [0; 2π].

Òàê êàê ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè f̃ åñòü R-ìíîæåñòâî, èç òåîðåìû 1.2.6
è çàìå÷àíèÿ ïîñëå ýòîé òåîðåìû â ìîíîãðàôèè [34] âûâîäèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå C1, C2, äëÿ êîòîðûõ

h0
2
|z|ρ − C1 ≤ ln |f̃(z)| ≤ 2h1|z|ρ + C2, (2.5.1)

ïðè ýòîì ïðàâîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ z ∈ C, à ëåâîå � äëÿ
z ∈ C, òàêèõ, ÷òî |z − µ̃j| ≥ δ > 0, j = 1, 2, . . .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|Φ(x)| ≤ const, x ∈ R.

Îöåíêà ôóíêöèè Φ ñíèçó äàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì êðèòåðèåì Ë.Ýðåíïðàéñà
(öèòèðîâàííûì â òåîðåìå E, â ï. 1.3.3 âûøå). À èìååííî,
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ôóíêöèÿ Φ ∈ P∞ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃A > 0 : ∀x ∈ R ∃x′ ∈ R : |x− x′| ≤ Aln (2 + |x|), Φ(x′) ≥ (A+ |x′|)−A.

Èç îöåíîê (2.5.1) è îöåíîê äëÿ ôóíêöèè Φ íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè φ̃ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4, ïðè ýòîì u∗(x) ≍ |x|ρ (òî
åñòü

m|x|ρ ≤ u∗(x) ≤M |x|ρ, x ∈ R,

ãäå m, M � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå). Çäåñü u∗(x) = lnU∗(x),

U∗(x) = sup
n∈N

⋃
{0}

|x|n

Mn

,

Mn = max
x∈R
|xnφ̃(x)|, n = 0, 1, . . . .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ρ0 ôóíêöèè

f(z) =
∏
µj∈M

(
1− z

µj

)
ìåíüøå, ÷åì 1/2, òî ôóíêöèÿ φ = Φ/f òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 2.4.

2.5.2 Ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì,
îáðàçîâàííûì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñäâèãîâ
öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê

Ïóñòü ôóíêöèÿ l : [0; +∞)→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
äëÿ íåêîòîðûõ tl > 0 è Cl > 0

|l(t)− l(s)| ≤ Cl|ln2 t− ln2 s|, Cl > 0, t, s > tl.

Ïîëîæèì
λ(t) = t+ l(|t|), t ∈ R,

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà â ãëàâå 3, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü

λk = λ(k), k = ±1,±2, . . . ,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëåâîå ìíîæåñòâî äåëèòåëÿ φ àëãåáðû Øâàðöà P∞,
îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1− z

λk

)
(2.5.2)
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Ïîýòîìó ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêàëèçóåì è ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì {pφ : p ∈ C[z]}.

Ñ÷èòàþùåé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü âîçðàñòàþùóþ êóñî÷íî ïîñòî-
ÿííóþ íåïðåðûâíóþ ñïðàâà ôóíêöèþ n : [0; +∞)→ N

⋃
{0}.

Ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk}
îáîçíà÷àåòñÿ nΛ; îíà ðàâíà ÷èñëó âñåõ òî÷åê λk ñ |λk| ≤ t.

Äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè n(t), ðàâíîé 0 íà [0; 1], ïîëîæèì

N(t) =

∫ t

0

n(τ)

τ
, t > 0, Ω(s) = N(e|s|), s ∈ R.

Ôóíêöèÿ Ω ÷åòíàÿ è âûïóêëàÿ; îíà ïðèíàäëåæèò ê êëàññó N -ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ â [27, ãë. I].

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ n(t).
N1) Íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ CΩ òàêàÿ, ÷òî

Ω(2s) ≤ CΩΩ(s), |s| ≥ s0,

lim
δ↗1

lim
t→∞

n(δt)

n(t)
> 1− 1

CΩ

.

N2) Äëÿ íåêîòîðîãî m0 ∈ N∫ t+m0

t

dn(τ) < m0, t ≥ t0. (2.5.3)

Äîêàæåì ñíà÷àëà îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.9. Ïóñòü A = {αi}, 1 < |α1| ≤ |α2| ≤ . . . , � âåùåñòâåí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è åå ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ nA óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ N1).

Òîãäà

f(z) =
∞∏
i=1

(
1− z

αi

)
(2.5.4)

� öåëàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî δ0 > 0
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ln |f(z)| ≍ N(|z|) + const, z ∈ C : dist (z,A) ≥ δ0. (2.5.5)

(Íàïîìíèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå f(t) ≍ g(t), t ∈ T îçíà÷àåò ñóùåñòâî-
âàíèå ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ c1 è c2, òàêèõ, ÷òî c1f(t) ≤ g(t) ≤
c2f(t), t ∈ T.)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

NA(t) =

∫ t

0

nA(τ)

τ
, t > 0, ΩA(s) = NA(e

|s|), s ∈ R.

Ïåðâîå èç òðåáîâàíèé â N1) íîñèò íàçâàíèå ∆2-óñëîâèÿ. Èçâåñòíî,
÷òî èç íåãî ñëåäóåò îöåíêà

ΩA(s) = O(|s|n0), |s| → ∞,

ãäå n0 ∈ N (ñì. [27, ãë. I, §4]). Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè nA ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèå

nA(t) = O((ln t)n0), t→∞.

È çíà÷èò, ôîðìóëà (2.5.4) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ íóëå-
âîãî ïîðÿäêà.

∆2-óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè ΩA â òåðìèíàõ ôóíêöèè NA ïðèìåò âèä

NA(t
2) ≤ CΩAN(t), t ≥ t0. (2.5.6)

Ïîëîæèì

Q(r) = r

∞∫
r

nA(t)

t2
dt.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.5.6), ïîêàæåì, ÷òî

Q(r) = O(NA(r)), r →∞. (2.5.7)

Äåéñòâèòåëüíî,

Q(r) = r

0− NA(r)

r
+

∞∫
r

NA(t)

t
dt

 ≤ r
∞∑
j=0

r2
j+1∫

r2
j

NA(t)

t2
dt ≤

r
∞∑
j=0

2jCj+1
Ω NA(r)

r2∫
r

dt

t2j+1 = O(NA(r)).

Äàëåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 èç [27], ∆2-óñëîâèå äëÿ ΩA ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî

nA(t)ln t ≤ CΩANA(t), t ≥ t0, (2.5.8)

â ÷àñòíîñòè,
nA(t) = o(NA(t)), t→∞. (2.5.9)
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Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ñëåäóþùåé îöåíêîé ñíèçó äëÿ öåëûõ ôóíêöèé
ðîäà 0 èç êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè Ð. Áîàñà ([79, Ëåììà 3.5.10]):

ln |f(z)| ≥ nA(σR)

(
r

σR
+ ln

H

σR

)
+NA(σR)−

r

R(σ − 1)
Q(σR). (2.5.10)

Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ z ñ r = |z| < R, ëåæàùèõ âíå èñ-
êëþ÷èòåëüíûõ êðóæêîâ ñ ñóììîé ðàäèóñîâ 2eH; çäåñü σ � ïðîèçâîëüíîå
ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, áîëüøåå 1.

Ñ ó÷åòîì (2.5.7) è (2.5.9), èç îöåíêè (2.5.10) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîì σ > 1 äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ δε ∈ (0; 1) è Rε > 0
òàêèå, ÷òî ïðè R ≥ Rε áóäåò

ln |f(z)| ≥ (1− ε)N(σR) (2.5.11)

äëÿ âñåõ z ñ |z| ≤ δεR, ëåæàùèõ âíå èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà Eε,R,
äèàìåòð êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò δεεR.

Â ñèëó âòîðîãî èç ñîîòíîøåíèåé â óñëîâèè N1), äëÿ äîñòàòî÷íî ìà-
ëîãî θ > 0 íàéäóòñÿ εθ > 0 è Rθ > 0 òàêèå, ÷òî ïðè ε ≤ εθ è R ≥ Rθ

÷èñëî òî÷åê λi, ïîïàâøèõ â ëþáóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó èñêëþ÷èòåëü-
íîãî ìíîæåñòâà Eε,R, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 1−θ

CΩ
nA(σR). Ïðèíèìàÿ âî

âíèìàíèå ýòîò ôàêò è íåðàâåíñòâî (2.5.8), ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ïðè-
åìîâ îöåíêè öåëûõ ôóíêöèé èç (2.5.11) âûâîäèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ôèêñèðîâàííîãî δ0 > 0

ln |f(z)| ≥ θ

2
NA(|z|), |z| ≥ rθ,δ0 , dist (z,Λ) ≥ δ0. (2.5.12)

Òàê êàê f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ðîäà 0, ïîëàãàÿM(r) = max
|z|=r
|f(z)|, èìååì

NA(r) ≤ lnM(r) ≤ NA(r) +Q(r)

(ñì. [79, Ëåììà 3.5.1]). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (2.5.7), çàêëþ÷àåì, ÷òî

ln |f(z)| ≤ constNA(|z|).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (2.5.5) âûòåêàåò èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà è îöåíêè (2.5.12).

Ïî çàäàííîé ñ÷èòàþùåé ôóíêöèåé n(t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
N1)�N2), îïðåäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüM⊂ Λ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì

nj =

∫ m0(j+1)

m0j

dn(τ), j ∈ Z.
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Â ñèëó (2.5.3), nj ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé: 0, 1, . . . ,m0 − 1, à
â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè l, êàæäûé ïðîìåæóòîê âèäà

[m0j;m0(j + 1)), j ∈ Z,

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |j|, ñîäåðæèò íå ìåíåå (m0 − 1) òî÷åê λk. Äëÿ
êàæäîãî j ∈ Z èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ èñêëþ÷èì nj òî÷åê

λk ∈ [m0j;m0(j + 1));

îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïåðåíóìåðóåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ìîäóëåé. Ïî-
ëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷èìM = {µi}.

Òåîðåìà 2.5. Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

ψ(z) = lim
R→∞

∏
|µi|<R

(
1− z

µi

)
,

ïîðîæäàåò â àëãåáðå P∞ ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jψ,
ïðè÷åì

Polψ ⊊ Jψ,

ãäå Polψ := {pψ : p ∈ C[z]}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ óïîðÿ-
äî÷åíèåì òî÷åê ìíîæåñòâà (Λ \ M) ïî âîçðàñòàíèþ èõ ìîäóëåé, à ν(t)
� ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
n(t) è ν(t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

n(t)− ν(t) = O(1), t→∞,

à ôóíêöèè N(t) è Ñ(t) =
t∫
0

ν(τ)
τ
dτ � ñîîòíîøåíèåì

Ñ(t) = (1 + o(1))N(t), t→∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ai} è åå ñ÷èòàþùåé ôóíê-
öèè ν âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.9, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ äðóãèìè ïîñòîÿí-
íûìè âìåñòî CΩ è s0. È çíà÷èò,

ln |g(z)| ≍ Ñ(|z|) + const, z = x+ iδ0, (2.5.13)

ãäå

g(z) =
∞∏
i=1

(
1− z

ai

)
.
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Äëÿ ôóíêöèè φ(z) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ln |φ(z)| ≍ ln (|z|+ 2), z = x+ iδ0 (2.5.14)

(ñì. òåîðåìó 3.1 â ãëàâå 3).
Ïîëîæèì ψ = φ

g
. Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.5.14), ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2.2,

ñëåäóåò, ÷òî Polψ ⊊ Jψ; à èç (2.5.13) è (2.5.14) � ÷òî ôóíêöèÿ ψ óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.4. Ïðè ýòîì u∗(x) ≍ Ñ(|x|) + const, ãäå
u∗(x) = lnU∗(x),

U∗(x) = sup
n∈N

⋃
{0}

|x|n

Mn

,

Mn = max
x∈R
|xnψ(x)|, n = 0, 1, . . . .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.4, çàêëþ÷àåì, ÷òî Jψ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé
ãëàâíûé ïîäìîäóëü.

2.6 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãëàâíîãî ïîä-

ìîäóëÿ â ìîäóëå Pa. Ïðèìåíåíèÿ

2.6.1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ

Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî ïðîñòðàíñòâîPa íåìåòðèçóåìî [45, ñëåäñòâèå 2 èç
òåîðåìû 1]. Ïîýòîìó çàìûêàíèå ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ Pa, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïîëó÷èòü, ïðèñîåäèíÿÿ ê íåìó òîëüêî ïðåäåëû ñõîäÿ-
ùèõñÿ ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {φn} ⊂ A. Îäíàêî äëÿ ïîäìíîæåñòâ
A ïðîñòðàíñòâà Pa, èìåþùèõ ñïåöèàëüíûé âèä, âîçìîæíî ñîâïàäåíèå èõ
ñåêâåíöèàëüíûõ çàìûêàíèé (òî åñòü ñîâîêóïíîñòè ïðåäåëîâ âñåõ ñõîäÿ-
ùèõñÿ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Pa ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç A)
ñ îáû÷íûìè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ Pa ïîëîæèì

Polφ = {pφ : p ∈ C[z]}.

Ñåêâåíöèàëüíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Polφ, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
Jφ,seq.

Òåîðåìà 2.6. Ðàâåíñòâî
Jφ,seq = Jφ. (2.6.1)

èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ φ ∈ Pa.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.6 ïîíàäîáèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãîòîâêà.

Äëÿ öåëîé ôóíêöèè ψ è îòðåçêà [c; d] ⊂ R îïðåäåëèì íîðìó

∥ψ∥0 = sup
z∈C

|ψ(z)|
exp(dy+ − cy−)

, y± = max{0,±y}, z = x+ iy. (2.6.2)

Ñèìâîëîì PW (c; d) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî Ïýëè-Âèíåðà F (L2(c; d)).

Ëåììà 2.10. Åñëè ψ ∈ PW (c; d), òî

∥ψ∥0 ≤ C0∥ψ∥PW (c;d), (2.6.3)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C0 çàâèñèò òîëüêî îò c è d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî c = −d; òîãäà

ψ(z) =

∫ d

−d
e−iztf(t)dt, f ∈ L2(−d; d),

∥ψ∥0 = sup
z∈C

|ψ(z)|
exp(d|y|)

, z = x+ iy.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ R áóäåò

∥ψ(x+ iy)∥2L2(R) = 2π∥eytf(t)∥2L2(−d;d).

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò è ñóáãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè |ψ|2, ïîëó÷àåì äëÿ
âñåõ x ∈ R îöåíêè

|ψ(x)|2 ≤ 1

π

∫
|w−x|≤1

|ψ(w)|2|dw| ≤ 1

π

1∫
−1

 +∞∫
−∞

|ψ(s+ iτ)|2ds

 dτ ≤

≤ C1e
2d∥ψ∥2PW (−d;d),

ãäå C1 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Íåðàâåíñòâî (2.6.3) ñëåäóåò èç ýòèõ îöåíîê è ïðèíöèïà Ôðàãìåíà-

Ëèíäåëåôà.

Ïóñòü φ ∈ Pa,0, cφ = hφ(−π/2), dφ = hφ(π/2), ãäå hφ � èíäèêàòîð
ôóíêöèè φ, PW = PW (cφ; dφ).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà â PW : ïîäïðî-
ñòðàíñòâî PW (φ) = J(φ)

⋂
PW è ïîäïðîñòðàíñòâî PWpol, îïðåäåëÿåìîå

êàê çàìûêàíèå â PW ìíîæåñòâà Polφ.
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Äàëåå, ñèìâîëîì H(φ) îáîçíà÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç âñåõ öåëûõ ôóíêöèé f ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1, òàêèõ,
÷òî ∫ ∞

−∞
|f(x)φ(x)|2dx < +∞,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f1, f2) =

∫
R
f1(x)f2(x)|φ(x)|2dx, f1, f2 ∈ H(φ), (2.6.4)

Hpol � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ïîëèíîìîâ â H(φ).
Ñîîòâåòñòâèå

f 7→ fφ, f ∈ H(φ), (2.6.5)

óñòàíàâëèâàåò èçîìåòðèþ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâH(φ) è PW (φ).Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Hpol, îïðåäåëÿåìîå êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ïîëèíîìîâ â
H(φ), åñòü ïðîîáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà PWpol ïðè ýòîé èçîìåòðèè.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç îáùåé òåîðèè
ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà [84], à òàêæå èç ðàáîòû [72], â êîòîðîé ýòà òåîðèÿ
óñïåøíî áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàí-
ñòâî, àññîöèèðîâàííîå ñ öåëîé ôóíêöèåé E èç êëàññà Ýðìèòà-Áèëåðà, è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ öåëûõ ôóíêöèé F , òàêèõ, ÷òî∫ +∞

−∞

∣∣∣∣F (t)E(t)

∣∣∣∣2 dt < +∞,

è ïîä÷èíåííûõ åùå íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì (ñì. [84, § 19�21], [72, §2]).
Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêîé ýêâèâàëåíòíîãî îïðå-

äåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà, íîñÿùåãî õàðàêòåð àêñèîìàòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ (ñì. [84, Òåîðåìà 23]):

íåòðèâèàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé H ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîñòðàíñòâîì äå Áðàíæà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû
àêñèîìû:

(H1) åñëè F ∈ H, λ ∈ C \ R � íóëü ôóíêöèè F, òî F1 = F (z) z−λ̄
z−λ ∈ H

è íîðìû ôóíêöèé F è F1 ðàâíû;
(H2) äëÿ ëþáîãî λ ∈ C \ R ñîîòâåòñòâóþùèé (ëèíåéíûé) δλ-ôóíê-

öèîíàë, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå δλ(F ) = F (λ), F ∈ H, íåïðåðûâåí â
H;

(H3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F ∈ H ôóíêöèÿ F ∗(z) = F (z̄) ïðèíàäëåæèò
H è èìååò òó æå íîðìó, ÷òî è F .
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî àêñèîìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â [73], [72, §2, òåî-
ðåìà 2.7] óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî H(φ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äå Áðàíæà.
Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî àêñèîìû (H1) � (H3) âûïîëíåíû è äëÿ
ïîäïðîñòðàíñòâà Hpol, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ãèëüáåð-
òîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2.6.4), òî åñòü Hpol �
ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà.

Ñôîðìóëèðóåì åùå äâà ðåçóëüòàòà î ïðîñòðàíñòâàõ äå Áðàíæà (ñì.
[84, § 35], [72, Òåîðåìà 2.1] è [84, § 29], ñîîòâåòñòâåííî).
Òåîðåìà S Ïóñòü H1 è H2 � çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàñòâà îäíîãî è òî-
ãî æå ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà H, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâàìè äå Áðàíæà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, èíäóöèðîâàííûì èç H.
Òîãäà èìååò ìåñòî îäíî èç âêëþ÷åíèé: ëèáî H1 ⊂ H2, ëèáî H2 ⊂ H1.

Òåîðåìà T Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà, Hk � çàìûêàíèå â
H ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà {f ∈ H : zjf ∈ H, j = 1, . . . , k}, k ∈ N. Òîãäà
dim (H⊖Hk) < +∞.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû S è T, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Hpol èìååòñÿ ôóíê-
öèÿ f0 ñî ñâîéñòâîì: äëÿ íåêîòîðîãî k0 ∈ N

zk0−1f0 ∈ H(φ), zk0f0 ̸∈ H(φ).

Òîãäà
dim (H(φ)⊖Hpol) ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Hk çàìûêà-
íèå â H(φ) ìíîæåñòâà

{f ∈ H(φ) : zkf ∈ H(φ)}.

Òàê êàê H(φ) � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà PW
⋂
J (φ) ïðè èçîìåòðèè (2.6.5),

à J (φ) � óñòîé÷èâûé ïîäìîäóëü, òî Hk ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì
Hk èç òåîðåìû T. ßñíî òàêæå, ÷òî H0 = H(φ), Hk ⊂ Hk−1, k = 1, 2, . . .

Êàæäîå Hk, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, èíäóöèðîâàííûì èç H(φ)
� ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà, êàê è ïîäïðîñòðàíñòâî Hpol. Ïîýòîìó, â ñèëó
òåîðåìû S, ëèáî Hk0 ⊂ Hpol, ëèáî Hpol ⊂ Hk0 . Íî íàëè÷èå â Hpol ôóíêöèè
ω0 èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü Hpol ⊂ Hk0 ; ñëåäîâàòåëüíî,

Hk0 ⊂ Hpol.
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Ñ ó÷åòîì òåîðåìû T èìååì

dim (H(φ)⊖Hpol) ≤ dim (H(φ)⊖Hk0) < +∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî êîðàçìåðíîñòü Hpol â H(φ) ìîæåò ïðè-
íèìàòü òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ: 0, 1, +∞ [72, òåîðåìû 2.1, 2.2, 2.9]. Îòêóäà
ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6

Âêëþ÷åíèå φ ∈ Pa \Pa,0, â ñèëó òåîðåìû 2.2, ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøå-
íèþ Jφ = Polφ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ ôóíêöèé φ íóæíîå óòâåðæäå-
íèå òðèâèàëüíî.

Ïóñòü φ ∈ Pa,0. Òîãäà, êàê óæå áûëî ñêàçàíî â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 2.11, âåëè÷èíà dim (H(φ)⊖Hpol) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî îäíî
èç òðåõ çíà÷åíèé: 0, 1, +∞.

Åñëè dim (H(φ)⊖Hpol) = 0, òî

Jφ,seq = Jφ = J(φ). (2.6.6)

Â ñëó÷àå, êîãäà dim (H(φ)⊖Hpol) = 1, ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (2.6.6)
ïîëó÷àåì èç ëåììû 2.10. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Φ ∈ J (φ), òî åñòü Φ = fφ,
ãäå f � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà, è íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí qΦ,
òàêîé, ÷òî f

qΦ
∈ H(φ). Òîãäà ëèáî f

qΦ
∈ Hpol, ëèáî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè λ0 ∈ Zf \Zφ íàéäóòñÿ ÷èñëà α1, α2 ∈ C òàêèå, ÷òî(
α2 −

α1

z − λ0

)
· f
qΦ
∈ Hpol.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, èç ëåììû 2.10, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Pa è ñåêâåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè â íåì ([45, ñëåäñòâèå 1 èç òåîðåìû 2]),
çàêëþ÷àåì, ÷òî Φ ∈ Jφ,seq.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ âîçìîæíîñòü:

dim (H(φ)⊖Hpol) = +∞. (2.6.7)

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Hφ ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

PWφ = PW
⋂
Jφ

ïðîñòðàíñòâà PW ïðè èçîìåòðèè (2.6.5) è ïîëîæèì

H1 = Hφ ⊖Hpol.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû äîëæíû óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî

H1 = {0̄}.
Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî H1 íå ìîæåò ñîäåðæàòü
íåíóëåâóþ ôóíêöèþ f, äëÿ êîòîðîé Φ = fφ ∈ Pa,0. Äåéñòâèòåëüíî, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Φ = F(s), s ∈ C∞
0 (R).

È åñëè Sφ � ôóíêöèîíàë (ðåãóëÿðíûé, ïðèíàäëåæàùèé C∞
0 (−a; a)), äëÿ

êîòîðîãî φ = F(Sφ), òî∫ b

a

S(k)
φ (t)s(t)dt = 0, k = 0, 1, 2 . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, s̄ ∈ WSφ .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Φ ∈ Jφ, òàê êàê f ∈ H1 ⊂ Hφ. Ïîýòîìó s ∈ W 0

Sφ
è

0 = s(s̄) =

∫ b

a

s(t)s(t)dt,

òî åñòü s = 0.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè f ∈ H1 \ {0̄}, òî íàéäåòñÿ ÷èñëî nf ∈ N ñî

ñâîéñòâîì

zjf ∈ H(φ), j = 0, . . . , nf − 1, znff ̸∈ H(φ). (2.6.8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ôàêò.
(F): â ïîäïðîñòðàíñòâå Hpol èìåþòñÿ ôóíêöèè ñî ñâîéñòâîì (2.6.8).
Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.11, çàêëþ÷àåì, ÷òî dim (H(φ)⊖Hpol) <

+∞, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (2.6.7). Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî â ñëó÷àå (2.6.7)

H1 = {0̄}, Jφ,seq = Jφ ̸= J(φ),

òî åñòü ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñåêâåíöèàëüíî ïîðîæäåí, íî íå ñëàáî ëî-
êàëèçóåì.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü îáîñíîâàòü óòâåð-
æäåíèå (F).

Ïóñòü {µj} � ¾ðåäêàÿ¿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ôèêñèðîâàííîé
íåíóëåâîé ôóíêöèè f ∈ H1, òàêàÿ, ÷òî, ñêàæåì, µ1 > 1, µj > 8µj−1,
j = 2, 3, . . . Ïîëîæèì

qm(z) =
m∏
j=1

(
1− z

µj

)
, f̃m =

ω

qm
.
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ßñíî, ÷òî f̃m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.6.8) è, â ñèëó óñòîé÷èâîñòè ïîä-
ìîäóëÿ Jφ, f̃m ∈ Hφ.

Ïóñòü Prpol : Hφ → Hpol è Pr1 : Hφ → H1 � îïåðàòîðû ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà. Åñëè Pr1(f̃m) = 0 äëÿ
êàêîãî-íèáóäü çíà÷åíèÿ èíäåêñà m, òî óòâåðæäåíèå (F) äîêàçàíî. Èíà-
÷å, Pr1(f̃m) ̸= 0 äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . .

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ïðèåìû îöåíîê öåëûõ ôóíêöèé è îïèñàíèå
îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà (LN∗)
[45, òåîðåìà 2], ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ Pa, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f̃mφ} îãðàíè÷åíà ïî íåêîòîðîé íîðìå ∥ · ∥k0 (ñì.
(2.2.25)). È çíà÷èò, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõî-
äèòñÿ â Pa, áîëåå òî÷íî, ∥∥∥f̃mjφ− f̃0φ∥∥∥

k0+1
→ 0,

ãäå

f̃0(z) =
f(z)

∞∏
i=1

(
1− z

µi

) .
Ïóñòü q � êàêîé-íèáóäü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (k0+2) ñ êîðíÿìè, ïðèíàä-

ëåæàùèìè ìíîæåñòâó Zf \{µj}. Êàê è â ñëó÷àå ñ f̃m, åñëè Pr1(f̃mq
−1) = 0

äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà m, òî f̃mq−1 ∈ Hpol è óäîâëåòâîðÿåò
(2.6.8), òî åñòü óòâåðæäåíèå (F) ñïðàâåäëèâî.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{f̃mjq−1}

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f0 = f̃0q
−1 â ïðîñòðàíñòâå H(φ) è f0φ ∈ Pa,0. Â

ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ î òîì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè èç H1

âûïîëíåíî (2.6.8), èìååì Prpol(f0) ̸= 0. Åñëè ïðè ýòîì Pr1(f0) ̸= 0, òî
ôóíêöèÿ Prpol(f0) � èñêîìàÿ, è (F) äîêàçàíî.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà f0 ∈ Hpol.
Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå ôóíêöèè f0 íà ëþáóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíê-

öèþ Q, òàêóþ, ÷òî Qf0 � öåëàÿ ôóíêöèÿ, ïðèâîäèò ê ôóíêöèè, ïðèíàä-
ëåæàùåé Hφ è íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (2.6.8). Ïîýòîìó åñëè äëÿ
íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Q0 áóäåò Pr1(Q0f0) ̸= 0, òî ôóíêöèÿ
Prpol(Q0f0) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäëîæåíèþ (F).

Ïóñòü, íàêîíåö, Qf0 ∈ Hpol äëÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Q, òà-
êîé, ÷òî Qf0 � öåëàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ãëàâíîãî ïîäìîäóëÿ, ïîðîæäåííîãî
ôóíêöèåé

Φ = fq−1φ,
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âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

J (Φ) = JΦ = PolΦ,

òàê êàê ôóíêöèÿ fq−1 óäîâëåòâîðÿåò (2.6.8). Â ñèëó òðåáîâàíèé, êîòîðûì
áûë ïîä÷èíåí âûáîð òî÷åê {µj}, ìû íàõîäèìñÿ â òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è
ïåðåä òåîðåìîé 2.3. Âîñïîëüçîâàâøèñü òðåìÿ ëåììàìè, ïðåäâàðÿþùèìè
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ
{pj} ñî ñâîéñòâîì:

lim
j→∞

pjf0φ = Φ

â ïðîñòðàíñòâå Pa. Ñ ó÷åòîì îïèñàíèÿ ñåêâåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè â Pa,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p ñî ñâîéñòâîì: ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {pjf0p−1} ñõîäèòñÿ ê öåëîé ôóíêöèè ν = fq−1p−1 â íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà H(φ), ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ν óäîâëåòâîðÿåò (2.6.8). Òàê êàê
Pr1(pjf0p

−1) = 0, äëÿ âñåõ çíà÷åíèé èíäåêñà j, òî ν ∈ Hpol, ÷òî è çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

2.6.2 Âåñîâîé êðèòåðèé ñëàáîé ëîêàëèçóåìîñòè ãëàâ-
íîãî ïîäìîäóëÿ

Èç òåîðåìû 2.6 ñëåäóåò, ÷òî ñëàáóþ ëîêàëèçóåìîñòü ãëàâíîãî ïîäìî-
äóëÿ â ìîäóëå Pa, ïîðîæäåííîãî ôóíêöèåé φ ∈ Pa,0, ìîæíî èçó÷àòü,
èññëåäóÿ òîëüêî âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé Φ ∈ J(φ) ñ÷åò-
íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Polφ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé, ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ:
u(z) � íàèáîëüøàÿ ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ìèíîðàíòà ôóíêöèè

(hφ(arg z)|z| − ln |φ(z)|) ,

ãäå hφ � èíäèêàòîð ôóíêöèè φ,

Hu = {f ∈ H(C) : ∥f(z)∥u = sup
z∈C
|f(z)|e−u(z) < +∞}.

Òåîðåìà 2.7. Ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ, ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé φ ∈ Pa,0,
ñëàáî ëîêàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Hu

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè â íîðìå

∥f∥′ = sup
z∈C
|f(z)| exp (−u(z)− 2ln (2 + |z|)) .

151



Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî íåîáõî-
äèìîñòü.

Ïóñòü f ∈ Hu è µ0 � êàêîé-íèáóäü íóëü ýòîé ôóíêöèè, òîãäà

f

z − µ0

∈ H(φ).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.11, êîðàçìåðíîñòü
Hpol âH(φ) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ: 0, 1, +∞ [72, òåîðåìû
2.1, 2.2, 2.9]. Ïðè ýòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6 óñòíîâëåíî, ÷òî åñëè

dim (H(φ)⊖Hpol) = +∞,

òî ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ íå ñëàáî ëîêàëèçóåì. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî
H(φ) = Hpol, ëèáî

dim (H(φ)⊖Hpol) = 1. (2.6.9)

Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ {qj}
áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

f

z − µ0

= lim
j→∞

qj

â ïðîñòðàíñòâå H(φ). Äàëåå, â ñèëó ëåììû 2.10,∥∥∥∥qjφ− f

z − µ0

φ

∥∥∥∥
0

→ 0,

ãäå ∥ · ∥0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.6.2) ñ c = cφ, d = dφ. Îòñþäà ëåã-
êî âûâåñòè ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ {(z − µ0)qj} ê
ôóíêöèè f â íîðìå ∥ · ∥′.

Åñëè èìååò ìåñòî (2.6.9), òî ïðè íåêîòîðûõ α0, α1 ∈ C áóäåò(
α0

f

z − µ0

+ α1
f

z − µ1

)
∈ Hpol,

ãäå µ1 ̸= µ0 � åùå îäèí íóëü ôóíêöèè f. Â ñèëó ëåììû 2.10, íåêîòîðàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pj} áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ôóíêöèè

((α0 + α1)z − (α1µ0 + α0µ1)) f

â íîðìå ∥ · ∥′.
Åñëè α0 + α1 = 0, òî âñå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ

β =
α1µ0 + α0µ1

α0 + α1
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è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà è îïðåäåëåíèå
ôóíêöèè u, âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

p̃j(z) =
pj(z)− pj(β)

(α0 + α1)z − (α1µ0 + α0µ1)
, j = 1, 2, . . . ,

ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f â íîðìå ∥ · ∥′.

2.6.3 Óòî÷íåíèå êðèòåðèÿ À.Áàðàíîâà è Þ.Áåëîâà
ñèíòåçèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.6 óòî÷íèì ðåçóëüòàò èç
ðàáîòû [72] î ñèíòåçèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

ÏóñòüW ⊂ C∞(−a; a) � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW = [−c; c].

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.8, åñëè πDBM(iσW ) < c, òî W äî-
ïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç. È çíà÷èò, ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì c > πDBM(iσW ) ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñ çàäàííûìè äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäóàëüíûì ïðî-
ìåæóòêîì [−c; c]. Íàïðîòèâ, åñëè πDBM(iσ) = c, òî W ìîæåò è íå äî-
ïóñêàòü ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (òåîðåìà 1.12). Ñëåäîâàòåëüíî,
D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW è ðåçèäó-
àëüíûì ïðîìåæóòêîì [−c; c] êðèòè÷åñêîé äëèíû 2πDBM(iσ), âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå åäèíñòâåííî.

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìå÷àíèåì àâòîðàìè ðàáîòû [72] áûëî ïðåäëîæå-
íî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C, DBM(Λ) < ∞,
íàçûâàåòñÿ ñèíòåçèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå (è ïîòîìó äî-
ïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç) D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî W ñî ñïåêòðîì (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì

[−πDBM(Λ); πDBM(Λ)].

À.Áàðàíîâ è Þ.Áåëîâ â [72, ïðåäëîæåíèå 3.2 è òåîðåìà 1.3] ïîëó÷èëè
õàðàêòåðèçàöèþ ñèíòåçèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

Òåîðåìà U. Ïóñòü Λ ⊂ C[z], c = DBM(Λ) <∞.
1) Åñëè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ExpΛ èìååò êîíå÷íûé íåäîñòàòîê
èëè ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2(−c; c), òî Λ � ñèíòåçèðóåìàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.
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2) Åñëè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ExpΛ èìååò áåñêîíå÷íûé íåäîñòà-
òîê â ïðîñòðàíñòâå L2(−c; c), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñèíòåçèðóåìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ = Zφ äëÿ êàêîé-íèáóäü ôóíêöèè φ ∈ Pa,0

è
dim (H(φ)⊖Hpol) ≤ 1.

Ñ ó÷åòîì ñïåöèàëüíîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.2)
èç òåîðåìû U ïîëó÷àåì, ÷òî ñèíòåçèðóåìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ðàâ-
íîñèëüíà òîìó, ÷òî D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ñî ñïåêòðîì
σW = −iΛ è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì [−πDBM(Λ); πDBM(Λ)] èìååò
âèä

W = WS = {f ∈ C∞(−a; a) : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2 . . . },

ãäå S = F−1(φ), φ ∈ Pa òàêàÿ, ÷òî Zφ = Λ è J (φ) = Jφ,seq.
Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2.6 âìåñòå ñ âûøåñêàçàííûì ïðèâîäèò ê ñëåäó-

þùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C ñèíòåçèðóåìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ = Zφ äëÿ íåêîòîðîé φ ∈ Pa, ïîðîæäàþùåé â Pa

ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü.
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Ãëàâà 3

Íóëåâûå ìíîæåñòâà äåëèòåëåé

àëãåáðû Øâàðöà P∞ è

ïðîñòðàíñòâ PΩ,∞

3.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì ñòðóêòóðó íóëåâûõ ìíîæåñòâ è íåêîòîðûå äðó-
ãèå ñâîéñòâà äåëèòåëåé àëãåáðû Øâàðöà è ïðîñòðàíñòâ PΩ,∞, ãäå

Ω = {nω}∞n=1, èëè Ω = {rnω}, 0 < rn ↗ 1, n→∞, (3.1.1)

ω � êàíîíè÷åñêèé âåñ.
Ìîòèâàöèåé ê èññëåäîâàíèþ ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî òî, ÷òî íóëåâûå

ìíîæåñòâà äåëèòåëåé φ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-
òåëÿ (−i), ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàìè D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâW ⊂ Ea
èç êëàññà D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ êðèòè÷åñêèì ñîîòíîøåíè-
åì õàðàêòåðèñòèê:

2πDBM(iσW ) = 2r(iσW ) = |IW |.

À èìåííî, åñëè Zφ � íóëåâîå ìíîæåñòâî äåëèòåëÿ, S = F−1(φ), òî, ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 1.3 è 1.11 èç ãëàâû 1,

WS = {f ∈ Ea : S(Dkf) = 0, k = 0, 1, 2, . . . }

�D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé
ñèíòåç, ïðè÷åì

σWS
= −iZφ, IWS

= [−hφ(−π/2);hφ(π/2)],
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è çíà÷èò,
|IWS
| = 2πDBM(iσWS

).

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî åñëè φ � äåëèòåëü P∞ èëè PΩ,∞ äëÿ Ω,
îïðåäåëåííîé â (3.1.1), S = F−1(φ), òî îïåðàòîð ñâåðòêè TS, ïîðîæäåí-
íûé (Ω-óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèåì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé ñþðúåêòèâåí (ñì. [90] �
äëÿ ïðîñòðàíñòâà C∞(R), [107] � äëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, åñëè Ω = {nω},
[3] � äëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, åñëè Ω = {rnω}). ßäðî îïåðàòîðà TS åñòü
D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà E∞,
äîïóñêàþùåå ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ïðè÷åì ôóíêöèè kerTS íå òîëüêî
àïïðîêñèìèðóþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè â òîïîëîãèè ïðî-
ñòðàíñòâà E∞, íî è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäà (ñî ñêîáêàìè) èç ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ ìîíîìîâ, òàêæå ñõîäÿùåãîñÿ â E∞ (ñì. ðàáîòû [90], [107],
[3]).

Âàæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ãëàâå 4, äåëèòåëè
àëãåáðû Øâàðöà è èõ íóëåâûå (ïîä)ìíîæåñòâà èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü
â èññëåäîâàíèè âîïðîñà î ïðåäñòàâëåíèè D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà W ⊂ C∞(−a; a) â âèäå ïðÿìîé ñóììû (àëãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè-
÷åñêîé) åãî ðåçèäóàëüíîãîWIW è ýêñïîíåíöèàëüíîãî spanExpW ïîäïðî-
ñòðàíñòâ è ñïðàâåäëèâîñòè äëÿW ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöèïà â ñëàáîì
ñìûñëå.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè φ ∈ P∞ ÿâëÿþùèåñÿ äåëèòåëÿìè â Pa íà-
çûâàþò åùå ìåäëåííî óáûâàþùèìè â P∞, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèìè
àíàëèòè÷åñêèì êðèòåðèÿì èç ðàáîò [90], [107, Òåîðåìà 2.6], [3, òåîðåìà 2]
è [5, òåîðåìà 1], ïðèâåäåííûì â ãëàâå 1 â òåîðåìàõ E, F è G ïåðåä ïðåä-
ëîæåíèåì 1.11. Óñëîâèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ, èìåþùèå ôîðìó îöåíîê ñíèçó
äëÿ ôóíêöèè ln |φ|, íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå P∞. Â äàëüíåéøåì ìû â ðàâíîé ìåðå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáà
ýêâèâàëåíòíûõ òåðìèíà: "äåëèòåëü"è "ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ".

Â ïàðàãðàôå 3.2 ìû èçó÷àåì óñëîâèÿ íà âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ l,
ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì, îïðåäåëÿåìûì ôîðìóëà-
ìè

λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . . , (3.1.2)

ãäå l(t) � íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t ≥ 0, áóäåò äåëèòåëåì
àëãåáðû P∞. Ïðè ýòîì ìû ïðåäúÿâëÿåì áîëåå ñëàáûå, ÷åì â ðàáîòå [69],
àïðèîðíûå òðåáîâàíèÿ ê ðåãóëÿðíîñòè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè l. Â äîêàçà-
òåëüñòâàõ íàìè ðàçâèâàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà îöåíèâàíèÿ, îñíî-
âàííàÿ íà ñëåäóþùåì èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ln |φ|, ïîëó÷åí-
íîì Ñ.Þ. Ôàâîðîâûì â [54, ëåììà 1]:
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Òåîðåìà F. ([54, ëåììà 1]) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A = {aj} ⊂ C \ {0}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∃ lim
R→∞

∑
|aj |<R

a−1
j ,

nA(0, t) = O(t), t→∞,

nA(0, t+ 1)− nA(0, t) = o(t), t→∞,

ãäå nA(z, t) � ÷èñëî òî÷åê aj â êðóãå |w − z| ≤ t. Òîãäà ôîðìóëà

g(z) = lim
R→∞

∏
|aj |≤R

(
1− z

aj

)
êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è äëÿ
âñåõ z ∈ C èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ln |g(z)| =
∫ ∞

0

nA(0, t)− nA(z, t)
t

dt.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 3.2 � ýòî òåîðåìû 3.1 è 3.2

Ïàðàãðàô 3.3 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ óñëîâèé íà ôóíêöèþ l, ïðè êîòîðûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{λk}, λk = k + l(|k|), k ∈ Z,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëåâîå ìíîæåñòâî äåëèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, ãäå
Ω îïðåäåëåíà â (3.1.1).

Â ïàðàãðàôå 3.4 èññëåäóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå (êàê ïî
îòäåëüíîñòè, òàê è âìåñòå) óñëîâèÿ ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèé φ â
àëãåáðå Øâàðöà P∞, ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ îãðàíè÷åíèé íà ñ÷èòà-
þùèå ôóíêöèè è äðóãèå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íóëåâûõ ìíî-
æåñòâ Zφ.

Òåîðåìà 3.8 ñîäåðæèò óäîáíîå äëÿ ïðîâåðêè íåîáõîäèìîå óñëîâèå,
êîòîðîå íåëüçÿ óñèëèòü íà êëàññå âñåõ äåëèòåëåé àëãåáðû Øâàðöà ñ âå-
ùåñòâåííûìè íóëÿìè (ýòî ìû òîæå îáîñíîâûâàåì).

Òåîðåìû 3.9 è 3.10 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèòåðèè òîãî, ÷òî öåëàÿ
ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà φ ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè åñòü äå-
ëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà.
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Â ïàðàãðàôå 3.5 ðå÷ü ïîéäåò î äåëèòåëÿõ àëãåáðû Øâàðöà, íóëåâûå
ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå:

Zφ ⊂ {z : |Im z| < α(|Re z|)}, (3.1.3)

ãäå α : R → [1; +∞) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì
óñëîâèÿì ðîñòà è ðåãóëÿðíîñòè ïîâåäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ ôóíê-
öèé áóäóò èññëåäîâàíû àíàëîãè îöåíîê âèäà

C1e
π|Im z| ≤ |φ(z)| ≤ C2e

π|Im z|, |Im z| ≥ hφ > 0, C1, C2 > 0. (3.1.4)

Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì îäíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òðåáîâà-
íèÿ âèäà (3.1.4) äëÿ ôóíêöèè φ ∈ P∞, èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòîðîé
åñòü ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò îòðåçîê ìíèìîé îñè
äëèíû 2σ:

äëÿ òî÷åê z, ëåæàùèõ âíå êðèâîëèíåéíîé ïîëîñû

{z : |Im z| < const ln(|Re z|+ e)}, (3.1.5)

èìååò ìåñòî îöåíêà

ln |φ(z)| ≥ σ|Im z| − const ln(|Re z|+ e). (3.1.6)

Â ýòîì ñëó÷àå âñå íóëè ôóíêöèè φ ëåæàò â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå
(3.1.5), è, â ñèëó òåîðåìû î ìèíèìóìå ìîäóëÿ (îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â êðóãå) [29, Ch. 1, Sec. 8, Th. 11] è àíàëèòè÷å-
ñêîãî êðèòåðèÿ Ë.Ýðåíïðàéñà (òåîðåìà E), φ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞.

Èç äîêàçûâàåìîãî íèæå áîëåå îáùåãî ôàêòà, òåîðåìû 3..11, áóäåò
ñëåäîâàòü, ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî ê òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîìó
îáîáùåíèþ (3.1.4):

äëÿ ëþáîé ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè, âñå íóëè êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ
â ïîëîñå (3.1.5), âåðíà îöåíêà (3.1.6).

3.2 Ñäâèãè öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, ïîðîæäàþùèå äåëèòåëè àëãåáðû P∞

3.2.1 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ è êðèòåðèé

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ l : [0; +∞)→ R òàêîâà, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ α ∈ (0; 1),
tl > 0 è Cl > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|l(t)− l(s)| ≤ Cl|tα − sα| (3.2.1)
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ïðè âñåõ t, s ≥ tl. Ïîëîæèì

λ(t) = t+ l(|t|), t ∈ R,

λk = λ(k), k = ±1,±2, . . . , (3.2.2)

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1− z

λk

)
, (3.2.3)

ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû F (ñì.
ïàðàãðàô 3.1) è ëåììû 3.5.

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3.2.1), à ôóíêöèÿ φ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3.2.3). Åñëè äëÿ âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ t è s

|l(t)− l(s)| ≤ Cl|ln2 t− ln2 s|, Cl > 0, (3.2.4)

òî ôóíêöèÿ φ ïðèíàäëåæèò àëãåáðå Øâàðöà P∞ è ÿâëÿåòñÿ åå äåëè-
òåëåì.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk}, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.2.2),
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: n(z, t) � ÷èñëî òî÷åê λk â êðóãå |w− z| ≤ t, n+(0, t),
n−(0, t) � ÷èñëî òî÷åê λk â ïðîìåæóòêàõ [0; t] è [−t; 0], ñîîòâåòñòâåííî;
çäåñü z ∈ C, t ≥ 0.

Â íèæåñëåäóþùåé ëåììå ñîáðàíû íóæíûå íàì â äàëüíåéøåì ñâîé-
ñòâà ôóíêöèè λ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.2.2) è ñ÷èòàþùèõ ôóíêöèé n+(0, t),
n−(0, t), n(0, t) ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ l : [0; +∞) → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3.2.1). Òîãäà

1) íàéäåòñÿ t0 > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ λ(t) = t + l(|t|) ñòðîãî âîç-
ðàñòàåò ïðè t ≥ t0 è ïðè t ≤ −t0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ t, |t| ≥ t0
îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ λ−1(t), ïðè÷åì

λ−1(t) = t− l(|t|) +O(|t|α−1l(|t|)), |t| → +∞; (3.2.5)

2) òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ðàçäåëåíû: ñóùåñòâóåò ÷èñëî d0 > 0
òàêîå, ÷òî

|λn − λm| ≥ d0, m, n ∈ Z′, m ̸= n,

ãäå, êàê îáû÷íî, Z′ = Z \ {0};
3) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
R→+∞

∑
|λk|<R

1

λk
;
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4) ïðè âñåõ t > t0 áóäåò

n+(0, t) = [λ−1(t)], n−(0, t) = −[λ−1(−t)],

ãäå [a] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a ∈ R;
5) n(0, t) = O(t), t→ +∞;
6) n(0, t+ 1)− n(0, t) = o(t), t→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü tl < t < s. Òîãäà, â ñèëó (3.2.1),

λ(s)− λ(t) = s− t+ (l(s)− l(t)) ≥ (s− t)
(
1− C0αt

α−1
)
.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî t0 > tl áóäåò

λ(s)− λ(t) > (s− t)/2 > 0, s > t ≥ t0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t ≥ t0 îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ λ−1(t) îïðåäåëåíà.
Ïîëîæèì s = λ(t) = t+ l(t), t > t0. Èç óñëîâèÿ (3.2.1) ñëåäóåò, ÷òî

t = (1 + o(1))s, t→∞. (3.2.6)

Äàëåå,

s− t = l(t) = l(s) +
l(t)− l(s)
t− s

(t− s),

t = s− l(s) + L(s, t)l(s)

1 + L(s, t)
,

ãäå L(s, t) = l(t)−l(s)
t−s . Ñ ó÷åòîì (3.2.1) è (3.2.6) ïîëó÷èì

t = s− l(s) +O(sα−1l(s)), s→ +∞,

Ñëó÷àé s < t < −tl ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
2) Ñâîéñòâî ðàçäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñëåäóåò èç îöåíêè

|λ(s)− λ(t)| > |s− t|
2

,

ñïðàâåäëèâîé ïðè |s|, |t| ≥ t0.
3) Äëÿ R > 0 ïîëîæèì

nR = max{n ∈ N : λn < R è λ−n > −R}.

ßñíî, ÷òî

nR < R, nR + 1− |l(nR + 1)| < R, nR + 1 + |l(nR + 1)| ≥ R.
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Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

nR = (1 + o(1))R, R→∞, (3.2.7)

òàê êàê, â ñèëó (3.2.1),

l(t) = O(tα), t→ +∞.

Íàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

∑
|λk|<R

1

λk
=

nR∑
j=1

(
1

λ−j
+

1

λj

)
+
∑

|λk|<R,
|k|>nR

1

λk
= S1,R + S2,R.

Ó÷èòûâàÿ (3.2.7), âûâîäèì, ÷òî

|S1,R| ≤
nR∑
j=1

∣∣∣∣ 1

λ−j
+

1

λj

∣∣∣∣ ≤ nR∑
j=1

2|l(j)|
|j2 − l2(j)|

= O

(
nR∑
j=1

1

j2−α

)
. (3.2.8)

Äàëåå, ïóñòü K � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíäåêñà k â ñóììå S2,R. Äëÿ
êàæäîãî k ∈ K âåðíû íåðàâåíñòâà

k + |l(k)| ≥ R, k − |l(k)| < R.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå S2,R åñòü O(Rα), à êàæäîå ñëà-
ãàåìîå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1

|λk|
= O

(
1

R

)
.

Ïîýòîìó
|S2,R| = O(Rα−1) R→ +∞.

Îòñþäà è èç (3.2.8) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà 3).
Óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 4)�6) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óæå óñòàíîâëåí-

íûõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}.

Çàìå÷àíèå 3.1. ßñíî, ÷òî èçìåíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê {λk} íå
âëèÿåò íà àñèìïòîòèêó ôóíêöèè ln |φ|, ñâÿçàííóþ ñ âîïðîñàìè âêëþ÷å-
íèÿ φ ∈ P∞ è îáðàòèìîñòè φ ïî Ýðåíïðàéñó. Ó÷èòûâàÿ ýòî çàìå÷àíèå,
èçìåíèì ôóíêöèþ l íà îòðåçêå [0; t0] òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ λ ñòàëà íåïðå-
ðûâíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, λ(0) = 0 è
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èçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ l ÿâëÿëàñü áû ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
íà îòðåçêå [0; t0]:

t0∨
0

(l) := sup
n∑
j=0

|l(τj+1)− l(τj)| < +∞, (3.2.9)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì êîíå÷íûì ðàçáèåíèÿì îòðåçêà
[0; t0] :

τ0 := 0 < τ1 < · · · < τn < t0 =: τn+1.

Â ñèëó ëåììû 3.5 è òåîðåìû F (ñì. ïàðàãðàô 3.1), ôîðìóëîé (3.2.3)
îïðåäåëÿåòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è äëÿ âñåõ z ∈ C
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt. (3.2.10)

Ïîëîæèì
d1 = min{λ1,−λ−1, d0/2}.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ íàøèõ öåëåé ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè

n(0, t) = [λ−1(t)]− [λ−1(−t)], n(x, t) = [λ−1(x+ t)]− [λ−1(x− t)]

â ïðåäñòàâëåíèè (3.2.10) ìîæíî çàìåíèòü íà âûðàæåíèÿ

(λ−1(t)− λ−1(−t)), (λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)),

ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.2.1). Òîãäà äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî δ0 ∈ (0; d1) ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ñîîòíîøåíèå∫ ∞

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt−
∫ ∞

δ0

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt+

+

∫ ∞

δ0

λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)
t

dt = O(ln |x|) (3.2.11)

ïðè |x| → +∞, è |x− λk| ≥ δ0, k ∈ Z′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ |x− λk| > δ0, k ∈ Z′, î÷åâèäíî, áóäåò∫ ∞

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt =

∫ ∞

δ0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt.

Ó÷èòûâàÿ (1.11), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ > 0 ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∫ |x|σ

δ0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt−
∫ |x|σ

δ0

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt+∫ |x|σ

δ0

λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)
t

dt
∣∣∣ ≤ 4max(σ, 1)ln (δ−1

0 |x|). (3.2.12)

Çàôèêñèðóåì σ > 1 è ïîëîæèì ζ(t) = 1
2
− {λ−1(t)}, t ∈ R, ãäå {a} �

äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a ∈ R. Èìååì∫ ∞

|x|σ

n(0, t)− n(x, t)
t

dt−
∫ ∞

|x|σ

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt+

+

∫ ∞

|x|σ

λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)
t

dt =

=

∫ ∞

|x|σ

ζ(t)− ζ(−t) + ζ(x+ t)− ζ(x− t)
t

dt. (3.2.13)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïåðâîîáðàçíîé Z(t) =
∫ t
0
ζ(τ)dτ ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà
|Z(t)| = O(|t|α), |t| → +∞. (3.2.14)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå (3.2.1) è ñîîòíîøåíèÿ (3.2.6), (3.2.9)
ïîëó÷èì

|Z(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

(
1

2
− {λ−1(τ)}

)
dτ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ λ−1(t)

0

(
1

2
− {y}

)
d (y + l(|y|))

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

8
+

1

2

|λ−1(t)|∨
0

(l) = O(|λ−1(t)|α) = O(|t|α),

ïðè |t| → +∞. Èç îöåíêè (3.2.14), ïðåäñòàâëåíèÿ (3.2.13), èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì, âûâîäèì, ÷òî∫ ∞

|x|σ

n(0, t)− n(x, t)
t

dt−
∫ ∞

|x|σ

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt+

+

∫ ∞

|x|σ

λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)
t

dt = O(1), (3.2.15)
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ïðè |x| → +∞. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç îöåíîê (3.2.12) è (3.2.15).

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïóñòü òî÷êà z = x + iy òàêîâà, ÷òî |z − λk| = δ0 äëÿ
íåêîòîðîãî k ∈ Z′, ÷èñëî δ0 òàêîå æå, êàê â ëåììå 3.2. Òîãäà, î÷åâèäíî,

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt =

∫ ∞

δ0

n(0, t)− n(x, t∗)
t

dt,

ãäå t∗ =
√
t2 − y2, y ∈ [0; δ0].

Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2, ïîëó-
÷àåì, ÷òî∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt−
∫ ∞

δ0

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt+

+

∫ ∞

δ0

λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗)
t

dt = O(ln |z|), (3.2.16)

êîãäà z →∞ ïî ìíîæåñòâó {z : |z − λk| = δ0, k ∈ Z′}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå àë-
ãåáðû P∞ è àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé Ë.Ýðåíïðàéñà (òåîðåìà E, ïðèâå-
äåííàÿ íàìè â ï.3 ïàðàãðàôà 1.3), âèäèì, ÷òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå
áóäåò ñëåäîâàòü èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ

ln |φ(z)| = O(ln |z|), (3.2.17)

ïðè |z| → ∞, ïî ìíîæåñòâó |z − λk| = δ0, k ∈ Z′, à δ0 > 0 òàêîå æå, êàê â
ëåììå 3.2.

Â ñèëó (3.2.16), ñîîòíîøåíèå (3.2.17) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îöåíêà∫ ∞

δ0

(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))
t

dt = O(ln |x|)

(3.2.18)
ïðè |k| → ∞ èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ y ∈ [0; δ0] è x òàêèõ, ÷òî (x−λk)2+y2 =
δ20, k ∈ Z′; çäåñü îáîçíà÷åíî t∗ =

√
t2 − y2.

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë èç ëåâîé ÷àñòè (3.2.18) â âèäå ñóììû:∫ ∞

δ0

(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))
t

dt = I1 + I2 + I3 =

=

(∫ |x|
2

δ0

+

∫ 2|x|

|x|
2

+

∫ ∞

2|x|

)
(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))

t
dt
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Îöåíêè äëÿ ñëàãàåìûõ I1, I2, I3 ïðîâåäåì ïðè x > 0, ñëó÷àé x < 0 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.2.4),
(3.2.5), äëÿ ñëàãàåìîãî I1 ïðè x→ +∞ ïîëó÷èì

I1 =

∫ x
2

δ0

2(t∗ − t)− (l(x+ t∗)− l(x− t∗))
t

dt+O(1) = O(lnx). (3.2.19)

Îöåíèì ñëàãàåìîå I3. Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì σ > 1 è ðàçîáüåì I3 íà
ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ:

I3 = I31 + I32 =

=

(∫ xσ

2x

+

∫ ∞

xσ

)
(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))

t
dt.

Â ñèëó (3.2.4) è (3.2.5), ïðè x→ +∞ áóäåò

I31 =

∫ xσ

2x

2(t∗ − t)− (l(t∗ + x)− l(t∗ − x))
t

dt+O(1).

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.2.4), ïîëó÷àåì îöåíêó

|I31| ≤ const

∫ √x2σ−y2

√
4x2−y2

xlnx

t∗(t∗ − x)
dt∗ +O(1) = O(lnx).

Àíàëîãè÷íî, äëÿ èíòåãðàëà I32 âûâîäèì îöåíêó

I32 = O(1).

Òàêèì îáðàçîì,
I3 = O(lnx), x→ +∞. (3.2.20)

Ñëàãàåìîå I2 ïðåäñòàâèì â âèäå

I2 = I21 + I22 + I23 =(∫ x−1

x
2

+

∫ x+1

x−1

+

∫ 2x

x+1

)
(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))

t
dt.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè

I22 = O(1), x→ +∞. (3.2.21)
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Äëÿ èíòåãðàëà I21, ó÷èòûâàÿ (3.2.4) è (3.2.5), ïîëó÷èì

I21 =

∫ x−1

x
2

(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))
t

dt =

=

∫ x−1

x
2

2(t∗ − t)− (l(x+ t∗)− l(x− t∗))
t

dt+O(1) =

= −
∫ x−1

x
2

l(x+ t∗)− l(x)
t

dt−
∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t∗)
t

dt+O(1) =

= −
∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t∗)
t

dt+O(lnx), x→ +∞.

Äàëåå,∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t∗)
t

dt =

∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t)
t

dt+

+

∫ x−1

x
2

l(x− t)− l(x− t∗)
t

dt =

∫ 1− 1
x

1
2

l(x)− l((1− τ)x)
τ

dτ +O(1),

êîãäà x → +∞. Ïîëàãàÿ x = es, δ = 1 − τ è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.2.4),
ïîñëåäíèé èíòåãðàë îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣
∫ 1− 1

x

1
2

l(x)− l((1− τ)x)
τ

dτ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

2

1
x

l(es)− l((es+ln δ)

1− δ
dδ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ const

∫ 1
2

1
x

ln (es
∗
) · es∗ · (−ln δ)
es∗(1− δ)

dδ = O(lnx),

çäåñü s∗ ∈ [s+ ln δ; s]. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

I21 = O(lnx), x→ +∞. (3.2.22)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà

I23 = O(lnx), x→ +∞. (3.2.23)

Èç îöåíîê (3.2.21), (3.2.22), (3.2.23) ñëåäóåò, ÷òî

I2 = O(lnx), x→ +∞. (3.2.24)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ñîîòíîøåíèé (3.2.19), (3.2.20), (3.2.24) âûòåêàåò îöåí-
êà (3.2.18), à çíà÷èò, è îöåíêà (3.2.17).
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2. Ðàññìîòðèì êëàññ âîçìóùàþùèõ ôóíêöèé l, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå,
ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèþ (3.2.4), áóäåò êðèòåðèåì òîãî, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ φ áóäåò äåëèòåëåì â àëãåáðå Øâàðöà.

Ïóñòü l : [0; +∞)→ R � ïîëîæèòåëüíàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, l(0) = 0.
Òîãäà l � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, è çíà÷èò, ïî÷òè âñþäó íà (0;+∞) äèô-
ôåðåíöèðóåìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E � ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
t ∈ (0;+∞), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ l′(t), è ïîëîæèì

p(t) =

{
l′(t), t ∈ E,
inf{l′(s), s : s ∈ E, s < t}, t ∈ (0;+∞) \ E.

Ôóíêöèÿ p óáûâàåò íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè è

l(t) =

∫ t

0

p(s) ds. (3.2.25)

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü l � ïîëîæèòåëüíàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà [0; +∞),
l(0) = 0, è

lim
t→+∞

ln |l(t)|
ln t

∈ [0; 1/2), (3.2.26)

à ôóíêöèÿ φ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1.3).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû φ ïðèíàäëåæàëà àëãåáðå P∞ è áûëà åå äåëèòåëåì,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

p(t)t

lnt
= O(1), t→ +∞. (3.2.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.2.25) è óñëîâèÿ
(3.2.27) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ l óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1,
ñîãëàñíî êîòîðîé ôóíêöèÿ φ ∈ P∞ è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ýòîé àëãåáðû.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (3.2.27) íå âûïîëíåíî:
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 < x1 < x2 < · · · < xn < · · · → +∞,

äëÿ êîòîðîé

p(xn) ≥
nlnxn
xn

, n = 1, 2, . . . (3.2.28)

Ïðè ýòîì, òàê êàê p � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî∣∣∣xn
2
− λk

∣∣∣ ≥ δ0, k, n ∈ N.
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Ïóñòü x > 0. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.2.10) è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà
(3.2.11) ñëåäóåò, ÷òî

ln |φ(x)| =
∫ ∞

δ0

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt−
∫ ∞

δ0

λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)
t

dt+O(lnx)

ïðè x→ +∞ è |x−λk| ≥ δ0, k = 1, 2, . . . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå
(3.2.5) è óñëîâèå (3.2.26), ïðè óêàçàííûõ x ìîæåì íàïèñàòü

ln |φ(x)| =
∫ ∞

δ0

l(x+ t)− l(|x− t|)
t

dt+O(lnx).

Äàëåå, l � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âû-
âîäèì, ÷òî

ln
∣∣∣φ(xn

2

)∣∣∣ ≥ ∫ xn
4

xn
8

l
(
xn
2
+ t
)
− l
(
xn
2
− t
)

t
dt+O(lnxn) ≥

≥
∫ xn

4

xn
8

2p(3xn/4)t

t
dt+O(lnxn),

ïðè n→∞. Îòêóäà, ñ ó÷åòîì (3.2.28) è òîãî, ÷òî p � óáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ, ñëåäóåò îöåíêà

ln
∣∣∣φ(xn

2

)∣∣∣ ≥ nln (xn/2)

4
+O(ln |xn|), n→∞,

òî åñòü ôóíêöèÿ φ èìååò âäîëü âåùåñòâåííîé îñè ðîñò âûøå ïîëèíîìè-
àëüíîãî, è ñëåäîâàòåëüíî, φ ̸∈ P∞.

3.2.2 Ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, íå ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ î÷åíü ìåäëåííî óáûâàþùåé.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ N,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

x1 > 2, lnxn > 2xn−1, n = 2, 3, . . . (3.2.29)

Ïîëîæèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}, k = 1, 2, . . . , îïðåäåëèì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: îíà ïîëó÷àåòñÿ èç íàòóðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàìåíîé âñåõ ÷èñåë

m ∈ N
⋂

(xn − [lnxn];xn), n = 1, 2, . . . ,
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íà ÷èñëà

xn − 1 + (1/[lnxn]), xn − 1 + (2/[lnxn]), . . . , xn − 1 + ([ln xn]− 1)/[lnxn]),

ïðè êàæäîì n = 1, 2, . . . Òåïåðü ïîëîæèì λ−k = λk, k = 1, 2, . . . , è

Λ = {λk}k∈Z′ .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ èìååò ïëîòíîñòü 2 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû F. Ïîýòîìó ôîðìóëà

φ(z) =
∞∏
k=1

(
1− z2

λ2k

)
(3.2.30)

îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà π, è

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt,

ãäå ñèìâîëîì n(z, t) îáîçíà÷åíî ÷èñëî òî÷åê λk ∈ Λ â êðóãå |w − z| ≤ t.

Òåîðåìà 3.3. Ôóíêöèÿ φ ñîäåðæèòñÿ â àëãåáðå P∞ è ÿâëÿåòñÿ åå äåëè-
òåëåì (òî åñòü ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé), íî íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
ìåäëåííî óáûâàþùåé.

Äîêàæåì ñíà÷àëà îäíó ëåììó.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü Λ = {λk}k∈Z′ � âåùåñòâåííàÿ ÷åòíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

n(0, t)− 2t = O(ln t), t→ +∞. (3.2.31)

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0∫ ∞

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt =

∫ δ|x|

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+Oδ(ln |x|), |x| → +∞,

(3.2.32)
ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ â îöåíêå Oδ(ln |x|) çàâèñèò îò δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû F, ïîýòîìó èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøå-
íèÿ (3.2.32) êîððåêòíî îïðåäåëåí.
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Ïóñòü δ > 0, x > 0, M > max{2, δ}. Èìååì∫ ∞

δx

n(0, t)− n(x, t)
t

dt = I1 + I2 =

=

∫ Mx

δx

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+

∫ ∞

Mx

n(0, t)− n(x, t)
t

dt. (3.2.33)

Â ñèëó óñëîâèÿ (3.2.31) áóäåò

I1 = Oδ,M(lnx), x→ +∞. (3.2.34)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ t > 0 ñèìâîëîì n+(t, x) ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëî òî÷åê
λk â ïðîìåæóòêå (t; t+x]. Òàê êàê Λ� ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîæåì
íàïèñàòü∫ ∞

Mx

n(0, t)− n(x, t)
t

dt = −x
∫ ∞

Mx

n+(t, x)− x
t(t+ x)

dt+

∫ Mx

(M−1)x

n+(t, x)− x
t+ x

dt−

− x
∫ ∞

Mx

x

t(t+ x)
dt+

∫ Mx

(M−1)x

x

t+ x
dt = OM(lnx), x→ +∞. (3.2.35)

Èç (3.2.33)�(3.2.35) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3. Ôèêñèðóåì δ ∈ (0; 1/2). Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó F è ëåììó 3.3, äëÿ ôóíêöèè φ, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.2.30),
è x > 0 ïîëó÷èì

ln |φ(x)| =
∫ δx

0

n(0, t)− 2t

t
dt−

∫ δx

0

n(x, t)− 2t

t
dt+O(lnx) (3.2.36)

Îòêóäà âûâîäèì, ÷òî

ln |φ(x)| ≤
∫ δx

0

2t− n(x, t)
t

dt+O(lnx), x→ +∞. (3.2.37)

Åñëè çíà÷åíèå t ∈ [0; δx] òàêîâî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N õîòÿ áû îäíî èç
ìíîæåñòâ

[x− t;x+ t]
⋂

[xn − [lnxn];xn], [xn − [lnxn];xn] \ [x− t;x+ t] (3.2.38)

ïóñòî, òî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Λ, áóäåò

(2t− n(x, t)) ≤ 1.
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Åñëè äëÿ t ∈ [0; δx] ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå n ∈ N (ñàìîå áîëüøåå, îäíî!)
òàêîå, ÷òî îáà ìíîæåñòâà (3.2.38) íå ïóñòû, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó

(2t− n(x, t)) ≤ 2t,

çàìå÷àÿ ïðè ýòîì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà òàêèõ çíà÷åíèé t ∈ [0; δx] åñòü
âåëè÷èíà O(lnx) êîãäà x→ +∞.

Èç âûøåñêàçàííîãî äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (3.2.36)
ïîëó÷èì ∫ δx

0

2t− n(x, t)
t

dt ≤ O(lnx), x→ +∞.

È ñëåäîâàòåëüíî, φ ∈ P .
Ïóñòü M0 > 0. Èç îïðåäåëåíèé xn è λk ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n ∈ N è âñåõ x ∈ [xn −M0;xn +M0] áóäåò∫ δx

0

2t− n(x, t)
t

dt ≤
∫ [lnxn]−M0

M0+1

2t− [lnxn]

t
dt+O(lnx) =

= −[lnxn]ln
[lnxn]−M0

M0 + 1
+O(lnx), x→ +∞.

Îòñþäà è èç îöåíêè (3.2.37) âûâîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü
ìåäëåííî óáûâàþùåé.

Ïóñòü x > 0 òàêîâî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ε0 > 0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|x− xn| > [lnxn], n ∈ N, (3.2.39)

x− λk ≥ ε0, k ∈ Z′. (3.2.40)

Åñëè x → +∞ ïî ìíîæåñòâó, îïðåäåëÿåìîìó ñîîòíîøåíèÿìè (3.2.39),
(3.2.40), òî∫ δx

0

2t− n(x, t)
t

dt ≥ −
∫ 2lnx

ln (1−δ)x

lnx

t
dt+O(lnx) = O(lnx),

Èç ýòîé îöåíêè è ñîîòíîøåíèÿ (3.2.36), ó÷èòûâàÿ (3.2.29), ïîëó÷àåì

ln |φ(x)| ≥
∫ δx

0

n(0, t)− 2t

t
dt+O(lnx) ≥ −

∑
xj≤δx

2lnxj

∫ xj+1

xj−[lnxj ]

dt

t
+

+O(lnx) ≥
∑
xj≤δx

−8ln2 xj
xj

+O(lnx) = O(lnx),

êîãäà x → +∞ ïî ìíîæåñòâó (3.2.39)�(3.2.40). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ φ
âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.3 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè â ïðèâåäåííîì âûøå ïîñòðîåíèè îòòàëêèâàòüñÿ
íå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N, à îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
íóëåé î÷åíü ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè èç òåîðåìû 3.1, óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû 3.3 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
öåëûé êëàññ ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ î÷åíü ìåä-
ëåííî óáûâàþùèìè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà îñíîâå êîíñòðóêöèè èç òåîðåìû 3.3 ìîæíî
ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé ïðèìåð:

φ(z) = sin πz
∞∏
k=1

(
1− z

2k

)k ∞∏
k=1

m∏
j=1

(
1− z

2k + j

)−1

,

äëÿ êîòîðîãî íåòðóäíî ïðÿìî, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ñ.Þ.
Ôàâîðîâà (òåîðåìà F), ïîëó÷èòü âñå íóæíûå îöåíêè.

3.3 Ñäâèãè öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè � íóëåâûå ìíîæåñòâà äåëèòåëåé ïðî-

ñòðàíñòâà PΩ,∞

3.3.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ l : [0; +∞)→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
t→∞

ln |l(t)|
ln t

= α < 1, (3.3.1)

l(t′)− l(t′′) = o(t′ − t′′), t′, t′′ →∞. (3.3.2)

Ïîëîæèì

λ(t) = t+ l(|t|), t ∈ R, (3.3.3)

λk = λ(k), k = ±1,±2, . . . (3.3.4)

Äëÿ z ∈ C, t ≥ 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ = {λk}, îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî,
ñèìâîëîì n(z, t) ÷èñëî òî÷åê λk â êðóãå |w − z| ≤ t, ñèìâîëàìè n+(0, t),
n−(0, t) � ÷èñëî òî÷åê λk â ïðîìåæóòêàõ [0; t] è [−t; 0], ñîîòâåòñòâåííî.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä ñâîéñòâ ôóíêöèè λ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.3.4)
è ñ÷èòàþùèõ ôóíêöèé n+(0, t), n−(0, t), n(0, t).

Ëåììà 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ l : [0; +∞) → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(3.3.1)�(3.3.2). Òîãäà
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1) íàéäåòñÿ t0 > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ λ(t) = t + l(|t|) ñòðîãî âîçðàñ-
òàåò ïðè t ≥ t0 è ïðè t ≤ −t0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ t, |t| ≥ t0
îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ λ−1(t), ïðè÷åì

λ−1(t) = t− l(|t|) + o(l(|t|)), |t| → ∞; (3.3.5)

åñëè æå âìåñòî (3.3.1)�(3.3.2) âûïîëíåíî óñëîâèå

l(t)− l(s) = O(tα− sα), t, s→∞, ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0; 1), (3.3.6)

òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.3.5):

λ−1(t) = t− l(|t|) +O(|t|α−1l(|t|)), |t| → ∞; (3.3.7)

2) òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ðàçäåëåíû: ñóùåñòâóåò ÷èñëî d0 > 0
òàêîå, ÷òî

|λn − λm| ≥ d0, m, n ∈ Z′, m ̸= n,

ãäå, êàê îáû÷íî, Z′ = Z \ {0};
3) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
R→∞

∑
|λk|<R

1

λk
;

4) ïðè âñåõ t > t0 áóäåò n+(0, t) = [λ−1(t)], n−(0, t) = −[λ−1(−t)], ãäå
[a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a ∈ R;
5) n(0, t) = O(t), t→∞;
6) n(0, t+ 1)− n(0, t) = o(t), t→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè l, óäîâëåòâîðÿþùåé âìåñòî ñèñòåìû óñëî-
âèé (3.3.1)�(3.3.2) áîëåå ñèëüíîìó óñëîâèþ (3.3.6) óòâåðæäåíèÿ 1) � 6)
ëåììû 3.4 áûëè äîêàçàíû âûøå â ëåììå 3.1. Àíàëèçèðóÿ åå äîêàçàòåëü-
ñòâî, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè çàìåíå òðåáîâàíèÿ (3.3.6) ñèñòå-
ìîé óñëîâèé (3.3.1)�(3.3.2), îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ñîîòíîøåíèå (3.3.5).
Â ñâîþ î÷åðåäü, äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 2)�6) ëåììû 3.1 îïèðàåòñÿ
òîëüêî íà óñëîâèå (3.3.1) è ñîîòíîøåíèå (3.3.5).

Çàìå÷àíèå 3.4. Åñëè ôóíêöèÿ l óäîâëåòâîðÿåò (3.3.1)�(3.3.2), à ôóíê-
öèÿ λ îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåé ôîðìóëîé (3.3.3), òî, êàê âèäíî èç äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû 3.1, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè

λ−1(t) = t− l(|t|) + L(t, s)l(t)

1 + L(t, s)
, |t| ≥ t0, (3.3.8)

ãäå s = λ−1(t), L(t, s) = l(s)−l(t)
s−t .
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Ïóñòü ôóíêöèÿ l óäîâëåòâîðÿåò (3.3.1)�(3.3.2), à ôóíêöèÿ λ è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {λk} îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (3.3.3), (3.3.4), ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà, â ñèëó ëåììû 3.5 è òåîðåìû F (ïàðàãðàô 3.1), ôîðìóëà

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λk|<R

(
1− z

λk

)
, (3.3.9)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è äëÿ
âñåõ z ∈ C èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt. (3.3.10)

Çàìå÷àíèå 3.5. Êàê è â çàìå÷àíèè 3.1, èçìåíèì ôóíêöèþ l íà êîíå÷íîì
îòðåçêå [0; t0] òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ λ ñòàëà íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùåé íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, λ(0) = 0, è èçìåíåííàÿ ôóíêöèÿ l
ÿâëÿëàñü áû ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0; t0] (à çíà÷èò, â ñè-
ëó (3.3.2), íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå [a; b] ⊂ [0; +∞)). Òàêîå èçìåíåíèå
l ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {λk}. È ñëåäîâàòåëüíî, ê èçìåíåíèþ àñèìïòîòèêè ôóíêöèè
ln |φ| íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà O(ln |z|) ïðè |z| → ∞.

Ïîëîæèì
d1 = min{λ1,−λ−1, d0/2}.

Â ëåììå 3.2 áûëî óñòàíàâëåíî, ÷òî ñ÷èòàþùèå ôóíêöèè

n(0, t) = [λ−1(t)]− [λ−1(−t)], n(x, t) = [λ−1(x+ t)]− [λ−1(x− t)]

â ïðåäñòàâëåíèè (3.3.10) ìîæíî çàìåíèòü (àñèìïòîòè÷åñêè) íà âûðàæå-
íèÿ

(λ−1(t)− λ−1(−t)), (λ−1(x+ t)− λ−1(x− t)),

ñîîòâåòñòâåííî.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîã çàìå÷àíèÿ 3.2:

Çàìå÷àíèå 3.6. Ïóñòü òî÷êà z = x+iy ëåæèò íà îêðóæíîñòè |z−λk| =
δ0 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z′, ÷èñëî δ0 òàêîå æå, êàê â ëåììå 3.2. Òîãäà,
î÷åâèäíî,

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt =

∫ ∞

δ0

n(0, t)− n(x, t∗)
t

dt,

ãäå t∗ =
√
t2 − y2, y ∈ [0; δ0].
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Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (3.2.11), âûâîäèò-
ñÿ, ÷òî∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt−
∫ ∞

δ0

λ−1(t)− λ−1(−t)
t

dt+

+

∫ ∞

δ0

λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗)
t

dt = O(ln |z|), (3.3.11)

êîãäà z →∞, z ∈ E, ãäå

E = {z : |z − λk| = δ0, k ∈ Z′}
⋃
{z = x ∈ R : |x− λk| ≥ δ0, ∀k ∈ Z′}.

(3.3.12)

2. Òåîðåìû îá àñèìïòîòèêå ln |φ(z)|.
Ïóñòü ν : R → R � êàíîíè÷åñêèé âåñ. Íàïîìíèì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé

âåñ ν íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî K > 1

lim
t→∞

ν(Kt)

ν(t)
< K. (3.3.13)

Âñþäó äàëåå ôóíêöèè l : [0; +∞)→ R, λ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}k∈Z′

òå æå, ÷òî è â ï.3.3.1; â ÷àñòíîñòè, l óäîâëåòâîðÿåò (3.3.6).

Òåîðåìà 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ µ : [0; +∞)→ R è ñòðîãèé âåñ ν, ñî ñâîéñòâàìè

µ′(t) = O

(
µ(t)

t

)
, t→∞, (3.3.14)∫ ∞ ν(t)l(t)

t2
dt <∞. (3.3.15)

Ïðè ýòîì

l(t)− l(s) = O(µ(t)− µ(s)), t, s→∞, (3.3.16)

µ(t) = O(ν(t)), t→∞, (3.3.17)

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè φ, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.3.9), âåðíî ñîîòíî-
øåíèå

ln |φ(z)| = O(ν(|z|)), (3.3.18)

êîãäà |z| → ∞, z ∈ E, ìíîæåñòâî E îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.3.12).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ν � êàíîíè÷åñêèé âåñ, èç ëåììû 3.2
è çàìå÷àíèÿ 3.6 ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.3.18) ýêâèâàëåíòíî îöåíêå∫ ∞

δ0

(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))
t

dt = O(ν(|x|))

(3.3.19)
ïðè |z| → ∞, z = x+ iy ∈ E, ãäå, êàê è âûøå, t∗ =

√
t2 − y2, y ∈ [0; δ0].

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë èç ëåâîé ÷àñòè (3.3.19) â âèäå ñóììû:∫ ∞

δ0

(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))
t

dt = I1 + I2 + I3 =

=

(∫ |x|
2

δ0

+

∫ 2|x|

|x|
2

+

∫ ∞

2|x|

)
(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))

t
dt.

(3.3.20)

Îöåíêè äëÿ ñëàãàåìûõ I1, I2, I3 ïðîâåäåì ïðè x > 0 (ñëó÷àé x < 0 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.3.7),
(3.3.14), (3.3.16)�(3.3.17), äëÿ ñëàãàåìîãî I1 ïðè x→∞ ïîëó÷èì

I1 =

∫ x
2

δ0

2(t∗ − t)− (l(x+ t∗)− l(x− t∗))
t

dt+O(1) = O(ν(x)). (3.3.21)

Îöåíèì ñëàãàåìîå I3. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì åãî íà ñóììó äâóõ èíòåãðà-
ëîâ:

I3 = I31 + I32,

ãäå

I31 =

∫ ∞

2x

2(t∗ − t)− (l(t∗ + x)− l(t∗ − x))
t

dt, I32 = I3 − I31.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.3.8) è óñëîâèé (3.3.14)�(3.3.17) âûâîäèòñÿ îöåíêà

I32 = O(1), x→∞. (3.3.22)

Èñïîëüçóÿ (3.3.14), (3.3.16), (3.3.17) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå
t∗, ïîëó÷àåì

I31 = O

(∫ ∞

2x

ν(t)x

t2
dt

)
+O(1) =

= O

(∫ ∞

2

ν(τx)

τ 2
dτ

)
+O(1) = O(ν(x)), x→∞. (3.3.23)
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (3.3.23) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ñòðîãîñòè âåñà ν (ñì.
[1, 1.3.5(2)]).

Èç (3.3.22), (3.3.23) âûâîäèì îöåíêó

I3 = O(ν(x)), x→∞. (3.3.24)

Äëÿ èíòåãðàëà I2 íàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

I2 = I21 + I22 + I23 =(∫ x−1

x
2

+

∫ x+1

x−1

+

∫ 2x

x+1

)
(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))

t
dt.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

I22 = O(ν(x)), x→∞. (3.3.25)

Äëÿ I21, ó÷èòûâàÿ (3.3.7), à çàòåì (3.3.14) è (3.3.16)�(3.3.17), ïîëó÷èì

I21 =

∫ x−1

x
2

(λ−1(x+ t∗)− λ−1(x− t∗))− (λ−1(t)− λ−1(−t))
t

dt =

=

∫ x−1

x
2

2(t∗ − t)− (l(x+ t∗)− l(x− t∗))
t

dt+O(ν(x)) =

= −
∫ x−1

x
2

l(x+ t∗)− l(x)
t

dt−
∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t∗)
t

dt+O(ν(x)) =

= −
∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t∗)
t

dt+O(ν(x)), x→∞.

Äàëåå,∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t∗)
t

dt =

∫ x−1

x
2

l(x)− l(x− t)
t

dt+

+

∫ x−1

x
2

l(x− t)− l(x− t∗)
t

dt =

∫ 1− 1
x

1
2

l(x)− l((1− τ)x)
τ

dτ +O(1),

êîãäà x → ∞. Ïîëàãàÿ x = es, δ = 1 − τ è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (3.3.14),
(3.3.16), (3.3.17), ïîñëåäíèé èíòåãðàë îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣
∫ 1− 1

x

1
2

l(x)− l((1− τ)x)
τ

dτ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ 1

2

1
x

l(es)− l((es+ln δ)

1− δ
dδ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ const

∫ 1
2

1
x

µ(es
∗
)es

∗ · (−ln δ)
es∗(1− δ)

dδ = O(ν(x)),
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çäåñü s∗ ∈ [s+ ln δ; s]. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

I21 = O(ν(x)), x→∞. (3.3.26)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

I23 = O(ν(x)), x→∞. (3.3.27)

Èç îöåíîê (3.3.25)�(3.3.27) ñëåäóåò, ÷òî

I2 = O(ν(x)), x→∞. (3.3.28)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ñîîòíîøåíèé (3.3.21), (3.3.24), (3.3.28) âûòåêàåò îöåí-
êà (3.3.19), à çíà÷èò, è îöåíêà (3.3.18).

Çàìå÷àíèå 3.7. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ µ, ôèãóðèðóþùàÿ â ôîðìóëè-
ðîâêå òåîðåìû 3.4, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì âåñîì, è íàîáîðîò,
ñòðîãèé âåñ ν íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (3.3.14). Ýòî
îáîñíîâûâàåò íàëè÷èå â óñëîâèè òåîðåìû 3.4 ïðîìåæóòî÷íîãî âåñà µ.

Çàìå÷àíèå 3.8. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (3.3.15) (ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîë-
íåíû ñîîòíîøåíèÿ (3.3.16), (3.3.17)), äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ÷òîáû ïîðÿ-
äîê ôóíêöèè ν áûë ìåíüøå 1/2, òî åñòü

lim
x→+∞

ln ν(x)

lnx
< 1/2

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìà 3.4 ñïðàâåäëèâà ïðè çàìåíå óñëîâèÿ (3.3.15)
ñëåäóþùèì áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì∫ ∞

x1/β

ν(t)l(t)

t2
= O(ω(x)), x→∞, (3.3.29)

ãäå

β = lim
t→∞

ln |ν(t)|
ln t

;

çäåñü β < 1, òàê êàê ν � ñòðîãèé âåñ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (3.3.8),
(3.3.14), (3.3.16), (3.3.17), áóäåò

I32 = O

(∫ ∞

2x

ν(t)l(t)

t2
dt

)
=

(∫ x1/β

2x

+

∫ ∞

x1/β

)
ν(t)l(t)

t2
dt.

Ïðè ýòîì, èç (3.3.16), (3.3.17) ñëåäóåò, ÷òî∫ x1/β

2x

ν(t)l(t)

t2
dt = O

(∫ x1/β

2x

ν2(t)

t2
dt

)
, x→∞.
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Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñòðîãîñòü âåñà
ν ýêâèâàëåíòíà ñîîòíîøåíèþ

lim
τ→∞

lim
x→∞

ν(τx)

τν(x)
= 0

(ñì. [1, ï.1.3.5(2)]) Èìååì∫ x1/β

2x

ν2(t)

t2
dt = O

(
ν(x)

x

∫ x1/β−1

2

τβxβ

τ
dτ

)
= O(ν(x)), x→∞.

Èç ýòîé îöåíêè è (3.3.29) ñëåäóåò (3.3.22).

Íàïîìíèì, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f : [0;∞)→ R òàêàÿ, ÷òî

lim
ξ→∞

f ′(ξ) =∞, (3.3.30)

óäîâëåòâîðÿåò ∆2-óñëîâèþ, åñëè äëÿ ëþáîãî c > 1 íàéäóòñÿ ξ0 > 0 è
C > 0 òàêèå, ÷òî f(cξ) ≤ Cf(ξ) ïðè âñåõ ξ ≥ ξ0 (ñì. [27, ãë. I, § 4]).

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ l : [0; +∞) → R, áóäó÷è
èçìåíåííîé íà êîíå÷íîì îòðåçêå [0; l0]( åñëè ýòî íåîáõîäèìî), óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ: f(ξ) := l(eξ) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ íåå âûïîëíå-
íû (3.3.30) è ∆2-óñëîâèå.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè φ, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.3.9), âåðíî ñîîòíî-
øåíèå

ln |φ(z)| = O(l(|z|)), (3.3.31)

êîãäà |z| → ∞, z ∈ E, ìíîæåñòâî E îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.3.12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 èç [27], âûïîëíåíèå ∆2-óñëîâèÿ
äëÿ ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

lim
ξ→∞

f ′(ξ)ξ

f(ξ)
<∞. (3.3.32)

Èç (3.3.30) è (3.3.32) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

f(ξ + 1) = O(f(ξ)), ξ →∞, (3.3.33)

ξ = o(f(ξ)), ξ →∞, (3.3.34)

lim
ξ→∞

ln f(ξ)

ln ξ
<∞, (3.3.35)

òåì áîëåå
∞∫
0

f(ξ)
eξ

dξ <∞.
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Ñëåäîâàòåëüíî, l � êàíîíè÷åñêèé âåñ ñ àñèìïòîòèêîé O(lnp|x|),
|x| → ∞, ïðè íåêîòîðîì p > 1 (ñì. [1, 1.3.3(2)]). Ê òîìó æå, ýòîò âåñ

ñòðîãèé, òàê êàê äëÿ K > 1, â ñèëó ∆2-óñëîâèÿ äëÿ f(ξ) = l(eξ) è (3.3.32)
áóäåò

l(Kx) = f(ξ + lnK) = f(ξ) + f ′(ξ̃)lnK ≤ f(ξ)

(
1 +

const lnK

ξ

)
=

l(x)

(
1 +

const lnK

lnx

)
≤ (K − δ)l(x), ξ̃ ∈ [ξ; ξ + lnK],

äëÿ âñåõ x ≥ xδ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0. Çàìå÷àÿ åùå, ÷òî l óäîâëå-
òâîðÿåò (3.3.14), (3.3.15) è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.4 ñ ν = µ = l, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 3.9. Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå, â òîì ÷èñëå, ïðåäîñòàâëÿåò ïðè-
ìåðû ôóíêöèé l, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4. Â ñèëó
(3.3.35), ôóíêöèÿ l äîëæíà èìåòü ðîñò O(lnp|x|) äëÿ íåêîòîðîãî p > 1
è áûòü ñòðîãèì âåñîì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 3.1
óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ lnp(|x|+ 1) ïðè p > 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èìåþòñÿ ôóíêöèè l, ðàñòóùèå áûñòðåå ëþáîé
ñòåïåíè ln |x|, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.4. Íà-
ïðèìåð, ýòî ôóíêöèè

l(x) = xρ, l(x) = xρln−p(1 + |x|),

ãäå ρ ∈ (0; 1/2), p > 0.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, óñëî-
âèå ñòðîãîñòè âåñà ν â òåîðåìå 3.4 ñóùåñòâåííî äëÿ âåñîâ, ðàñòóùèõ áûñò-
ðåå ëþáîé ñòåïåíè ln |x|.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü l : [0;∞) → R � êàíîíè÷åñêèé âåñ è âîãíóòàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì∫ ∞ l2(t)

t2
dt <∞, (3.3.36)

lim
M→∞

lim
t→∞

l(Mt)

l(t)
> 1. (3.3.37)

Äëÿ ôóíêöèè φ, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.3.9), ñîîòíîøåíèå

ln |φ(z)| = O(l(|z|)), |z| → ∞, z ∈ E, (3.3.38)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåñ l ñòðîãèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.4.
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.
Êàê è â òåîðåìå 3.4, ñîîòíîøåíèå (3.3.38) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

(3.3.19) ñ ν = l. Ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ (3.3.20) ïðè x > 0.
Âèäèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé íà âåñ l (êàíîíè÷åñêèé âåñ, âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ,
ñîîòíîøåíèå (3.3.36)), îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè îöåíêè (3.3.21), (3.3.22)
è (3.3.28) ñ ν = l. Ïîýòîìó äëÿ z ∈ E

⋂
(0;∞) áóäåò

ln |φ(x)| = −I31 +O(l(x)), x→∞, (3.3.39)

ãäå

I31 = −
∫ ∞

2x

l(t+ x)− l(t− x)
t

dt.

Ó÷èòûâàÿ âîãíóòîñòü ôóíêöèè l è ñîîòíîøåíèå (3.3.37), èìååì äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî M > 1, ÷òî

− I31 ≥
∫ ∞

2x

2xl′(t+ x)

t
dt ≥

∫ ∞

2x

2x(l(M(t+ x)− l(t+ x))

M(t+ x)t
dt >

>
2δ

M

∫ ∞

2

l((A+ 1)x)

A2
dA.

Åñëè âåñ l íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, òî â ñèëó êðèòåðèÿ èç [1, 1.3.5(1)] áóäåò

lim
x→∞

1

l(x)

∫ ∞

2

l((A+ 1)x)

A2
dA =∞.

Ïîýòîìó

lim
x→∞

−I31
l(x)

=∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà (3.3.18) íå âûïîëíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâåE
⋂
(0;∞).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.3.2 Òåîðåìû î äåëèòåëÿõ ïðîñòðàíñòâ PΩ,∞

Òåîðåìà 3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ l : [0; +∞) → R óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (3.3.6) , à òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ µ : [0; +∞)→ R è ñòðîãèé âåñ ν, ñî ñâîéñòâàìè

µ′(t) = O

(
µ(t)

t

)
, t→∞,∫ ∞ ν(t)l(t)

t2
dt <∞;

181



ïðè ýòîì

l(t)− l(s) = O(µ(t)− µ(s)), t, s→∞,
µ(t) = O(ν(t)), t→∞,

Ïóñòü φ � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.3.9) ïî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

λk = k + l(|k|), k = ±1,±2, . . . (3.3.40)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî âåñà ω, òàêîãî, ÷òî

ν(x) = O(ω(x))
(
èëè ν(x) = o(ω(x))

)
, x→∞,

ôóíêöèÿ φ � äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞ ñ Ω = {nω} (ñîîòâåòñòâåííî,
ñ {rnω}.)

Òåîðåìà 3.6 åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òåîðåì G, H (ñì. ï.1.3.3) è
òåîðåìû 3.4. ×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 3.6 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ l : [0; +∞) → R, áóäó÷è
èçìåíåííîé íà êîíå÷íîì îòðåçêå [0; l0] (åñëè ýòî íåîáõîäèìî), óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ: f(ξ) := l(eξ) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âû-
ïîëíåíû (3.3.30) è ∆2-óñëîâèå.

Òîãäà ôóíêöèÿ φ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.3.9) ïî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (3.3.40) åñòü äåëèòåëü ïðîñòðàíñòâà P(ω) (P(ω),1) äëÿ ëþáîãî êàíî-
íè÷åñêîãî âåñà ω, òàêîãî, ÷òî l(x) = O(ω(x)) (ñîîòâåòñòâåííî, l(x) =
o(ω(x))) ïðè x→∞.

Èç òåîðåìû 3.5 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü l : [0;∞) → R � âîãíóòûé êàíîíè÷åñêèé âåñ, äëÿ
êîòîðîãî ∫ ∞ l2(t)

t2
dt <∞,

lim
M→∞

lim
t→∞

l(Mt)

l(t)
> 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ φ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (3.3.9) ïî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (3.3.40) áûëà äåëèòåëåì ïðîñòðàíñòâà PΩ,∞, Ω = {nω},
äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî âåñà ω, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

l(x) = O(ω(x)) x→∞,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåñ l áûë ñòðîãèì.
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3.4 Óñëîâèÿ ìåäëåííî óáûâàíèÿ ôóíêöèè â

àëãåáðå Øâàðöà â òåðìèíàõ ñ÷èòàþùèõ

ôóíêöèé íóëåâîãî ìíîæåñòâà

3.4.1 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

Ïóñòü êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M = {µj}, µj = αj + iβj,

0 < |µ1| ≤ |µ2| ≤ . . . ,

òàêîâà, ÷òî
βj = O(ln |µj|) ïðè j →∞,

è ôîðìóëà

ψ(z) = lim
R→∞

∏
|µj |≤R

(
1− z

µj

)
(3.4.1)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Ëåììà 3.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ ïðèíàäëåæàëà àëãåáðå Øâàð-
öà P∞ è áûëà åå äåëèòåëåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòèìè
æå ñâîéñòâàìè îáëàäàëà ôóíêöèÿ

ψ1(z) = lim
R→∞

∏
|αj |≤R

(
1− z

αj

)
. (3.4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ïðè
ïîðÿäêå 1 è ñõîäèìîñòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ðÿäà èç îáðàòíûõ
âåëè÷èí èìåþò ìåñòî (èëè íå èìåþò ìåñòà) îäíîâðåìåííî äëÿ îáåèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé {µj} è {αj}. È çíà÷èò, ôîðìóëû (3.4.1) è (3.4.2) îä-
íîâðåìåííî îïðåäåëÿþò (èëè íåò) öåëûå ôóíêöèè (îäíîãî è òîãî æå!)
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Äëÿ îòäåëüíîãî ìíîæèòåëÿ èç ïðàâîé ÷àñòè (3.4.2) ïðè z = x ∈ R
èìååì ∣∣∣∣1− x

αj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− x

µj

∣∣∣∣ (1 + β2
j

α2
j

)1/2

,

è ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ψ � öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî

ln |ψ1(x)| ≤ ln |ψ(x)|+O(1), x ∈ R. (3.4.3)
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Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàþò èìïëèêàöèè

ψ ∈ P∞ =⇒ ψ1 ∈ P∞, (3.4.4)

ψ1 � äåëèòåëü â P∞ =⇒ ψ � äåëèòåëü â P∞, (3.4.5)

ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ èìïëèêàöèÿ âåðíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ψ ∈
P∞. Äàëåå, ïîëîæèì

M+ = {µj : βj ≥ 0}, M− =M\M+,

ψ+(z) = lim
R→∞

∏
|µj |≤R
µj∈M−

(
1− z

µj

) ∏
|µj |≤R
µj∈M+

(
1− z

αj

)
.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |αj| > 1 äëÿ âñåõ
j ∈ N. Ïóñòü M0 � ñòîëü áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî

|βj| ≤M0ln |αj|, j = 1, 2, . . .

Äëÿ ëþáîãî z = x+ 2iM0ln |x| ñ |x| > 2 èìååì∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− z

αj

∣∣∣∣ ,
åñëè µj ∈M+ è |αj| ≤ x4,
à òàêæå ∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− z

αj

∣∣∣∣ · (1 + 4M2
0 ln

2 |αj|
|αj|2

)1/2

,

åñëè µj ∈M+ è |αj| > x4.
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî äëÿ z = x+2iM0ln |x|, |x| > 2,

áóäåò
ln |ψ(z)| ≤ ln |ψ+(z)|+O(1), |x| → ∞. (3.4.6)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ z = x − 2iM0ln |x|, |x| > 2, âûïîëíÿ-
åòñÿ îöåíêà

ln |ψ+(z)| ≤ ln |ψ1(z)|+O(1), |x| → ∞. (3.4.7)

Èç èìïëèêàöèé (3.4.4), (3.4.5) è îöåíîê (3.4.6) è (3.4.7), ïðèìåíÿÿ ïðèí-
öèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òèïû ïðè ïîðÿäêå 1 âñåõ òðåõ
ôóíêöèé ψ, ψ1, ψ

+ ðàâíû, ïîëó÷àåì, ÷òî

ψ1 ∈ P∞ =⇒ ψ+ ∈ P∞ =⇒ ψ ∈ P∞ (3.4.8)
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ψ ∈ P∞ è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì =⇒ (3.4.9)

=⇒ ψ+ ∈ P è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì =⇒ (3.4.10)

=⇒ ψ1 ∈ P∞ è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì. (3.4.11)

Òàê êàê îöåíêè ñíèçó äëÿ ôóíêöèé ψ+ è ψ1 èìåþò ìåñòî íå äëÿ âåùå-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, à ïðè z = x+2iM0ln |x|, z = x−2iM0ln |x|,
ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðè âûâîäå èìïëèêàöèé (3.4.11) íàì ïðèøëîñü òàêæå
âîñïîëüçîâàòüñÿ âàðèàíòîì îïðåäåëåíèÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè,
â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî x ∈ R òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå z′ ∈ C :

|z′ − x| ≤ Aln (e+ |x|) è ln |φ(z′)| ≥ −Aln (e+ |z′|).

Ñîâîêóïíîñòü èìïëèêàöèé (3.4.4), (3.4.5), (3.4.8), (3.4.11) äàåò òðåáó-
åìîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü {(aj;mj)} � íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè ψ ∈ P∞, mj � êðàò-
íîñòü íóëÿ aj ∈ C. Â ðàáîòå [90, ïðåäëîæåíèå 6.1] Ë. Ýðåíïðàéñ ïîêàçàë,
÷òî óñëîâèå

lim
j→∞

mj

|Im aj|+ ln |Re aj|
<∞ (3.4.12)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ áûëà ìåäëåííî óáû-
âàþùåé.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µk} ⊂ C îáîçíà÷èì ÷åðåç m(z, t) ÷èñ-
ëî òî÷åê µk â êðóãå |w − z| ≤ t.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñèëåíèå öèòèðîâàííîãî íåîá-
õîäèìîãî óñëîâèÿ Ë. Ýðåíïðàéñà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå íóëè ðàññìàòðè-
âàåìîé ôóíêöèè âåùåñòâåííû.

Ëåììà 3.6. Åñëè ψ ∈ P∞ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è

M = {µk} ⊂ R

� åå íóëåâîå ìíîæåñòâî, òî

lim
|x|→∞

m(x, 1)

ln |x|
<∞. (3.4.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ
îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè è èìååò òèï 1 ïðè ïîðÿäêå 1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.4.13) íå âûïîëíåíî, òî åñòü íàéäåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xj, |xj| → ∞, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

lim
j→∞

m(xj, 1)

ln |xj|
=∞. (3.4.14)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü xj > 0. Ïîëîæèì mj = m(xj, 1),

ψj(z) = ψ(z)(z − xj)mj ·
∏

k:|µk−xj |≤1

(z − µk)−1, j = 1, 2, . . .

ßñíî, ÷òî ψj � öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå îöåíêå

sup
x∈R
|ψj(x)| ≤ C02

mj , j = 1, 2, . . . ,

ãäå C0 = sup
t∈R
|ψ(t)|. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåðíøòåéíà (ñì., íàïðèìåð, [79,

ãë. 11]), èìååì òàêæå îöåíêè

sup
x∈R
|ψ(n)
j (x)| ≤ C02

mj , n, j ∈ N. (3.4.15)

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ðàññóæäå-
íèé Ë.Ýðåíïðàéñà, ïðèìåíåííûõ èì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ
6.1 â ðàáîòå [90].

Èç ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ψj â ðÿä Òýéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè xj è
îöåíîê (3.4.15), âûâîäèì, ÷òî

|ψj(z)| ≤ C02
mj(mj!)

−1|z − xj|mje|z−xj |, z ∈ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lnC0 +mj + |x− xj|+mjln |x− xj| − ln (mj!) ≤ −llnxj −mjln 2, (3.4.16)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|ψj(x)| ≤ x−lj · 2−mj , l ∈ N. (3.4.17)

Â ñèëó ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, ñîîòíîøåíèå (3.4.16) áóäåò ñëåäîâàòü èç
íåðàâåíñòâà

|x− xj|+mjln |x− xj| −mjlnmj ≤ −lln |xj| − C1mj,

ãäå C1 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Ñîãëàñíî (3.4.14), äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî l íàéäåòñÿ íîìåð jl òà-
êîé, ÷òî

−l lnxj ≥ −mj, j = jl, jl + 1, . . . (3.4.18)

Âûáåðåì è ôèêñèðóåì b ∈ (0; 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ b < e−C1−2.
Âèäèì, ÷òî îöåíêè (3.4.17) áóäóò èìåòü ìåñòî ïðè j ≥ jl äëÿ âñåõ x ∈ R
òàêèõ, ÷òî |x − xj| ≤ bmj. Èç ýòîãî ôàêòà, íåðàâåíñòâ (3.4.18) è ëåãêî
ïðîâåðÿåìûõ ñîîòíîøåíèé

|ψ(z)| ≤ 2mj |ψj(z)|, z ∈ C, j = 1, 2, . . . ,

âûâîäèì, ÷òî

|ψ(x)| ≤ |xj|−l, åñëè |x− xj| ≤ bl lnxj, j ≥ jl, l ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ íå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé.

Çàìå÷àíèå 3.10. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàííûå ëåììû 3.5 è 3.6 âåðíû è â
ñëåäóþùåé, áîëåå îáùåé ôîðìå.

Ïóñòü
M =M′

⋃
M′′ ⊂ C

� íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè ψ, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.4.1),

M′′ = {µ′′
j}, M′ = {µ′

j}, µ′
j = x′j + iy′j,

ïðè÷åì
|y′j| ≤ A0ln |µ′

j|
äëÿ íåêîòîðîãî A0 > 0 è âñåõ j ≥ j0.

Òîãäà ôóíêöèÿ ψ è ôóíêöèÿ

ψ̃(z) = lim
R→∞

 ∏
|x′j |≤R

(
1− z

x′j

) ∏
|µ′′j |≤R

(
1− z

mu′′j

)
îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè â àë-
ãåáðå Øâàðöà.

Ýòî óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ëåììó 3.5.

Îáîáùåíèå ëåììû 3.6:
åñëè ôîðìóëà (3.4.1) îïðåäåëÿåò ìåäëåííî óáûâàþùóþ ôóíêöèþ â àë-
ãåáðå Øâàðöà, òî

lim
|x|→∞

m̃(x, 1)

ln |x|
<∞,

ãäå m̃(z, t) � ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x′j} â êðóãå |w − z| ≤ t.
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Ïóñòü φ � ôóíêöèÿ èç àëãåáðû Øâàðöà P∞ ñ ìíîæåñòâîì íóëåé

Zφ = {λj} ⊂ R \ {0}.

Îáîçíà÷èì n(z, t) � ÷èñëî òî÷åê λj â êðóãå |w−z| ≤ t, ν(t) � ÷èñëî òî÷åê
λj â ïðîìåæóòêå (0; t] ïðè t > 0 è (−ν(t)) � ÷èñëî òî÷åê λj â ïðîìåæóòêå
[t; 0) ïðè t < 0;

2∆ = lim
j→∞

j

|λj|
.

Òåîðåìà 3.8. Åñëè φ ∈ P∞ � äåëèòåëü ýòîé àëãåáðû, Zφ ⊂ R, òî

ν(t)−∆t = O(ln2 |t|), |t| → ∞. (3.4.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïåðå÷íÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôàêòîâ.
F1). Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ φ ∈ P∞ � äåëèòåëü ýòîé àë-

ãåáðû, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñå åå íóëè âåùåñòâåííû, ýêâèâàëåíòíà ñóùå-
ñòâîâàíèþ êîíñòàíò M0 > 0 è r0 > 1, òàêèõ, ÷òî

ln |φ(z)| ≥ −M0ln |x|, z = x+ iy, |x| ≥ r0, |y| ≥M0ln |x|. (3.4.20)

F2) [74, ïàðàãðàô 3]. Åñëè φ ∈ P∞ � äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà P∞
ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè, òî ìíîæåñòâî

{z : ln |φ(z)| < −M0ln |z|, |x| ≥ r0, |y| ≤M0ln |x|} (3.4.21)

ñîñòîèò èç îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò G äèàìåòðà
dG ≤M ln |z|, ∀z ∈ G.

F3) Â ñèëó ëåììû 3.6 è îöåíêè äëÿ dG, ÷èñëî òî÷åê λj â êàæäîé
ñâÿçíîé êîìïîíåíòå G ìíîæåñòâà (3.4.21) åñòü O(ln2 |z|), ∀z ∈ G.

F4) Èñïîëüçóÿ F3) è ñòàíäàðòíûå ïðèåìû îöåíêè èç òåîðèè öåëûõ
ôóíêöèé, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî åñëè φ ∈ P∞ � äåëèòåëü P∞ ñ âåùå-
ñòâåííûìè íóëÿìè, òî

ln |φ(z)| ≥ −Cln2 |z|ln ln |z|, z = x+ iy, |x| ≥ r0, |y| ≥ r0, (3.4.22)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò Zφ (òî÷íåå, îò âåëè÷èíû åå
ïëîòíîñòè 2∆,) M0, r0.

F5) Äëÿ ôóíêöèè φ, â ñèëó òåîðåìû III.G.1 èç ìîíîãðàôèè [103],
èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

ln |φ(z)| = π∆Im z +
1

π

∫ ∞

−∞
Im z

ln |φ(t)|
|z − t|2

dt, Im z > 0, (3.4.23)
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ln |φ(z)| = −π∆Im z − 1

π

∫ ∞

−∞
Im z

ln |φ(t)|
|z − t|2

dt, Im z < 0. (3.4.24)

Îöåíèì ðàçíîñòü (ν(x0) −∆x0) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x0 > r0, x0 ̸∈ Zφ.
Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé ôîðìóëå, èìååì

ν(x0) =
1

2πi

∫
Γ+

φ′(z)

φ(z)
dz, (3.4.25)

ãäå Γ+ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà

{z = x+ iy : 0 ≤ x ≤ x0, |y| ≤ 3M0lnx0}.

Ïåðåõîäÿ â ôîðìóëå (3.4.25) ê ðàâåíñòâó ðåàëüíûõ ÷àñòåé è ó÷èòûâàÿ
ïðè ýòîì ñâîéñòâà ôóíêöèè φ, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

ν(x0) =
1

2π

(
argφ(x0 − 3iM0lnx0)− argφ(−3iM0lnx0)+

+ argφ(3iM0lnx0)− argφ(x0 + 3iM0lnx0)
)
,

ãäå ñèìâîë argφ îáîçíà÷àåò ìíèìóþ ÷àñòü êàêîé-íèáóäü, íå îáÿçàòåëüíî
ãëàâíîé, âåòâè àíàëèòè÷åñêîé â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé Im z < 0 è
Im z > 0 ôóíêöèè lnφ, âûäåëåííîé òàêæå îòäåëüíî â êàæäîé èç ýòèõ
ïîëóïëîñêîñòåé (â íèæíåé äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ, â âåðõíåé
� äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî).

Èç ôîðìóë (3.4.23) è (3.4.24) âèäèì, ÷òî

ln |φ(z)| = Re

(
−iπ∆z + i

π

∫ ∞

−∞

(
1

z − t
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t)|dt

)
, Im z > 0,

ln |φ(z)| = Re

(
iπ∆z − i

π

∫ ∞

−∞

(
1

z − t
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t)|dt

)
, Im z < 0;

è ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [103, III.H.2]),

argφ(z) = Im

(
−iπ∆z + i

π

∫ ∞

−∞

(
1

z − t
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t)|dt

)
+ const,

êîãäà Im z > 0;

argφ(z) = Im

(
iπ∆z − i

π

∫ ∞

−∞

(
1

z − t
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t)|dt

)
+ const,

êîãäà Im z < 0.
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Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóë ïîñòîÿííûå, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàçëè÷íû.

Èç âûøåñêàçàííîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ(z̄) = φ(z), ïîëó÷àåì

ν(x0) = −
1

π
(argφ(x0 + 3iM0lnx0)− argφ(3iM0lnx0)) + const =

= ∆x0 −
∫ ∞

−∞

(
x0 − t

(x0 − t)2 + 9M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t)|dt+∫ ∞

−∞

(
−t

t2 + 9M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t)|dt. (3.4.26)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íå î÷åíü óäîáíà äëÿ îöåíèâàíèÿ âåëè÷èíû

(ν(x0)−∆x0),

òàê êàê ìû íå ðàñïîëàãàåì îöåíêàìè ñíèçó ôóíêöèè ln |φ(t)| äëÿ âñåõ t ∈
R. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëàãàÿ z̃ = z − 2iM0lnx0, ψ(z̃) = φ(z) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
àíàëèòè÷íà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â çàìêíóòîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
Im z̃ ≥ 0, íàïèøåì äëÿ ln |ψ(z̃)| ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå (3.4.23):

ln |ψ(z̃)| = π∆Im z̃ +
1

π

∫ ∞

−∞

Im z̃ ln |ψ(t)|
|z̃ − t|2

dt =

= Re

(
−iπ∆z̃ + i

π

∫ ∞

−∞

(
1

z̃ − t
+

t

t2 + 1

)
ln |ψ(t)|dt

)
, Im z̃ > 0.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ ôóíêöèè φ è ïåðåìåííîé z ïðèìåò âèä:

ln |φ(z)| = Re

(
−iπ∆(z − 2iM0lnx0)+

+
i

π

∫ ∞

−∞

( 1

z − 2iM0lnx0 − t
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t+ 2iM0lnx0)|dt

)
,

åñëè Im z > 2M0lnx0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ν(x0) = ∆x0−
∫ ∞

−∞

(
x0 − t

(x0 − t)2 +M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t+2iM0lnx0)|dt+

+

∫ ∞

−∞

(
−t

t2 +M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(2iM0lnx0)|dt. (3.4.27)
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Ïîýòîìó
|ν0(x0)−∆x0| ≤ |I1|+ |I2|, (3.4.28)

ãäå

I1 =

∫ ∞

−∞

(
x0 − t

(x0 − t)2 +M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t+ 2iM0lnx0)|dt,

I2 =

∫ ∞

−∞

(
−t

t2 +M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(2iM0lnx0)|dt.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî

ln |φ(z)| ≤ π∆|Im z|, z ∈ C.

Òîãäà, ñ ó÷åòîì (3.4.20), äëÿ âñåõ z = t+ 2iM0lnx0 èìååì

|ln |φ(z)|| ≤ C1lnx0, (3.4.29)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò r0, M0, ∆.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ (3.4.22), âûâîäèì, ÷òî

|ln |φ(z)|| ≤ C2ln
2 |t|ln ln |t|, (3.4.30)

åñëè z = t + 2iM0lnx0 è |t| ≥ x20, ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ C2 > 0 çàâèñèò
òîëüêî îò r0, M0, ∆.

Ïðè ïîìîùè (3.4.29) è (3.4.30) îöåíèì |I1|.
Èìååì

|I1| ≤

∣∣∣∣∣
∫
|t|≤x20

(
x0 − t

(x0 − t)2 +M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t+ 2iM0lnx0)|dt

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
∫
|t|≥x20

(
x0 − t

(x0 − t)2 +M2
0 ln

2 x0
+

t

t2 + 1

)
ln |φ(t+ 2iM0lnx0)|dt

∣∣∣∣∣ =
= |I11|+ |I12|. (3.4.31)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.4.29), ïîëó÷àåì

|I11| ≤ C1lnx0

(∫ x20

−x20

|x0 − t|
(x0 − t)2 +M2

0 ln
2 x0

dt+

∫ x20

−x20

|t|
t2 + 1

dt

)
≤

≤ C̃1ln
2 x0,

ãäå C̃1 > 0 çàâèñèò òîëüêî îò r0, M0, ∆.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî∣∣∣∣ x0 − t
(x0 − t)2 +M2

0 ln
2 x0

+
t

t2 + 1

∣∣∣∣ ≤ C3

|t|3/2
, |t| ≥ x20,

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C3 çàâèñèò òîëüêî îò r0, M0, ∆. Çàìåòèì
åùå, ÷òî, â ñèëó (3.4.30), âòîðîé ìíîæèòåëü â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæå-
íèè äëÿ I12 èìååò îöåíêó

|ln |φ(t+ 2iM0lnx0)|| ≤ C2ln
2 |t|ln ln |t|.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

|I12| ≤ C4,

ãäå C4 > 0 çàâèñèò òîëüêî îò r0, M0, ∆.
Èç (3.4.31) è îöåíîê äëÿ I11 è I12 ïîëó÷àåì îöåíêó

I1 = O(ln2 x20), x0 → +∞.

Òàêèì æå ñïîñîáîì îöåíèâàåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.4.28):

I2 = O(ln2 x20), x0 → +∞.

Èç (3.4.28) è ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê âûâîäèì íóæíîå ñîîòíîøåíèå:

ν(x)−∆x = O(ln2 x), x→ +∞, x ̸∈ Zφ. (3.4.32)

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé x < 0.
Äëÿ x ∈ Zφ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî (3.4.19) ñëåäóåò èç (3.4.32) è

ëåììû 3.6.

Çàìå÷àíèå 3.11. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, ôîðìóëà

φ(z) = lim
R→+∞

∏
|λj |<R

(
1− z

λj

)
,

ãäå λj = j + l(|j|), j = ±1, ±2, . . . , l(t) = ln (1 + t2), t ∈ R, îïðåäåëÿåò
äåëèòåëü â àëãåáðå Øâàðöà P∞. Ïðè ýòîì

ν(x) = [x− ln (1 + x2) + o(1)], x→ +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîå óñëîâèå (3.4.19) íåëüçÿ óñèëèòü.
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Çàìå÷àíèå 3.12. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçàííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå
îáðàòèìîñòè ïî Ýðåíïðàéñó íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íûì.
Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïîëîæèì

φ0(z) =
sin πz

πzs0(z)
,

ãäå s0(z) =
∞∏
k=1

(
1− z2

4k

)
. Èñïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå îöåíêè äëÿ ôóíê-

öèé sin πz è s0 (ñì. [79, ãë. 3]), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî φ0 ∈ P∞,
íî

ln |φ0(x)| ≤ −Cln2 (2 + |x|), x ∈ R,

ãäå C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ φ0 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé â àëãåáðå Øâàðöà. Â òî æå âðåìÿ, âèäèì,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ν óäîâëåòâîðÿåò äàæå áîëåå ñèëüíîìó,
÷åì (3.4.19), óñëîâèþ

ν(x)− x = O(ln |x|), |x| → ∞.

3.4.2 Êðèòåðèè ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ

1. Ñëó÷àé ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ+ = {λj}, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , òàêîâà, ÷òî

∃ lim
j→∞

j

λj
= ∆.

Òîãäà ÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = Λ+
⋃
(−Λ+) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû F (ñì. ï. 3.1.1). Â ÷àñòíîñòè,

φ(z) =
∞∏
j=1

(
1− z2

λ2j

)
(3.4.33)

� öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà π∆.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.8, ìû ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ φ ∈ P∞ è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ýòîé àëãåáðû. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-
íèÿ.

Äëÿ x ∈ R è t > 0 ñèìâîëàìè n+(x; t) è n−(x; t) îáîçíà÷àåì ÷èñëî
òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêàì (x;x + t] è
(x− t;x], ñîîòâåòñòâåííî.
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Ëåììà 3.7. Åñëè

n+(0;x)−∆x = O(ln2 x), x→ +∞,

òî ∫ +∞

xlnx

n+(t;x)− n−(t;x)

t
dt = O(lnx), x→ +∞. (3.4.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå σ > 2 è ðàçîáüåì îöåíèâàå-
ìûé èíòåãðàë íà äâà ñëàãàåìûõ:∫ +∞

xlnx

n+(t;x)− n−(t;x)

t
dt =

∫ xσ

xlnx

n+(t;x)− n−(t;x)

t
dt+

+

∫ +∞

xσ

n+(t;x)− n−(t;x)

t
dt = J1 + J2. (3.4.35)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷åòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è òåîðåìó 3.8,
ïîëó÷èì

J2 =

∫ +∞

xσ

xn+(t;x)

t(t+ x)
dt−

∫ xσ

xσ−x

n+(t;x)

t+ x
dt =

=

∫ +∞

xσ

O(x2) + xO(ln2 t)

t(t+ x)
dt+O

(
xln

(
1 +

x

xσ − x

))
=

= O(1), x→ +∞.

Âîñïîëüçîâàâøèñü åùå ðàç ÷åòíîñòüþ Λ è òåîðåìîé 3.8, îöåíèì èí-
òåãðàë J1 :∫ xσ

xlnx

n+(t;x)− n−(t;x)

t
dt = −

∫ xlnx

xlnx−x

n+(t;x)±∆x

t+ x
dt+∫ xσ−x

xlnx

n+(t;x)

(
1

t
− 1

t+ x

)
dt+

∫ xσ

xσ−x

n+(t;x)

t
dt =

= O(lnx)−∆xln

(
1 +

1

lnx

)
+

∫ xσ−x

xlnx

(O(ln2 t) + ∆x)

(
1

t
− 1

t+ x

)
dt+

+

∫ xσ

xσ−x
(O(ln2 t) + ∆x)

(
1

t
− 1

t+ x

)
dt =

= O(lnx)−∆xln

(
1 +

1

lnx

)
+O(lnx) + ∆xln

xσ − x
x
−

−∆xln

(
1− 1

lnx+ 1

)
+O(1) + ∆xln

xσ

xσ − x
= O(lnx), x→ +∞.
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Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.4.35) è îöåíîê äëÿ J1, J2 ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåí-
êó (3.4.34).

Ëåììà 3.8. Ïóñòü Λ = Λ+
⋃

Λ−, ãäå Λ+ = {λj} � ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïëîòíîñòüþ ∆.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî A > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

I :=

∫ ∞

|x|ln |x|

n(x, t)− n(x+ iAln |x|; t)
t

dt = O(A2), |x| → ∞, (3.4.36)

ãäå n(z, t) � ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ â êðóãå |w − z| ≤ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x > 0 (äëÿ x < 0 âñå ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû). Èìååì

0 ≤ I =

∫ ∞

|x|ln |x|

n+(t+ x− rt; rt)
t

dt+

∫ ∞

|x|ln |x|

n+(−t+ x; rt)

t
dt = I1 + I2,

ãäå rt =
√
t2 − A2ln2 x.

Îöåíèì èíòåãðàë I1 :

0 ≤ I1 =
∑

λj≥x+xlnx

∫ √λ2j+A
2ln2 x−x

λj−x

dt

t
≤

≤ const
∑

λj≥x+xlnx

A2ln2 x

(λj − x)2
≤ C0A

2, x ≥ x0 > 0,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C0 > 0 çàâèñèò òîëüêî îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λj}.
Èíòåãðàë I2 îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåãðàëà

I = I1 + I2 èìååò ìåñòî òðåáóåìàÿ îöåíêà (3.4.36).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü Λ = {±λj}, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , è ñóùåñòâóåò

lim
j→∞

j

λj
= ∆.

Äëÿ òîãî ÷òîáû öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

φ(z) =
∞∏
j=1

(
1− z2

λ2j

)
(3.4.37)
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ïðèíàäëåæàëà àëãåáðå Øâàðöà è áûëà åå äåëèòåëåì, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ

n+(0;x)−∆x = O(ln2 x), x→∞, (3.4.38)

lim
A→∞

lim
x→∞

1

Alnx

∣∣∣∣∫ xlnx

Alnx

n(0, t)− n(x+ iAlnx, t)

t
dt

∣∣∣∣ < +∞. (3.4.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîð-
ìóëîé (3.4.37), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà. Òîãäà, ñî-
ãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 3.8, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3.4.38).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |φ(x)| ≤ 1 è, ñëåäîâà-
òåëüíî,

ln |φ(z)| ≤ π∆|Im z|, z ∈ C.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òåîðåìû F, âûâîäèì, ÷òî äëÿ âñåõ A > 0 è x ≥ x0 > 0
áóäåò ∫ ∞

0

n(0, t)− n(x+ iAlnx, t)

t
dt ≤ π∆Alnx.

Äëÿ x ≥ x0 ïîëó÷èì∫ xlnx

Alnx

n(0, t)− n(x+ iAlnx, t)

t
dt ≤

≤ π∆Alnx+

∫ ∞

xlnx

n(x+ iAlnx, t)− n(0, t)
t

dt ≤

≤ π∆Alnx+

∫ ∞

xlnx

n(x, t)− n(0, t)
t

dt ≤ π∆Alnx+ const lnx;

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ýòîé öåïî÷êå ñïðàâåäëèâî â ñèëó ëåììû 3.7.
Òàêèì îáðàçîì,

lim
A→∞

lim
x→∞

1

Alnx

∫ xlnx

Alnx

n(0, t)− n(x+ iAlnx, t)

t
dt ≤ π∆. (3.4.40)

Äàëåå, φ � äåëèòåëü â àëãåáðå Øâàðöà, ïîýòîìó íàéäóòñÿ A0 > 0,
x0 > 0, òàêèå, ÷òî

ln |φ(x+ iA0lnx)| ≥ −A0lnx, x ≥ x0.

Òàê êàê âñå íóëè ôóíêöèè φ âåùåñòâåííû, ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà è â
òî÷êàõ, ëåæàùèõ âûøå ãðàôèêà ôóíêöèè y = A0lnx:

ln |φ(x+ iAlnx)| ≥ −A0lnx, A ≥ A0, x ≥ x0.
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Îòñþäà è èç ëåìì 3.7 è 3.8 è òåîðåìû F ïîëó÷àåì∫ xlnx

Alnx

n(x+ iAlnx, t)− n(0, t)
t

dt ≤ A0lnx+ constAlnx+

+

∫ ∞

xlnx

n(0, t)− n(x+ iAlnx, t)

t
dt ≤ const lnx+ constAlnx+ constA2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
A→∞

lim
x→∞

1

Alnx

∫ xlnx

Alnx

n(x+ iAlnx, t)− n(0, t)
t

dt ≤ π∆. (3.4.41)

Èç íåðàâåíñòâ (3.4.40) è (3.4.41) ñëåäóåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (3.4.39).

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.4.38), òî öåëàÿ ôóíêöèÿ
φ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (3.4.37), ïðèíàäëåæèò êëàññó Êàðòðàéò.

Èç óñëîâèÿ (3.4.39), òåîðåìû F è ëåììû 3.7 âûâîäèì, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðûõ A0 > 0, x0 > 1 âåðíà îöåíêà

ln |φ(x)| =
∫ A0lnx

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+

+

∫ xlnx

A0lnx

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+

∫ ∞

xlnx

n(0, t)− n(x, t)
t

dt ≤

≤ const lnx+

∫ xlnx

A0lnx

n(0, t)− n(x+ iA0lnx, t)

t
dt ≤ const lnx

ïðè âñåõ x ≥ x0. È çíà÷èò, φ ∈ P∞.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ φ ñíîâà ïðèìåíèì ïðåä-

ñòàâëåíèå èç òåîðåìû F, ëåììó 3.7 è ñîîòíîøåíèå (3.4.39). Ïîëó÷èì ïðè
íåêîòîðûõ A0 > 0, x0 > 1 ñëåäóþùóþ îöåíêó:

ln |φ(x+ iA0lnx)| ≥
∫ xlnx

A0lnx

n(0, t)− n(x+ iA0lnx, t)

t
dt+

+

∫ ∞

xlnx

n(0, t)− n(x+ iA0lnx, t)

t
dt ≥ const lnx, x ≥ x0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ φ � äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà.

2. Êðèòåðèé ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
èç P∞ ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè.
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Äëÿ ôóíêöèè ψ ∈ P∞ ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì Zφ ⊂ R\{0}, ïëîòíîñòü
êîòîðîãî ðàâíà 2∆ ïîëîæèì

L(t) = ν(t)−∆t, L∗(t) = L(t)− L(−t), t ∈ R,

ãäå, êàê è âûøå, ν(t) åñòü ÷èñëî òî÷åê λj ∈ Zφ â ïðîìåæóòêå (0; t] ïðè
t > 0, è (−ν(t)) åñòü ÷èñëî òî÷åê λj ∈ Zφ â ïðîìåæóòêå [−t; 0) ïðè t < 0.

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ ∈ P∞ c íóëåâûì ìíîæå-
ñòâîì Zφ ⊂ R \ {0} ïëîòíîñòè 2∆ áûëà ìåäëåííî óáûâàþùåé â P∞,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ

L(x) = O(ln2 |x|), |x| → ∞, (3.4.42)

lim
A→∞

lim
x→∞

1

Alnx

∣∣∣∣∫ xlnx

Alnx

2L∗(t)− L∗(x+ rt,A) + L∗(x− rt,A)
t

dt

∣∣∣∣ < +∞,

(3.4.43)

ãäå rt,A =
√
t2 − A2ln2 x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2.2 èç ðà-
áîòû [90], ôóíêöèÿ ψ ∈ P∞ è ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ φ(z) = ψ(z)ψ(−z) îäíî-
âðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè àëãåáðû Øâàðöà.

Äàëåå, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ
(3.4.42) ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ (3.4.38) äëÿ îáåèõ ôóíêöèé,
ψ è φ; à òàêæå â òîì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.4.43) äëÿ ψ ðàâíîñèëüíî
ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.4.39) äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè φ.

Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèé (3.4.42) è (3.4.43) ñëåäóåò, ÷òî φ(z) =
ψ(z)ψ(−z) � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ â P∞, à çíà÷èò, ýòèì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàåò è ôóíêöèÿ ψ.

Îáðàòíî, åñëè ψ ∈ P∞ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ â ýòîé àëãåáðå ôóíê-
öèÿ, òî ôóíêöèÿ φ(z) = ψ(z)ψ(−z) ìåäëåííî óáûâàþùàÿ â P∞. Ñîîò-
íîøåíèå (3.4.42) èìååò ìåñòî â ñèëó òåîðåìû 3.8. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè
φ òåîðåìó 3.9, âèäèì, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3.4.39), à
çíà÷èò, è ýêâèâàëåíòíîå åìó ñîîòíîøåíèå (3.4.43).

Çàìå÷àíèå 3.13. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè íóëåâîå ìíîæåñòâî

M = {µk}, k ∈ Z

öåëîé ôóíêöèè φ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì âîçìóùåíèåì öåëî÷èñëåííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî L > 0 è âñåõ k âûïîëíåíî

|µk − k| ≤ L, (3.4.44)
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òî φ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ([109, òåîðåìà XXXIII], à òàêæå
[55, òåîðåìà 1.1 è ñëåäñòâèå]).

Äîêàçàííûå òåîðåìû 3.9 è 3.10 äàþò óäîáíûå äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ
ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà íå âûïîëíåíî (3.4.44) è íåïðèìå-
íèìà òåîðåìà 3.1. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð:
îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Λ0 = {λj}, 0 < λ1 < λ2 < . . . ,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ1 = 1, λ2 = 2, . . . , λ10 = 10,

λ11 = · · · = λ10+[ln 10] = 10,

λk = k, k = 10 + [ln 10] + 1, . . . , 102,

λk = 102, k = 102 + 1, . . . , 102 + [2ln 10],

λk = k, k = 102 + [2ln 10] + 1, . . . , 103,

λk = 103, k = 103 + 1, . . . , 103 + [3ln 10],

è ò.ä.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íóëåâîãî ìíîæåñòâà ÷åòíîé ôóíêöèè,

îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (3.4.37) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ0, âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (3.4.38) è (3.4.39) òåîðåìû 3.9. Ñëåäîâàòåëüíî, (Λ0

⋃
(−Λ0)) �

íóëåâîå ìíîæåñòâî ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè â àëãåáðå Øâàðöà.

3.5 Ñâîéñòâà äåëèòåëåé àëãåáðû Øâàðöà ñ

íóëÿìè â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå

3.5.1 Íóëåâûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü l : [0; +∞)→ [1; +∞) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

ln t = O(l(t)), t→∞, (3.5.1)

lim
t→+∞

ln l(t)

ln t
<

1

2
(3.5.2)

è äëÿ íåêîòîðîãî K > 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
t→+∞

l(Kt)

l(t)
< +∞. (3.5.3)

Îáîáùåíèå ïðèâåäåííîãî â çàìå÷àíèè 3.10 óñèëåíèÿ ëåììû 3.6 ñîäåð-
æèòñÿ â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü ψ ∈ P∞ � äåëèòåëü àëãåáðû Øâàðöà,

M = {µk} ⊂ C

� íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè ψ,M0 � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî èM′ ⊂M, ïðè÷åì

µk ∈M′ ⇐⇒ |Imµk| ≤M0l (|Reµk|) .

Òîãäà

lim
|x|→∞

mRe(x, 1)

l(|x|)
<∞, (3.5.4)

ãäå mRe(x, 1) îáîçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ReM′ = {Reµk : µk ∈M′},

ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [x− 1;x+ 1].

Ñíà÷àëà äîêàæåì îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó, îáîáùàþùóþ óñèëå-
íèå èç çàìå÷àíèÿ 3.10 ëåììû 3.5.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ, ìíîæåñòâà M, M′ òàêèå æå, êàê â
ïðåäëîæåíèè 3.1,M′′ =M\M′.

Òîãäà ôóíêöèÿ

ψ1(z) = lim
R→∞

 ∏
|µj |≤R
µj∈M′

(
1− z

αj

) ∏
|µj |≤R
µj∈M′′

(
1− z

µj

) , (3.5.5)

ãäå αj = Reµj, ïðèíàäëåæèò àëãåáðå P∞, è ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ M1, òàêàÿ, ÷òî

∀x ∈ R, |x| > 2, ∃z′ ∈ C : |z′ − x| ≤M1l(|x|) è ln |ψ1(z
′)| ≥ −M1l(|z′|).

(3.5.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âêëþ÷åíèÿ ψ1 ∈ P∞ íà÷íåì ñ îöåíêè

îòäåëüíîãî ìíîæèòåëÿ
(
1− x

αj

)
, x ∈ R, αj = Reµj, ãäå µj ∈M′. Èìååì

∣∣∣∣1− x

αj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− x

µj

∣∣∣∣ (1 + M2
0 l

2(αj)

α2
j

)1/2

≤

≤
∣∣∣∣1− x

µj

∣∣∣∣ (1 +O

(
l2(αj)

α2
j

))
. (3.5.7)
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Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3.5.2), èç (3.5.7) âûâîäèì, ÷òî

ln |ψ1(x)| ≤ const ln |ψ(x)|, x ∈ R. (3.5.8)

È çíà÷èò, ψ1 ∈ P∞.
Âûâåäåì îöåíêè ñíèçó äëÿ ôóíêöèè ψ1. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãà-

òåëüíóþ ôóíêöèþ

ψ+(z) = lim
R→∞

 ∏
|µj |≤R

µj∈M′
−
⋃

M′′

(
1− z

µj

) ∏
|µj |≤R
µj∈M′

+

(
1− z

αj

) ,

ãäå
M′

+ = {µj ∈M′ : βj ≥ 0}, M′
− =M′ \M′

+.

Â ñèëó óñëîâèÿ (3.5.3) íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C0 òàêîå, ÷òî

l(Kt) ≤ C0l(t), t ≥ 0. (3.5.9)

Çàìå÷àåì, ÷òî∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ |µj − z||αj|
=

((αj − x)2 + (βj − y)2)1/2

|αj|
,

ãäå µj = αj + iβj ∈ M′
+, z = x + iy. Îòêóäà, ñ ó÷åòîì (3.5.9), ìîæåì

íàïèñàòü ∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− z

αj

∣∣∣∣ (3.5.10)

äëÿ z = x+ 2iC0M0l(|x|) è âñåõ µj ∈M′
+ ñ |αj| ≤ 4K|x|.

Åñëè æå µj = αj + iβj ∈M′
+ è |αj| > 4K|x|, òî∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− z

αj

∣∣∣∣ · (1 + C1l
2(αj)

α2
j

)1/2

, (3.5.11)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 > 0 çàâèñèò òîëüêî îò M0 è ôóíêöèè l.
Èç ñîîòíîøåíèé (3.5.2), (3.5.10), (3.5.11) çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ z = x+

2iC0M0l(|x|) èìååò ìåñòî îöåíêà

ln |ψ(z)| ≤ const ln |ψ+(z)|+O(1), |x| → ∞. (3.5.12)

Ïðè ïîìîùè àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü
ïðè z = x− 2iC0M0l(|x|) îöåíêè

ln |ψ+(z)| ≤ const ln |ψ1(z)|+O(1), |x| → ∞. (3.5.13)
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Ïðèìåíÿÿ àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé Ýðåíïðàéñà (òåîðåìà E, öèòèðî-
âàííàÿ â ï. 1.3.3) è òåîðåìó î ìèíèìóìå ìîäóëÿ [29, Ch. 1, Sec. 8, Th. 11]
ê ôóíêöèè ψ, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C2 > 0 ñî
ñâîéñòâîì: äëÿ âñåõ x ∈ R, |x| > 2,

ln |ψ(z)| ≥ −C2ln |x|, åñëè |z − x| = C2ln |x|.

Ôèêñèðóåì x ∈ R, |x| > 2, ïîëîæèì zx = x+iC2ln |x| è ïðèìåíèì òåîðåìó
î ìèíèìóìå ìîäóëÿ [29, Ch. 1, Sec. 8, Th. 11] ê ôóíêöèè ψ

ψ(zx)
â êðóãå |z−

zx| ≤ 4C0M0l(|x|). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.5.1), (3.5.3)
è îöåíîê ñâåðõó íà ψ, êàê íà ýëåìåíò àëãåáðû P∞, íàéäåì ïîñòîÿííûå
M2 > 0 è θ ∈ (2; 4), òàêèå, ÷òî

ln |ψ(z)| ≥ −M2l(|x|), åñëè z : |z − zx| = θC0M0l(|x|). (3.5.14)

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.5.12) è ñâîéñòâà ôóíêöèè l ((3.5.2)�
(3.5.3)), âûâîäèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿM3 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ R, |x| > 2, ñóùåñòâóåò wx ∈ C, äëÿ êîòîðîé |wx − x| ≤M3l(|x|) è

ln |ψ+(wx)| ≥ −M3l(|wx|).

Èñïîëüçóÿ åùå ðàç ðàññóæäåíèå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû î ìèíèìóìå
ìîäóëÿ äëÿ ôóíêöèè ψ+

ψ+(wx)
è êðóãà

|z − wx| ≤ R, R = max{2M3l(|x|), 4C0M0l(|x|)},

ïîëó÷èì ñíà÷àëà îöåíêè äëÿ ln |ψ+(z)|, àíàëîãè÷íûå (3.5.14). Çàòåì, èç
íèõ, (3.5.13) è ñâîéñòâ ôóíêöèè l (3.5.2), (3.5.3) âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå
ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé M1, î êîòîðîé ñêàçàíî â óñëîâèè ïðåäëîæå-
íèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.14. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åùå îäíî ïðèìåíåíèå òåîðåìû î
ìèíèìóìå ìîäóëÿ, ê ôóíêöèè ψ1

ψ(z′)
, ïîçâîëÿåò çàìåíèòü â ôîðìóëèðîâêå

ëåììû 3.9 z′ ∈ C íà x′ ∈ R, òî åñòü âìåñòî (3.5.6) áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå: ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿM1, òàêàÿ,
÷òî
∀x ∈ R, |x| > 2, ∃x′ ∈ R :

|x′ − x| ≤M1l(|x|) è ln |ψ1(x
′)| ≥ −M1l(|x′|). (3.5.15)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.1.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ îãðàíè÷å-
íà íà âåùåñòâåííîé îñè è åå òèï ïðè ïîðÿäêå 1 ðàâåí åäèíèöå. Â ñèëó
(3.5.8), àíàëîãè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæåì ñäåëàòü îòíîñèòåäüíî ôóíê-
öèè ψ1, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (3.5.5). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ λk ∈ M′

îáîçíà÷åíî αk = Reλk, Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïåðåîáîçíà÷èì ñèì-
âîëîì ψ ôóíêöèþ ψ1, îïðåäåëåííóþ â (3.5.5) è áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñõåìû, ïðèìåíåííîé â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.5.4) íåâåðíî, òî åñòü

lim
j→∞

m(xj, 1)

l(|xj|)
=∞ (3.5.16)

äëÿ íåêîòîðûõ xj, |xj| → ∞.
Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî xj > 0; ïîëîæèì

ψj(z) = ψ(z)(z − xj)mj ·
∏

k:|αk−xj |≤1

(z − αk)−1,

ãäå mj = m(xj, 1), j = 1, 2, . . . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ψj � öåëûå ôóíêöèè
òèïà 1 ïðè ïîðÿäêå 1 è âåðíû îöåíêè

sup
x∈R
|ψj(x)| ≤ C02

mj , j = 1, 2, . . . ,

ãäå C0 = max{sup
t∈R
|ψ(t)|, 1}. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áåðíøòåéíà (ñì. [79,

Chapter 11]), ïîëó÷àåì ñïðàâäëèâîñòü ñëåäóþùèõ îöåíîê

sup
x∈R
|ψ(n)
j (x)| ≤ C02

mj (3.5.17)

äëÿ âñåõ n, j ∈ N.
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ψj â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå

xj è îöåíêè (3.5.17), âûâîäèì, ÷òî

|ψj(z)| ≤ C02
mj(mj!)

−1|z − xj|mje|z−xj |, z ∈ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ R, òàêèõ, ÷òî

lnC0 + |x− xj|+mjln |x− xj| − ln (mj!) ≤ −n l(xj)−mjln 2 (3.5.18)

áóäåò
|ψj(x)| ≤ x−nj · 2−mj , (3.5.19)

n ∈ N.
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà, ñîîòíîøåíèå (3.5.18) áóäåò ñëåäîâàòü
èç íåðàâåíñòâà

|x− xj|+mjln |x− xj| −mjlnmj ≤ −nl(xj)− C1mj,

ãäå C1 � àáñîëþòíàÿ ïîòîÿííàÿ.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå (3.5.16), äëÿ êàæäîãî n ∈ N

ìîæåì íàéòè jn, äëÿ êîòîðîãî

−nl(xj) ≥ −mj, j = jn, jn + 1, . . . (3.5.20)

Ïóñòü b ∈ (0; e−C1−2). Îöåíêè (3.5.19) âûïîëíåíû äëÿ j ≥ jn è âñåõ
x ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x − xj| ≤ bmj. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâ (3.5.20) è ñîîòíîøåíèÿ

|ψ(z)| ≤ 2mj |ψj(z)|, z ∈ C, j = 1, 2, . . . ,

âûâîäèì, ÷òî

|ψ(x)| ≤ e−nl(xj), åñëè |x− xj| ≤ bnl(xj), j ≥ jn, n ∈ N.

È çíà÷èò, ôóíêöèÿ ψ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.5.15). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.5.2 Îöåíêè ñíèçó ôóíêöèè ln |φ|
Òàê êàê àëãåáðà Øâàðöà P∞ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êëàññà C (êëàññà Êàðò-
ðàéò) öåëûõ ôóíêöèé, ëþáîé ýëåìåíò φ ∈ P∞ � öåëàÿ ôóíêöèÿ âïîëíå
ðåãóëÿðíîãî ðîñòà, èíäèêàòîðíàÿ äèàãðàììà êîòîðîé åñòü îòðåçîê ìíè-
ìîé îñè i[−hφ(−π/2);hφ(π/2)], hφ � èíäèêàòîð φ.

Ðàññìîòðèì äåëèòåëü φ ∈ P∞ ýòîé àëãåáðû ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì
Zφ = {λj}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ(0) = 1,
hφ(−π/2) = hφ(π/2) = aφ � òèï φ.

Ïóñòü α : R→ [1; +∞) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, âîçðàñòàþùàÿ íà [0; +∞)
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

α(es) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà R, (3.5.21)

∃K > 1 : lim
x→∞

α(Kx)

Kα(x)
< 1. (3.5.22)

Òåîðåìà 3.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ � äåëèòåëü àëãåáðû P∞ è äëÿ
âñåõ λj ∈ Zφ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Imλj| ≤ α(|Reλj|). (3.5.23)
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C1 > 0, òàêàÿ, ÷òî

ln |φ(z)| ≥ aφ|Im z| − C1α(|z|), äëÿ âñåõ z : |Im z| ≥M1α(|Re z|)
(3.5.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ â íàñòîÿùåì äîêàçàòåëüñòâå îïèðàþò-
ñÿ íà öèòèðîâàííóþ âûøå òåîðåìó î ìèíèìóìå ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè â êðóãå [29, Ch. 1, Sec. 8, Th. 11] è íà ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäå-
íèÿ òèïà Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ëåììà FL1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ñóáãàðìîíè÷íà â îáëàñòè G ⊂ C, è
ñóùåñòâóþò ãàðìîíè÷åñêàÿ â G ôóíêöèÿ v0 è ïîñòîÿííàÿ A0, òàêèå,
÷òî

lim
z→ζ
z∈G

(u(z) + δv0(z)) ≤ A0, ζ ∈ ∂G,

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0.
Òîãäà

u(z) ≤ A0, z ∈ G.

Ëåììà FL1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã òåîðåìû 19 èç [29] è äîêàçûâà-
åòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.

Ëåììà FL2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ñóáãàðìîíè÷íà è îãðàíè÷åíà â îáëà-
ñòè G, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Åñëè

lim
z→ζ
z∈G

u(z) ≤ A0, ζ ∈ ∂G
⋂

C,

òî
u(z) ≤ A0, z ∈ G.

Ëåììà FL2 îáîáùàåò òåîðåìó 20 èç [29] è ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïî
òîé æå ñõåìå, íî ñ ïðèìåíåíèåì ëåììû FL1 âìåñòî òåîðåìû 19 èç [29].

Â ñèëó (3.5.21), èìååì

lnx = O(α(x)), x→∞.

Èç ýòîé îöåíêè, (3.5.22) è (3.5.23), ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ìèíèìóìå ìîäóëÿ,
âûâîäèì, ÷òî

ln |φ(z)| ≥ −C0α(|Re z|), (3.5.25)

åñëè |Im z| ≥ C0α(|Re z|), ãäå C0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Pα(z) =
1

π

∫
R

α(x+ ty)

1 + t2
dt, z = x+ iy ∈ C.

Â ñèëó (3.5.21), (3.5.22), ôóíêöèÿ Pα íåïðåðûâíà è ñóáãàðìîíè÷íà â C,
ãàðìîíè÷íà â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé Im z > 0 è Im z < 0 è óäîâëå-
òâîðÿåò â íèõ ñîîòíîøåíèÿì

Pα(z) ≥ α(|z|) (3.5.26)

lim
z→∞

Pα(z)

ω(|z|)
<∞ (3.5.27)

(ñì., íàïðèìåð, [1]).
Ïîëîæèì

G = {z : Im z > C0α(|Re z|)}.

Èç (3.5.25) è ñâîéñòâ ôóíêöèè Pα, íà ãðàíèöå îáëàñòè G äëÿ ëþáîãî
ε ∈ [0; aφ) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ln |e−i(aφ−ε)z| − ln |φ(z)| − (aφ + 1)C0Pα(z) ≤ 0. (3.5.28)

Ïîëíàÿ ðåãóëÿðíîñòü ðîñòà ôóíêöèè φ, óñëîâèå (3.5.23), íåðàâåíñòâà
(3.5.27) è α(x) ≥ 1 äëÿ âñåõ x ∈ R âëåêóò îöåíêó

ln e(aφ−ε)y − ln |φ(iy)| − (aφ + 1)C0Pα(iy) ≤ C(ε), y ≥ 1, (3.5.29)

ãäå C(ε) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ε ∈ (0; aφ)
è ôóíêöèé φ è α.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå σ ∈ (0; 1/2] è ïîëîæèì

v±(z) = −|z|1+σ cos ((arg z ∓ π/4)(1 + σ)) , z ∈ G±,

ãäå G± = G
⋂
{z : Re z ≷ 0}. Ïðèìåíèâ ëåììó FL1 â îáëàñòè G̃ = G±

äëÿ v0 = v± è

u(z) = ln |e−i(aφ−ε)z| − ln |φ(z)| − (aφ + 1)C0Pω(z),

âûâîäèì, ÷òî ôóíêöèÿ u îãðàíè÷åíà â îáëàñòè G. Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ
(3.5.28) è ëåììó FL2, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷å-
íèé ε > 0 è âñåõ z ∈ G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ln |e−i(aφ−ε)z| − ln |φ(z)| − (aφ + 1)C0Pα(z) ≤ 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

ln |φ(z)| ≥ aφIm z − (aφ + 1)C0Pα(z), z ∈ G. (3.5.30)

Èç ýòîé îöåíêè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (3.5.27) è óñëîâèå
(3.5.23), âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé C1 > 0, äëÿ êîòîðîé

ln |φ(z)| ≥ aφIm z − C1α(|z|), åñëè Im z ≥ C1α(|Re z|).

Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì îöåíêó â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè äëÿ òî÷åê z,
óäîâëåòîâðÿþùèõ óñëîâèþ Im z ≤ −C1α(|Re z|).

Çàìå÷àíèå 3.15. Óñëîâèå (3.5.22) âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

lim
x→∞

lnα(x)

ln |x|
< 1 (3.5.31)

Ïîýòîìó â (3.5.23) ìîæíî èñïîëüçîâàòü α(|λj|) âìåñòî α(|Reλj|).

Çàìå÷àíèå 3.16. Åñëè α(x) = const ln (|x| + e), òî óñëîâèå (3.5.23) è
îöåíêà (3.5.24) ñîâïàäàþò ñ (3.1.5) è (3.1.6), ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãëàâà 4

Ïðåäñòàâëåíèå D-èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå

Øâàðöà â âèäå ïðÿìîé ñóììû

åãî ðåçèäóàëüíîé è

ýêñïîíåíöèàëüíîé êîìïîíåíò

4.1 Ââåäåíèå

4.1.1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì D-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðî-
ñòðàíñòâå Øâàðöà C∞(−a; a).

Çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â ñëàáîì ñìûñëå äëÿ îïåðàòîðà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà Ea = C∞(−a; a), ñôîðìóëèðî-
âàííàÿ â [71, § 6] è ðàññìîòðåííàÿ íàìè â ãëàâå 1, èçó÷àåò âîïðîñ î ñïðà-
âåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

W = spanExpW +WIW , (4.1.1)

ãäå spanX � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X ⊂ Ea. Òàêîå ïðåäñòàâëå-
íèå D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W âûñòóïàåò â ðîëè îáîáùåíèÿ
ðàâåíñòâà

W = spanExpW ; (4.1.2)

à ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé
ñèíòåç â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.
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Êðîìå âîçìîæíîé âåðñèè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (4.1.1) â ðà-
áîòå [71, § 6] áûë òàêæå ñôîðìóëèðîâàí âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â âèäå ïðÿìîé (àëãåáðàè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé) ñóììû:

W = spanExpW ⊕WIW (4.1.3)

äëÿ D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì
ñïåêòðîì (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW . Îäíàêî, àâòîðû ðà-
áîòû [71] óêàçàëè, ÷òî íå çíàþò îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ.

Íàì óäàåòñÿ âûÿñíèòü, ÷òî óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâîñòè (4.1.3) äëÿ íåòðè-
âèàëüíîãî D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì àíàëîãè÷íû ïî ôîðìå óñëîâèÿì äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî
ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (4.1.1), ïðèâåäåííûì â ãëàâå 1 (òåîðåìà 1.8). Ïðè
ýòîì âìåñòî ïëîòíîñòè Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà DBM(iσW ) áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ äðóãàÿ, áîëåå òîíêàÿ, õàðàêòåðèñòèêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ :=
iσW . Îïðåäåëåíèå ýòîé íîâîé õàðàêòåðèñòèêè Dsd(Λ) (Λ � ïðîèçâîëüíàÿ
êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) äàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå. Òàì æå
ìû ôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ïðåäñòàâëåíèè (4.1.3). Çàòåì, â
ïàðàãðàôå 4.2, ïðèâîäÿòñÿ ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà è ñîïóòñòâóþùèå çà-
ìå÷àíèÿ. Â ïàðàãðàôå 4.3 îáñóæäàþòñÿ ïîãðàíè÷íûå ñèòóàöèè è ïðèìå-
ðû, èëëþñòðèðóþùèå èõ, à òàêæå äàëüíéøèå ñâîéñòâà D-èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðÿìîé ñóììû (4.1.3).

4.1.2 Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ èç òåîðåìû Áåð-
ëèíãà-Ìàëüÿâåíà î ðàäèóñå ïîëíîòû, óòâåðæäàþùåé, ÷òî

ρ(Λ) = πDBM(Λ),

è òåîðåìû Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî DBM(Λ) = +∞, åñëè Λ íå
ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé ôóíêöèè φ èç àëãåáðûØâàð-
öà P∞; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïëîòíîñòüDBM(Λ) åñòü èíôèìóì ìíîæåñòâà
âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë c, òàêèõ, ÷òî â àëãåáðå P∞ èìååòñÿ ôóíêöèÿ
φ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà πc, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà Λ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùèå ôóíêöèè â àëãåáðå Øâàðöà. Ýòè ôóíê-
öèè ñóòü â òî÷íîñòè äåëèòåëè àëãåáðû Øâàðöà P∞. Ïóñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λ ⊂ C òàêîâà, ÷òî DBM(Λ) < +∞.

Ââåäåì åùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Dsd(Λ):

åñëè Λ íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé ìåäëåííî óáûâàþ-
ùåé ôóíêöèè φ ∈ P∞, òî ïîëàãàåì Dsd(Λ) = +∞;
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, Dsd(Λ) îïðåäåëÿåì êàê èíôèìóì ìíîæåñòâà âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë c, òàêèõ, ÷òî â àëãåáðå P∞ èìååòñÿ ìåäëåííî óáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà πc, ðàâíàÿ íóëþ íà Λ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, äëÿ ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è î ïðåäñòàâëåíèè D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ áåñêîíå÷íûì
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì â âèäå ïðÿìîé ñóììû (4.1.3) âåëè÷èíà πDsd(Λ)
èãðàåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè ðàäèóñà ïîëíîòû ρ(Λ) â òåîðåìå 1.8.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîìåæóòêà I ⊆ R ñèìâîëîì |I| îáîçíà÷àåòñÿ
åãî äëèíà (êîíå÷íàÿ èëè ðàâíàÿ +∞). Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî âîïðîñó î ïðåäñòàâëåíèè D-èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà W â âèäå (4.1.3).

Òåîðåìà 4.1. I. Ïóñòü W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Ea ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðî-
ìåæóòêîì IW , ïðè÷åì |IW | < +∞
1) Åñëè |IW | > 2πDsd(Λ) è âûïîëíåíû îáà ñîîòíîøåíèÿ

lim
j→∞

Imλj
|λj|

< +∞, lim
j→∞

Imλj
|λj|

> −∞, (4.1.4)

òî W èìååò âèä (4.1.3).
2) Îáðàòíî, ïóñòü W èìååò âèä (4.1.3).

Òîãäà |IW | ≥ 2πDsd(Λ).
Ïðè ýòîì, åñëè IW ⋐ (a; b), òî ñïðàâåäëèâû îáà íåðàâåíñòâà (4.1.4).
Åñëè æå âêëþ÷åíèå IW ⊂ (a; b) íå êîìïàêòíî è òî÷êà a (èëè òî÷êà b)
� ãðàíè÷íàÿ äëÿ IW , òî ñïðàâåäëèâî ïåðâîå (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîå)
èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4).

II. Ñðåäè D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ W ñ äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW äëèíû 2πDsd(Λ)
èìåþòñÿ êàê ïîäïðîñòðàíñòâà, äîïóñêàþùèå ïðåäñòàâëåíèå (4.1.3), òàê
è íå äîïóñêàþùèå åãî.

Äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì è ðå-
çèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì áåñêîíå÷íîé äëèíû èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé
êðèòåðèé.

Òåîðåìà 4.2. ÏóñòüW � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà E∞ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è íåîãðàíè÷åííûì ðåçè-
äóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW = (−∞; d] (ëèáî IW = [c; +∞)).

Ïðåäñòàâëåíèå (4.1.3) äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà W âåðíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà Dsd(Λ) < +∞ è âûïîëíåíî ïåðâîå (ñîîòâåòñòâåííî,
âòîðîå) èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4).
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Èç òåîðåì 4.1, 4.2 âûòåêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü W � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Ea ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðî-
ìåæóòêîì IW .

Åñëè Dsd(Λ) = +∞, òî ïðåäñòàâëåíèå (4.1.3) íå áóäåò èìåòü ìå-
ñòà.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé èç D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âè-
äà (4.1.3), ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ èìååòñÿ ñëåäóþ-
ùåå óòî÷íåíèå.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea èìååò
âèä (4.1.3), è âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: |IW | = +∞ èëè (4.1.4).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ íà ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà:

Λ =
∞⋃
k=1

Λk, Λk
⋂

Λm ̸= ∅, k ̸= m,

òàêîå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ W åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñóììû f = f1 + f2, ãäå

f1 ∈ WIW , f2(t) =
∞∑
k=1

∑
λj∈Λk

pj(t)e
−iλjt

 , (4.1.5)

pj � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì âíåøíÿÿ ñóììà (ïî k) äëÿ f2 ñõîäèòñÿ â òî-
ïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà E∞ = C∞(R).

4.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.1, 4.2 è 4.3

4.2.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R ââåäåì ïðîñòðàíñòâî P(I), àññî-
öèèðîâàííîå ñ I. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíäóêòèâíûé ïðå-
äåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ P̃k. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðî-
ñòðàíñòâî P̃k, k = 1, 2, . . . , ñîñòîèò èç âñåõ öåëûõ ôóíêöèé φ, äëÿ êîòîðûõ
êîíå÷íà íîðìà

∥φ∥I,k = sup
z∈C

|φ(z)|
(1 + |z|)k exp(dy+ − cy−)

, y± = max{0,±y}, z = x+ iy,
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â ñëó÷àå, êîãäà I = [c; d]. Åñëè æå, ñêàæåì, I = [c; b), òî P̃k � ïðîñòðàí-
ñòâî öåëûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

∥φ∥I,k = sup
z∈C

|φ(z)|
(1 + |z|)k exp(dky+ − cy−)

, y± = max{0,±y}, z = x+ iy,

ãäå c < d1 < · · · < dk ↗ b, k →∞. Äëÿ ïðîìåæóòêîâ I äðóãîãî âèäà âñå
îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè.

Âëîæåíèÿ P̃k ⊂ P̃k+1 âïîëíå íåïðåðûâíû, ïîýòîìó P(I) � ëîêàëüíî-
âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî òèïà (LN∗). Êðîìå òîãî, P(I) � òîïîëîãè÷åñêèé
ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ C[z]. Àëãåáðà Øâàðöà P∞ åñòü P(I)
ïðè I = R, ìîäóëü Pa ðàâåí P(I) ïðè I = (−a; a).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R îáîçíà÷èì ñèìâîëîì E(I)
ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà I ôóíêöèé, ñíàá-
æåííîå ìåòðèçóåìîé òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå äëÿ ñëó÷àÿ I =
(−a; a). Íàïðèìåð, åñëè I = [c; d], òî E(I) � ïðîåêòèâíûé ïðåäåë áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ Ck[c; d]; åñëè I = [c; d), d < +∞ òî E(I) � ïðîåêòèâíûé
ïðåäåë áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ck[c; dk], ãäå c < dk ↗ d, ïðè k →∞.

Ïðîñòðàíñòâî E(I) è âñÿêîå åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , ñíàá-
æåííîå èíäóöèðîâàííîé èç E(I) òîïîëîãèåé, ÿâëÿþòñÿ ðåôëåêñèâíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè Ôðåøå.

Ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê E(I) ïðîñòðàíñòâî E ′(I) ñîñòîèò èç âñåõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé S ∈ E ′, íîñèòåëè êîòîðûõ ëåæàò â I. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî
òåîðåìå Ïýëè-Âèíåðà-Øâàðöà,

F(E ′(I)) = P(I).

Ïóñòü W ⊂ E(I) � D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åãî àííóëÿ-
òîðíûé ïîäìîäóëü J â P(I) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé J = F(W 0), ãäå

W 0 = {S ∈ E ′(I) : S(f) = 0 ∀f ∈ W}.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C, òàêîâà, ÷òî ñèñòåìà ýñêîïíåíöèàëü-
íûõ îäíî÷ëåíîâ ExpΛ, ïîñòðîåííàÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, íå ïîëíà â
E(I). Ïîëîæèì

E(Λ, I) = spanExp(Λ) (4.2.1)

(çàìûêàíèå áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå E(I)). ßñíî, ÷òî E(Λ, I) � íåòðè-
âèàëüíîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â E(I), äîïóñêàþùåå ñïåê-
òðàëüíûé ñèíòåç.

Ñèìâîëîì J (Λ, I) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé φ ∈ P(I),
îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà Λ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî J (Λ, I) � ëîêàëèçóåìûé
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ïîäìîäóëü âP(I), òî åñòü îí ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè èçP(I), ðàâíûå íóëþ
íà Λ. Èç äâîéñòâåííîé ñõåìû, ïîäðîáíî èçëîæåííîé â ãëàâå 1, ñëåäóåò,
÷òî J (Λ, I) � àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü ïîäïðîñòðàíñòâà E(Λ, I).

Ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê ïðîñòðàíñòâó Ôðåøå E(Λ, I) åñòü ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî E ′(I)/(E(Λ, I))0, ãäå

(E(Λ, I))0 = {S ∈ E ′(I) : S(f) = 0 ∀f ∈ E(Λ, I)}.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü åãî êàê ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé P(I)/J (Λ, I).

4.2.2 Äâîéñòâåííàÿ èíòåïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ φ ∈ P∞ íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé (¾slowly
decreasing function¿), åñëè ñóùåñòâóåò A > 0, òàêîå, ÷òî

∀x ∈ R ∃x′ ∈ R : |x− x′| ≤ Aln (2 + |x|), |φ(x′)| ≥ (2 + |x′|)−A. (4.2.2)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4.2.2) ìîæåò áûòü
çàìåíåíî íà ñëåäóþùåå, ýêâèâàëåíòíîå åìó, íî áîëåå îáùåå ïî ôîðìå:

∀x ∈ R ∃z′ ∈ C : |x− z′| ≤ Aln (2 + |x|), |ψ(z′)| ≥ (2 + |z′|)−A (4.2.3)

(ñì. [90, § 3]).
Ïðèâåäåì åùå îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå èç ðàáîòû [74]:

ôóíêöèÿ φ ∈ P∞ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
a0 > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû îáà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ
(SD1) êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Lα ìíîæåñòâà

L(φ, a0) = {z : ln |φ(z)| < −a0(|Im z|+ ln (2 + |z|))} (4.2.4)

îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíà;
(SD2) äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Lα ìíîæåñòâà L(φ, a0) âåðíî íåðà-
âåíñòâî

|Im ζ|+ ln (2 + |ζ|) ≤ a0(|Im z|+ ln (2 + |z|)), ζ, z ∈ Lα.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Ea íåòðèâèàëüíîå D-èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî W ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì
ïðîìåæóòêîì IW . Ïóñòü

U : E(Λ, (−a; a))→ E(Λ, IW )

� îïåðàòîð ñóæåíèÿ, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè f èç
ïîäïðîñòðàíñòâà E(Λ, (−a; a)) åå ñóæåíèå íà ïðîìåæóòîê IW ; çäåñü ïîä-
ïðîñòðàíñòâî E(Λ, IW ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.2.1) ïî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ = iσW è ïðîìåæóòêó IW .
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Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
W , äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç (4.1.1), ïðåäñòàâëÿëîñü â
âèäå ïðÿìîé ñóììû (4.1.3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð
ñóæåíèÿ

U : E(Λ, (−a; a))→ E(Λ, IW ) (4.2.5)

áûë ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó õîðîøî èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà î
åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî â ñðåäíåì ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè (ñì.
[46, § 1], [32, § 9]), ïîäïðîñòðàíñòâî WIW

⋂
E(Λ, (−a; a)) òðèâèàëüíî. Ñëå-

äîâàòåëüíî, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ WIW è E(Λ, (−a; a))
� ïðÿìàÿ. Åñëè ýòà ñóììà ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîìW , òî îíà íåîá-
õîäèìî áóäåò è òîïîëîãè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåò-
ñòâèå (f1, f2) → f1 + f2 îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà Ôðåøå WIW × E(Λ, (−a; a)) íà ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå W , è ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîìîðôèçì (àëãåáðàè÷åñêèé è òîïîëîãè÷åñêèé)
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè. Ôóíêöèÿ f ∈ Ea ïðèíàä-
ëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâóW â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åå ñóæåíèå
f |IW íà ïðîìåæóòîê IW åñòü ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà E(Λ, IW ) (ñì. [71,
ïðåäëîæåíèå 6.2]). Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñþðúåêòèâíîñòü îïåðàòîðà ñóæå-
íèÿ U , äëÿ ëþáîé f ∈ W ìîæåì íàéòè ôóíêöèþ f1 ∈ E(Λ, (−a; a)),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ f |IW = f1|IW . ßñíî, ÷òî òîãäà

f2 = f − f1 ∈ WIW , f = f1 + f2 ∈ E(Λ, (−a; a))⊕WIW .

Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó öèòèðîâàííûõ â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ðå-
çóëüòàòîâ î åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî â ñðåäíåì ïðîäîëæåíèÿ, îïå-
ðàòîð ñóæåíèÿ (4.2.5) � àëãåáðàè÷åñêèé è òîïîëîãè÷åñêèé ìîíîìîðôèçì.
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f0 ∈ E(Λ, IW ) åå ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïðîäîëæå-
íèå f íà èíòåðâàë (−a; a) ïðèíàäëåæèò W , ñîãëàñíî [71, ïðåäëîæåíèå
6.2]. Ïîýòîìó f = f1 + f2, ãäå f1 ∈ E(Λ, (−a; a)), f2 ∈ WIW . Îòêóäà âû-
âîäèì, ÷òî f0 = U(f1). Òàêèì îáðàçîì, U åñòü ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå E(Λ, (−a; a)) íà ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå
E(Λ, IW ). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî îòîáðàæåíèå � ëèíåéíûé òîïîëîãè÷åñêèé
èçîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîìåæóòêà I, Ĩ ⊂ R, I ⊂ Ĩ , è îïåðàòîð

U∗ : E ′(I)/(E(Λ, I))0 → E ′(Ĩ)/(E(Λ, Ĩ))0,
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ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó ñóæåíèÿ U : E(Λ, Ĩ) → E(Λ, I). Ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå-Ëàïëàñà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ïîäíÿòèå ñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà

Û : P(I)/J (Λ, I)→ P(Ĩ)/J (Λ, Ĩ),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: êàæäîìó êëàññó ñìåæíîñòè

[ψ] ∈ P(I)/J (Λ, I), ψ ∈ P(I),

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êëàññ ñìåæíîñòè

Û([ψ]) ∈ P(Ĩ)/J (Λ, Ĩ), Û([ψ]) = {Ψ = ψ + Φ : Φ ∈ J (Λ, Ĩ)}.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó ðàáîòû [13] (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 7), îïåðàòîð
ñóæåíèÿ U : E(Λ, Ĩ)→ E(Λ, I) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì èçî-
ìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Û (P(I)/J (Λ, I)) = P(Ĩ)/J (Λ, Ĩ). (4.2.6)

Â ýòîì ñëó÷àå è îïåðàòîð Û � ëèíåéíûé òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì.
Ðàâåíñòâî (4.2.6) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Ψ ∈ P(Ĩ)

íàéäåòñÿ ψ ∈ P(I) ñî ñâîéñòâîì: (Ψ−ψ) ∈ J (Λ, Ĩ), òî åñòü Ψ(Λ) = ψ(Λ).
Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò ïðîâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ â âèäå ïðåäëî-

æåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Îïåðàòîð ñóæåíèÿ U, äåéñòâóþùèé èç E(Λ, Ĩ) â
E(Λ, I), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîïîëîãè÷åñêèì èçìîðôèçìîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìà ñëåäóþùàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à: äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè Ψ ∈ P(Ĩ) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ψ ∈ P(I) òàêàÿ, ÷òî
ðàçíîñòü (Ψ− ψ) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Λ.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåðïîëÿöèîííóþ çà-
äà÷ó èç ïðåäëîæåíèÿ 4.2 èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷åé íà Λ äëÿ ïàðû ïðî-
ñòðàíñòâ P(Ĩ) è P(I).

Ïðåäëîæåíèå 4.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
W , îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèåì (4.1.1), ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ïðÿìîé
ñóììû (4.1.3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëà ðàçðåøèìà èí-
òåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ Pa è P(IW ).

Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèé 4.1 è 4.2.
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4.2.3 Ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è äëÿ ïàðû
ïðîñòðàíñòâ P(Ĩ) è P(I)

Âñþäó äàëåå I = ⟨c; d⟩ � êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê, ãäå �⟨�
ìîæåò áûòü êàê êðóãëîé �(�, òàê è êâàäðàòíîé � [� ñêîáêîé , àíàëîãè÷íûé
ñìûñë èìååò �⟩�.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} è ïðîìåæóòîê I =
⟨c; d⟩ òàêîâû, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ExpΛ íå ïîëíà â E(I).

I. 1) Åñëè 2πDsd(Λ) < |I| è âûïîëíåíû îáà ñîîòíîøåíèÿ (4.1.4), òî
èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P∞ è P(I) ðàç-
ðåøèìà.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |I| = +∞, Dsd(Λ) < +∞, è âûïîëíåíî ïåðâîå
èëè âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4), â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïðîìåæóò-
êà: I = (−∞; d⟩ èëè I = ⟨c; +∞), ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P∞ è
P(I) ðàçðåøèìà.

II. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê Ĩ ⊃ I ñî ñâîé-
ñòâîì: ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ
P(Ĩ) è P(I).

Òîãäà Dsd(Λ) < +∞ è 2πDsd(Λ) ≤ |I|. Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî

d ∈ (Ĩ \ I)
⋃

(I \ ∂Ĩ) (èëè c ∈ (Ĩ \ I)
⋃

(I \ ∂Ĩ))

òî âûïîëíåíî ïåðâîå (ñîîòâåòñòâåíî, âòîðîå) èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. I. 1) Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñóùåñòâóþò ìåäëåííî óáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ P(I), îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà Λ, è ïîñòîÿííàÿ
M0 > 0 òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Λ ñîäåðæèòñÿ â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå

S = {z = x+ iy : |y| ≤M0ln (2 + |x|), x ∈ R}.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (4.2.2), íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî íàéäåòñÿ A1 > 0 ñî
ñâîéñòâîì:

∀λj ∈ Λ ∃xj ∈ R : |λj − xj| ≤ A1ln (2 + |xj|) è |φ(xj)| ≥ (2 + |xj|)−A1 .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â
êðóãå ê ôóíêöèè fj =

φ
φ(xj)

è êðóãó |z − xj| ≤ 2A1ln (2 + |xj|), íàõîäèì
îêðóæíîñòü Cj ñ öåíòðîì â òî÷êå xj è ðàäèóñà

rj ∈ (A1ln (2 + |xj|); 2A1ln (2 + |xj|)),
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òàêóþ, ÷òî
|φ(z)| ≥ (2 + |z|)−A0 , z ∈ Cj,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ A0 ≥ 0 íå çàâèñèò îò j (à òî÷êà λj, î÷åâèäíî, ëåæèò
âíóòðè Cj).

Ïóñòü Kj � îòêðûòûé êðóã ñ ãðàíèöåé Cj,

K =
⋃
j

Kj, C =
⋃
j

Cj, Ũ = K \ C.

Ìíîæåñòâî Ũ ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûõ ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò Uk. Ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñå Uk ⊂ Ũ èìåþò ñ Λ
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

U =
⋃

Uk
⋂

Λ ̸=∅

Uk;

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A > A0 ïîëîæèì

SA = {z ∈ C : |φ(z)| < (2 + |z|)−A}.

ßñíî, ÷òî SA ⊂ U .
Èç âêëþ÷åíèé

φ, φ′ =
dφ

dz
∈ P(I)

(ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òåîðåìû Áåðíñòåéíà [79, Ãëàâà 11]), ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé M1 > 0 òàêîé, ÷òî

|φ(z)| ≤ (2 + |z|)M1 , |φ′(z)| ≤ (2 + |z|)M1 ∀z ∈ U . (4.2.7)

Ó÷èòûâàÿ, îöåíêó (4.2.7) äëÿ |φ′| è òî, ÷òî äèàìåòð êàæäîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû Uk ⊂ U åñòü âåëè÷èíà O(ln |z|) äëÿ âñåõ z ∈ Uk ïðè k →∞,
íåòðóäíî âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé A′ > A0 ñî ñâîéñòâîì: äëÿ
âñåõ Uk ðàññòîÿíèå îò ìíîæåñòâà Uk

⋂
SA′ äî ãðàíèöû ìíîæåñòâà Uk íå

ìåíüøå, ÷åì sup
z∈Uk

(2 + |z|)−A′
.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ η, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ âî âñåé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ðàâíóþ íóëþ âíå ìíîæåñòâà U è åäèíèöå � íà ìíî-
æåñòâå U

⋂
SA′ , òàêóþ, ÷òî∣∣∣∣∂η(z)∂z̄

∣∣∣∣ ≤ (2 + |z|)M2 , z ∈ C, (4.2.8)

ãäå ïîñòîÿííàÿ M2 > 0 íå çàâèñèò îò z (ñì. [7, ãë. I, § 1]).
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþΨ ∈ P∞.Ïîëîæèì v = −Ψφ−1 ∂η
∂z̄
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âíóòðåííåå îïèñàíèå àëãåáðûP∞, ñâîéñòâà ôóíê-
öèé φ, η (â òîì ÷èñëå, îöåíêó (4.2.8)), âûâîäèì, ÷òî v ∈ C∞(C) è

|v(z)| ≤ (2 + |z|)M3 , z ∈ C,

ãäå M3 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîìó ðå-
çóëüòàòó Ë. Õåðìàíäåðà [57, òåîðåìà 4.4.2], ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â C ôóíêöèÿ u, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

∂u

∂z̄
= v,

ïðè÷åì
|u(z)| ≤ (2 + |z|)M4 , z ∈ C, (4.2.9)

ãäå M4 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ôóíêöèÿ ψ = φu + Ψη åñòü èñêîìîå ðåøåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé çà-

äà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, Ψ(Λ) = ψ(Λ), òàê êàê φ(Λ) = 0. Äàëåå,

∂ψ

∂z̄
= φ

∂u

∂z̄
+Ψ

∂η

∂z̄
= 0,

è çíà÷èò, ψ � öåëàÿ ôóíêöèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî U ⊂ S̃, ãäå

S̃ = {z = x+ iy : |y| ≤ M̃0ln (2 + |x|)},

M̃0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äàëåå,

η(z) = 0, z ̸∈ U ,

à ôóíêöèÿ Ψ èìååò â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå S̃ ñòåïåííîé ðîñò. Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ (4.2.9), âûâîäèì, ÷òî ψ ∈ P(I).

2) Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî I = (−∞; d⟩.
Ïóñòü φ ∈ P(I) � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáðàùàþùàÿñÿ â

íóëü íà Λ, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç ñîîòíî-
øåíèé (4.1.4) è

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñïåöèàëüíîå ðàçáèåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà
äâå íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè, G+ è G−, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îò-
êðûòóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, à âòîðàÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñîäåðæèò-
ñÿ â îòêðûòîé íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðàçáèå-
íèÿ âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì (4.2.2) ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè,
çàìå÷àÿ, ÷òî â íåì ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè çàìåíèòü íåðàâåíñòâî
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|x − x′| ≤ aln(2 + |x|) íà íåðàâåíñòâî |x − x′| ≤ aln(2 + |x′|). Äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x ∈ R íàéäåì òî÷êó x′ ∈ R êàê â (4.2.2) è ïðèìåíèì òåîðåìó
îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ê ôóíêöèè fx = φ

φ(x′)
â

êðóãå |z − x′| ≤ 2aln (2 + |x′|). Ïîëó÷èì îöåíêó

|φ(z)| ≥ (2 + |z|)−a′ , z ∈ Cx, (4.2.10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ a′ íå çàâèñèò îò x, Cx � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
x′ è ðàäèóñà

rx ∈ (aln (2 + |x′|); 2aln (2 + |x′|)).

Ïóñòü Kx � îòêðûòûé êðóã ñ ãðàíèöåé Cx, Ix = Kx

⋂
R. Âûäåëèì

èç ïîêðûòèÿ {Ix}x∈R âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ÷åòíîå ëîêàëüíî êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå {Ixj} :

⋃
j

Ixj = R. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç îòðåçêîâ äóã

îêðóæíîñòåé Cxj , ïðèíàäëåæàùèõ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ìîæíî ñîñòà-
âèòü íåïðåðûâíóþ êðèâóþ Γ, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
íà äâå íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè G+ è G−.

Âîñïîëüçóåìñÿ âåðñèåé îïðåäåëåíèÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè,
ñîñòîÿùåé â ñîâîêóïíîñòè òðåáîâàíèé (SD1), (SD2) (ñì. ï.4.2.2). Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôèãóðèðóþùàÿ â (SD1) è
(SD2) ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ a0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó a0 ≥ a′,
ãäå a′ � ïîñòîÿííàÿ èç îöåíêè (4.2.10).

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî L(φ, a0), îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (4.2.4), öåí-
òðèðîâàíî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé ôóíêöèè φ: îíî ñîäåðæèò âñå
íóëè ôóíêöèè φ è êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Lα ýòîãî ìíîæåñòâà ñî-
äåðæèò õîòÿ áû îäèí íóëü ôóíêöèè φ.

Ïîëîæèì Λ+ = Λ
⋂
G+, Λ− = Λ \ Λ+. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì L+ îáú-

åäèíåíèå ìíîæåñòâà òåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Lα ⊂ L(φ, a0), äëÿ êîòîðûõ

Lα
⋂

Λ+ ̸= ∅,

à ñèìâîëîì L− � îáúåäèíåíèå òåõ Lα ⊂ L(φ, a0), äëÿ êîòîðûõ

Lα
⋂

Λ− ̸= ∅.

Îöåíêà (4.2.10) âûïîëíåíà âñþäó íà Γ � îáùåé ãðàíèöå îáëàñòåé G+ è
G−. Ïîýòîìó

L+ ⊂ G+, L− ⊂ G−.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå è òî, ÷òî äëÿ Λ âûïîëíåíî ïåðâîå èç ñîîò-
íîøåíèé (4.1.4), áóäåì ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäå-
ëàíî â ï.1 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè η. Ïðè
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ýòîì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Uk ìíîæåñòâà U çàìåíÿåì íà ñâÿçíûå êîìïî-
íåíòû Lα ìíîæåñòâà L+. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé íàéäåì
ïîñòîÿííóþ a1 > a0 è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ âî âñåé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè ôóíêöèþ η+, ðàâíóþ íóëþ âíå ìíîæåñòâà L+ è åäèíèöå
� íà ìíîæåñòâå L+

⋂
L(φ, a1), è óäîâëåòâîðÿþùóþ îöåíêå∣∣∣∣∂η+(z)∂z̄

∣∣∣∣ ≤ (2 + |z|)b1 , z ∈ C,

ãäå b1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò z.
Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå (SD2), òàê êàê φ′ ∈ P(I), âû-

âîäèì ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîé a2 > a0 ñî ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû Lα ⊂ L− ðàññòîÿíèå îò ìíîæåñòâà Lα

⋂
L(φ, a2) äî ãðàíèöû

ìíîæåñòâà Lα íå ìåíüøå, ÷åì

sup
z∈Lα

exp(−a2(|Im z|+ ln (2 + |z|))),

ãäå a2 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò z. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ η−, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âî âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ðàâíàÿ íóëþ âíå ìíîæåñòâà L− è åäèíèöå � íà
ìíîæåñòâå L−

⋂
L(φ, a2), è òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣∂η−(z)∂z̄

∣∣∣∣ ≤ exp(b2(|Im z|+ ln (2 + |z|))) z ∈ C,

ãäå b2 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò z.
Ïóñòü Ψ ∈ P∞ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Âåðíû îöåíêè

|Ψ(z)| ≤ (2 + |z|)M , z ∈ L+,

|Ψ(z)| ≤ (2 + |z|)MeM |Im z|, z ∈ L−,

ãäå M > 0 � íå çàâèñÿùàÿ îò z ïîñòîÿííàÿ. Ïîëîæèì

η = η+ + η−, v = −Ψφ−1∂η

∂z̄
.

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ v áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìà â C, è íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C0 > 0 ñî ñâîéñòâîì:

ve−p ∈ L2(C),

ãäå p � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

p(z) :=

{
C0ln (2 + |z|), Im z ≥ 0,

−C0Im z + C0ln (2 + |z|), Im z < 0.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Õåðìàíäåðà [57, òåîðåìà 4.4.2], ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîå â C ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ

∂u

∂z̄
= v,

óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

|u(z)| ≤ const ep(z)+const ln (2+|z|).

Êàê è â ï.1 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ = φu+Ψη

è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî Ψ(Λ) = ψ(Λ) è ψ ∈ P(I).

II. Ïóñòü ε0 = dist(I, ∂Ĩ). Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0; ε0], äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òî÷êà aε ∈ Ĩ \ I, òàêàÿ, ÷òî dist (aε, I) < ε. Ïðåä-
ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî aε ≥ d. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ
d ∈ (Ĩ \ I)

⋃
(I \ ∂Ĩ). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, äëÿ ôóíêöèè Ψ(z) = e−iaεz íàé-

äåòñÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ P(I) òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Φ := Ψ − ψ îáðàùàåòñÿ â
íóëü íà ìíîæåñòâå Λ.

Äëÿ ψ èìååì îöåíêó

ln |ψ(z)| ≤ d1y +Mψln (2 + |x|), z = x+ iy, ïðè y > 0,

ãäå mψ > 0 è ëèáî d1 < d, ëèáî ìîæíî âûáðàòü aε > d, òî åñòü â ëþáîì
ñëó÷àå aε − d1 > 0. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå: M0 > 0, r0 > 0,
çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò M0, y0 > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò M0 è r0 � òàêèå,
÷òî

ln |Φ(z)| ≥ 1/2,

äëÿ âñåõ

z ∈ {z = x+ iy : |x| ≥ r0, y ≥M0ln |x|}
⋃
{z = x+ iy : |x| ≤ r0, y ≥ y0}.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Φ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Áîëåå òîãî, âñå
íóëè ýòîé ôóíêöèè, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà,
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

{z = x+ iy : y ≤ max (y0, M0ln (|x|+ 2)) , x ∈ R} .

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé(4.1.4). Äîìíîæàÿ Φ
íà ïîäõîäÿùèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü e−ic0z, ïîëó÷èì ìåäëåííî
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óáûâàþùóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî (|I|+
ε)/2. Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü ε, çàêëþ÷àåì, ÷òî

Dsd(Λ) < +∞, 2πDsd(Λ) ≤ |I|.

Åñëè èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå c ∈ (Ĩ \ I)
⋃
(I \ ∂Ĩ), òî ïðîâîäÿ àíàëî-

ãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ aε ≤ c, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî âòîðîå èç
ñîîòíîøåíèé (4.1.4).

Çàìå÷àíèå 4.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà II òåîðåìû 4.4 âèäèì, ÷òî
åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.1.4) è âåëè-
÷èíàDsd(Λ) êîíå÷íà, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî π(Dsd(Λ) + ε), òà-
êàÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ âèäà (4.1.4) ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåãî åå íóëåâîãî
ìíîæåñòâà Λ′ ⊃ Λ.

Çàìå÷àíèå 4.2. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.4 òàêæå âèäíî, ÷òî èí-
òåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P∞ è P(I) áóäåò
ðàçðåøèìà â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ, óäîâëåòâîðÿåò (4.1.4)
è áîëåå ñëàáîìó òðåáîâàíèþ, ÷åì óñëîâèå 2πDsd(Λ) < |I|, à èìåííî, òà-
êîìó: ïîäìîäóëü J (Λ, I) ñîäåðæèò ìåäëåííî óáûâàþùóþ ôóíêöèþ.

Ïðîñòåéøàÿ ñèòóàöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå, âîçíèêà-
åò, åñëè Λ ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì êàêîé-ëèáî ìåäëåííî óáû-
âàþùåé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ è I � îòðåçîê äëèíû 2πσ.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå 2πDBM(Λ) = 2πDsd(Λ) = |I|.

Íèæå, â ï.4.4.1 , ìû ïðîèëëþñòðèðóåì çàìå÷àíèå 4.2 áîëåå èíòåðåñ-
íûì ïðèìåðîì, â êîòîðîì 2πDBM(Λ) < |I|, 2πDsd(Λ) = |I|, è â ïîäìîäóëå
J (Λ, I) èìååòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. À â ï.4.4.2 áóäåò ïðèâå-
äåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî èç íåðàâåíñòâà 2πDsd(Λ) ≤ |I| íå âñåãäà
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè â íåòðèâèàëüíîì
ïîäìîäóëå J(Λ, I).

Êîìáèíèðóÿ ïóíêòû I è II òåîðåìû 4.4, ïîëó÷àåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ïðîìåæóòêà I íàé-
äåòñÿ ïðîìåæóòîê Ĩ ⊃ I òàêîé, ÷òî ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ
çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(Ĩ) è P(I), è, äîïîëíèòåëüíî, âû-
ïîëíåíû îáà ñîîòíîøåíèÿ (4.1.4) â ñëó÷àå, åñëè |I| <∞.

Òîãäà ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû P∞ è
P(I).
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Èç óòâåðæäåíèÿ II òåîðåìû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâà-
íèå î ñîîòíîøåíèÿõ (4.1.4) â ñëåäñòâèè 4.2 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
â ñëó÷àå, êîãäà I êîìïàêòíî ïðèíàäëåæèò Ĩ . Åñëè æå âëîæåíèå I ⊂ Ĩ íå
êîìïàêòíî, òî, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñïðàâåäëèâîñòè (4.1.4), âåðíî ñëå-
äóþùåå, áîëåå ñëàáîå, óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëîæåíèå I ⊂ Ĩ íå êîìïàêòíî
è |Ĩ| <∞.

Åñëè ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ
P(Ĩ) è P(I), òî ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû

ïðîñòðàíñòâ P(Ĩ∞) è P(I), ãäå Ĩ∞ � ëó÷, ñîäåðæàùèé ïðîìåæóòîê Ĩ
è èìåþùèé ñ I îáùóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

I = [c; b), Ĩ = (a; b).

Òîãäà Ĩ∞ = (−∞; b).
Ïîëîæèì σ0 = c−a è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ (0;σ0) ðàçðåøèìà

èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïðîñòðàíñòâ P(a′; b) è P(I), ãäå a′ =
a− σ.

Ïóñòü c′ = c − σ, b′ = b − σ è Φ ∈ P(a′; b) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Íàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå

Φ = Φ1 + Φ2, Φ1 ∈ P(a′; b′), Φ2 ∈ P(a; b). (4.2.11)

Îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (4.2.11) áóäåò äàíî íèæå.
Ïî óñëîâèþ, äëÿ ôóíêöèé Φ1e

−iσz è Φ2, ïðèíàäëåæàùèõ P(a; b), â
ïðîñòðàíñòâå P(I) íàéäóòñÿ ôóíêöèè φ̃1 è φ2, ñîâïàäàþùèå ñ íèìè íà
ìíîæåñòâå Λ.Äàëåå, äëÿ ôóíêöèè ψ1 = φ̃1e

iσz ∈ P(a; b) ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ φ1 ∈ P(I), òàêàÿ, ÷òî

φ1(Λ) = ψ1(Λ) = Φ1(Λ).

Ïîëîæèì φ = φ1 + φ2. Âèäèì, ÷òî φ ∈ P(I) è φ(Λ) = Φ(Λ). Òàêèì
îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(a′; b)
è P(I) ðàçðåøèìà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à
íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(a′′; b) è P(I), ãäå a′′ = a′ − σ′, è σ′ �
ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå (c − a′). Ïðîäîëæàÿ ýòè
ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è íà Λ
äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(ã; b) è P(I) ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ã, à çíà÷èò, è
äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(−∞; b) è P(I).
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ (4.2.11) äëÿ Φ ∈ P(a′; b). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïýëè-Âèíå-
ðà-Øâàðöà, Φ = F(S) äëÿ íåêîòîðîãî S ∈ E ′(a′; b). Îáîçíà÷èì çàìûêà-
íèå âûïóêëîé îáîëî÷êè íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ S ñèìâîëîì ch suppS.
Èìååì

ch suppS = [t1; t2] ⊂ (a′; b).

Åñëè (a; b′)
⋂
(t1; t2) = ∅, òî îäíî èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (4.2.11) ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ. Ìåíåå òðèâèàëåí ñëó÷àé, êîãäà

(a; b′)
⋂

(t1; t2) ̸= ∅.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïîäåëèâ, åñëè íóæíî, Φ íà ïîäõîäÿùèé ìíîãî÷ëåí p,
ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ψ = Φp−1 ∈ P(a′; b) ñî ñâîéñòâîì:

T = F−1(Ψ) ∈ (C[t1; t2])
′ .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äåéñòâèå T íà ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà C[t1; t2] è,
â ÷àñòíîñòè, íà ôóíêöèè f ∈ E(a′; b) ðåàëèçóåòñÿ èíòåãðàëîì Ñòèëòüåñà:

T (f) =

∫ t2

t1

f(t)dv(t),

ãäå v � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [t1; t2], çàâèñÿùàÿ
îò T è îïðåäåëÿåìàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Âûáåðåì è çàôèêñèèðóåì òî÷êó t0 ∈ (a; b′)
⋂
(t1; t2), â êîòîðîé ôóíê-

öèÿ v íåïðåðûâíà, è ïîëîæèì

v1(t) =

{
v(t), t ∈ [t1; t0],

v(t0), t ∈ (t0; t2],

v2 =v − v1.

Èìååì

T = T1 + T2, Tj(f) =

∫ t2

t1

f(t)dvj(t), j = 1, 2,

ïðè÷åì ch suppT1 ⊂ [t1; t0] ⊂ (a′; b′), ch suppT2 ⊂ [t0; t2] ⊂ (a; b). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

Ψ = Ψ1 +Ψ2, Ψ1 = F(T1) ∈ P(a′; b′),Ψ2 = F(T2) ∈ P(a; b).

Ïîëàãàÿ Φj = Ψjp, j = 1, 2, ïîëó÷àåì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå (4.2.11) äëÿ
ôóíêöèè Φ.
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Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿì ïóíêòà II òåîðåìû 4.4 ìîæíî ïðèäàòü
òàêóþ ôîðìó.

Ñëåäñòâèå 4.3. 1) Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.4

2πDsd(Λ) > |I| èëè Dsd(Λ) = +∞,

òî íè ïðè êàêîì Ĩ ⊃ I èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðî-
ñòðàíñòâ P(Ĩ) è P(I) íå ðàçðåøèìà.

2) Ïóñòü Λ è I = ⟨c; d⟩ òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 4.4. Åñëè äëÿ

ïðîìåæóòêà Ĩ ⊃ I âûïîëíåíî

d ̸∈ ∂Ĩ è lim
j→∞

Imλj
ln |λj|

= +∞

èëè

c ̸∈ ∂Ĩ è lim
j→∞

Imλj
ln |λj|

= −∞,

òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(Ĩ) è P(I)
íå ðàçðåøèìà.

Èç óòâåðæäåíèé I.2) è II òåîðåìû 4.4 ïîëó÷àåì êðèòåðèé ðàçðåøèìî-
ñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è íà Λ äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P∞ è P(I) â
ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà I.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü Λ ⊂ C, DBM(Λ) < +∞, I = (−∞; d⟩ (èëè I =
⟨c; +∞)).

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëà ðàçðåøèìà èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ
ïàðû ïðîñòðàíñòâ P è P(I), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåëè÷èíà
Dsd(Λ) áûëà êîíå÷íîé è âûïîëíÿëîñü ïåðâîå (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîå)
èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4).

4.2.4 Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.1 è 4.2

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ I.1 òåîðåìû 4.1
è â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.2, D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ñ äèñ-
êðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì èíòåðâàëîì IW èìååò
âèä (4.1.1). Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ DBM(Λ) ≤ Dsd(Λ) è
ïðèâåäåííîé âî ââåäåíèè òåîðåìû A. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü I.1 â òåî-
ðåìå 4.1 âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3 è óòâåðæäåíèÿ I.1 òåîðåìû 4.4. À
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 4.2 � èç ïðåäëîæåíèÿ 4.3 è ñëåäñòâèÿ 4.4.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 4.3 è ïóíêò II òåîðåìû 4.4 ñ Ĩ = (a; b),
I = IW , âûâîäèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé ïóíêòà I.2 òåîðåìû 4.1.
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ II òåîðåìû 4.1
ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå S ∈ E ′(−a; a), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà
êîòîðîãî åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ φ = eiγzs, ãäå s(z) = s̃(t0z) ïðè íåêîòîðîì
t0 > 0, à s̃ � ôóíêöèÿ òèïà ñèíóñà. Îïðåäåëèì D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî

WS = {f ∈ E(−a; a) : S(f (k)) = 0, k = 0, 1, . . . }. (4.2.12)

Èç ñïåöèàëüíîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè (ïðåäëîæåíèå 1.2), ïðåä-
ëîæåíèÿ 1.3, çàìå÷àíèÿ 1.3.10 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôàêòû î ïîäïðî-
ñòðàíñòâå WS :
1) ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð (−iΛ), ãäå Λ � íóëåâîå
ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ;
2) ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê ïîäïðîñòðàíñòâà WS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòðåçîê [c; d] ⊂ (−a; a) äëèíû 2πDBM(Λ);
3) WS äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç (4.1.1).

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.3, âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿWS â âèäå (4.1.3)
ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è íà Λ äëÿ ïàðû
ïðîñòðàíñòâ Pa è P([c; d]).

Çàìåòèì, ÷òî J (Λ, [c; d]) � ãëàâíûé ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ìåä-
ëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé φ â ìîäóëå P([c; d]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ
ñîâïàäàåò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ñ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ íóëåé ôóíêöèè òèïà ñèíóñà. Ïîýòîìó

Imλj = O(1), j →∞, λj ∈ Λ.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.2, èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà Λ äëÿ ïàðû ïðî-
ñòðàíñòâ Pa è P([c; d]) ðàçðåøèìà.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñ äèñ-
êðåòíûì ñïåêòðîì (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW , äëèíà êîòî-
ðîãî ðàâíà 2πDsd(Λ), íå äîïóñêàþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4.1.3).

Ïóñòü T ∈ E ′π � ðàñïðåäåëåíèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà êîòî-
ðîãî åñòü

φ(z) =
sin πz

s0(z)ω(z)
, ãäå s0(z) =

sin (π
√
z)

π
√
z

, ω(z) =
∞∏
k=1

(
1− z

22n + 1

)
.

Ïîäïðîñòðàíñòâî WT ⊂ Eπ, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (4.2.12), ñ çàìåíîé S
íà T , èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð σWT

= (−iΛ), ãäå Λ � íóëåâîå ìíîæåñòâî
ôóíêöèè φ. ßñíî, ÷òî Λ ⊂ Z è Dsd(Λ) = DBM(Λ) = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èçâåñòíî, ÷òîWT íå äîïóñêàåò ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà (4.1.1) (ñì.
[71, òåîðåìà 1.2]), ïîäðîáíî îá ýòîì ïðèìåðå, â òîì ÷èñëå â äâîéñòâåííûõ
òåðìèíàõ, ìû ãîâîðèëè â ïï. 1.2.2, 1.4.2. Òåì áîëåå, äëÿ WT íå ìîæåò
èìåòü ìåñòà ïðåäñòàâëåíèå (4.1.3).
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4.2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3

Òåîðåìà 4.3 äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [90] è [74],
çàìå÷àíèÿ 4.2 è ñëåäñòâèÿ 4.2, à òàêæå ïðåäëîæåíèÿ 4.3.

Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ W äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

f = f1 + f2, f1 ∈ WIW , f2 ∈ E(Λ, (a; b)). (4.2.13)

Èñïîëüçóÿ ï.I.2 òåîðåìû 4.1, òåîðåìó 4.2, ï.I.2 òåîðåìû 4.4 è ïðåäëîæå-
íèå 4.3, âûâîäèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ôóíêöèÿ f2 èç (4.2.13) åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèè F2 ∈ E(Λ,R), âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò
ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ P(a; b), ðàâíàÿ íóëþ íà ìíîæåñòâå
Λ. Çäåñü ìû òàêæå ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå âûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî
èç óñëîâèé: |IW | = +∞ èëè (4.1.4).

Èç ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ â P(a; b) ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè,
îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà Λ, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 èç [90] (ñì. òàêæå [74,
Òåîðåìà 9]), ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà (4.1.5),
ñõîäÿùåãîñÿ â E∞.

Çàìå÷àíèå 4.3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.3 ïðîìåæóòîê IW è èíòåð-
âàë (−a; a) èìåþò îáùóþ êîíå÷íóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó, íàïðèìåð, IW =
[c; a), òî ïîäïðîñòðàíñòâî W ñîñòîèò èç ñóæåíèé íà (−a; a) ôóíêöèé èç
D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W̃ ⊂ E(−a; +∞), ïðè÷åì

W̃ = W[c;+∞) ⊕ E(Λ,R),

è äëÿ W̃ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 4.3.

Çàìå÷àíèå 4.4. Åñëè D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ Ea èìååò
âèä (4.1.3), à âëîæåíèå IW ⊂ (−a; a) íå êîìïàêòíî è |IW | < +∞, òî, êàê
ïîêàçûâàåò ïðèìåð èç ï.4.3.2, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíî èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4)
ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, IW = [c; a). Â ýòîì ñëó÷àå, ñî-
ãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 4.3 è 4.4, ãàðàíòèðîâàíî ëèøü ïðîäîëæåíèå ôóíê-
öèè f2 èç (4.2.13) äî ïåðèîäè÷åñêîé â ñðåäíåì ôóíêöèè íà ëó÷å (−∞; a),
òî åñòü äî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà E(Λ, (−∞; a)). È çíà÷èò, íå ïðèìåíèìà
òåîðåìà 3.1 èç [90] î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé, ïåðèîäè÷åñêèõ â ñðåäíåì
íà âñåé ïðÿìîé, â âèäå ðÿäà èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Îäíàêî,
àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî â [90, òåîðåìà 3.1], ìîæíî óñìîòðåòü, ÷òî â
óñëîâèÿõ íàñòîÿùåãî çàìå÷àíèÿ ïåðèîäè÷åñêîå â ñðåäíåì ïðîäîëæåíèå
íà ëó÷ (−∞; a) ôóíêöèè f2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ
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ïîëèíîìîâ, ñõîäÿùèéñÿ ñî ñêîáêàìè â ïðîñòðàíñòâå E(−∞; a − d), ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì d > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëèç òîãî æå äîêàçà-
òåëüñòâà èç ðàáîòû [90] ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ d ìîæåò
îêàçàòüñÿ ðàâíûì 0. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèé èç D-
èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàññìîòðåííîãî â ï. 4.3.1.

4.3 Ïðèìåðû êëàññîâ D-èíâàðèàíòíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðÿ-

ìîé ñóììû

4.3.1 D-èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñïåêòðû êî-
òîðûõ � ñäâèãè öåëî÷èñëåííîé (ïîä)ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

Èç òåîðåìû 3.1 â ãëàâå 3 è òåîðåìû 4.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ l : [0; +∞) → R òàêîâà, ÷òî äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t è s

|l(t)− l(s)| ≤ Cl|ln2 t− ln2 s|, Cl > 0;

ïîëîæèì Λ = {λk}, ãäå

λk = k + l(|k|), k = ±1, ±2, . . .

Òîãäà D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâîW ñî ñïåêòðîì σW = (−iΛ)
è ðåçèäóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW äëèíû |IW | ≥ 2π èìååò âèä

W = spanExpW ⊕WIW

Çàìå÷àíèå 4.5. Òî÷íî òàê æå, èç òåîðåì 3.9, 3.10 ãëàâû 3 è òåîðå-
ìû 4.1 âûâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå î ïðåäñòàâèìîñòè â âèäå ïðÿìîé ñóììû
D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ñ ÷èñòî ìíèìûì ñïåêòðîì σW =
(−iΛ), òàêèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì îäíîé èç òåîðåì, 3.9 èëè 3.10, à ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê IW
èìååò äëèíó |IW | ≥ 2π∆, ãäå 2∆ � ïëîòíîñòü Λ.

228



Äîêàæåì åùå îäíî óòâåðæäåíèå î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðè êîòî-
ðûõ çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì D-èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàâíîãî ïðÿìîé ñóììå ñâîèõ ðåçèäóàëüíîé è ýêñïîíåí-
öèàëüíîé êîìïîíåíò.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Óïîðÿäî÷åííîå ïî âîçðàñòàíèþ îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ

íàòóðàëüíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé N = {nk} è M = {mj} áóäåì
îáîçíà÷àòü {Ni}. Çàäàíèå íà ìíîæåñòâàõ N è M âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé

β : N → R, γ :M→ R,

åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ α íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Ni} òàê, ÷òî åå ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî N (M) ñîâïàäàåò ñ β (ñîîò-
âåòñòâåííî, ñ γ). Äàëåå, äëÿ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, 0 ̸∈ Λ,
ñèìâîëàìè Λ+ = {λ+k } è Λ− = {λ−j } îáîçíà÷àåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Λ
⋂
(0;+∞) è Λ

⋂
(−∞; 0).

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ òàêîâà, ÷òî
äëÿ íåå ñóùåñòâóþò c0 > 0 è íàòóðàëüíûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

N = {nk}, M = {mj}, N
⋂
M = ∅,

ñî ñâîéñòâîì: îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè

β(nk) = λ+k −
nk
c0
, γ(mj) = λ−j +

mj

c0
,

ôóíêöèè
β : N → R, γ :M→ R,

íåîòðèöàòåëüíû, à ôóíêöèÿ α : {Ni} → R, îïðåäåëåííàÿ íà èõ îáúåäè-
íåíèè {Ni} óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|αj − αi| ≤ a0(ln
2Nj − ln2Ni), j > i, (4.3.1)

ãäå a0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è îáîçíà÷åíî αi = α(Ni).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî d0 > c0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå D-èíâàðèàíòíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî W ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = (−iΛ) è ðåçèäóàëü-
íûì èíòåðâàëîì IW = [−πd0; πd0], ïðè÷åì

W = WIW ⊕ spanExpW.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè α íà âñå N ñ ñîõðà-
íåíèåì ñâîéñòâà (4.3.1).
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Èçìåíèâ, åñëè íåîáõîäèìî, êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Λ, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî N1 = 1. Òîãäà èç (4.3.1) ñëåäóåò, ÷òî

αi ≤ a0ln
2Ni, i = 2, 3, . . .

Îáîçíà÷èì νi = a0ln
2Ni−αi ≥ 0. è ðàññìîòðèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà n,

ëåæàùèå ìåæäó ñîñåäíèìè Ni è Ni+1.
À) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî αi+1−αi ≥ 0. Òîãäà èç (4.3.1) ñëåäóåò, ÷òî
νi ≤ νi+1. Åñëè νi = νi+1, òî ïîëîæèì

α(n) = a0ln
2 n− νi, n = Ni + 1, . . . , Ni+1 − 1.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, νi+1 > 0 è σ := α(Ni+1)

a0ln
2Ni+1

∈ (0; 1). Ïóñòü n0 � íàè-

ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â èíòåðâàëå (Ni;Ni+1) ñî ñâîéñòâîì

a0(1− σ)ln2n0 ≥ νi.

Îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ α äëÿ íàòóðàëüíûõ n ∈ (Ni;Ni+1) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

α(n) = a0ln
2 n− νi, n = Ni + 1, . . . , n0 − 1,

α(n) = σa0ln
2 n, n = n0, . . . , Ni+1 − 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

|α(j)− α(i)| ≤ a0(ln
2 j − ln2 i), j ≥ i, i, j ∈ [Ni;Ni+1]

⋂
N. (4.3.2)

Á) Ïóñòü òåïåðü αi+1 − αi < 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y(t) = αi − a0(ln2 t− ln2Ni).

Åñëè y(n) ≥ αi+1 äëÿ âñåõ n = Ni + 1, . . . , Ni+1 − 1, òî ïîëàãàåì

α(n) = y(n), n = Ni + 1, . . . , Ni+1 − 1.

Èíà÷å, îáîçíà÷èì n0 íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â èíòåðâàëå (Ni;Ni+1)
ñî ñâîéñòâîì y(n0) < αi+1 è îïðåäåëèì

α(n) = y(n), n = Ni + 1, . . . , n0 − 1,

α(n) = αi+1, n = n0, . . . , Ni+1 − 1.

Êàê è â ñëó÷àå À), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè
α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.3.2).
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Äîîïðåäåëÿÿ α ïî ëèíåéíîñòè íà êàæäîì èíòåðâàëå

(n;n+ 1), n = 1, 2, . . . ,

ïîëó÷èì ôóíêöèþ íà ëó÷å [1;∞), óäîâëåòâîðÿþùóþ îöåíêå

|α(t′′)− α(t′)| ≤ b0(ln
2 t′′ − ln2 t′), 1 ≤ t′ ≤ t′′ <∞, (4.3.3)

ãäå b0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íàÿ îò a0.
Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Z = {ζn}, ãäå

ζn =
n

c0
+ α(|n|), n = ±1,±2, . . .

ßñíî, ÷òî Λ ⊂ Z. Èç ñâîéñòâà (4.3.3) ôóíêöèè α è òåîðåìû 3.1 ãëàâû 3
âûâîäèì, ÷òî ôîðìóëà

φ(z) = lim
R→∞

∏
|ζn|<R

(
1− z

ζn

)
,

îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà πc0, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ äåëèòåëåì àëãåáðû Øâàðöà P∞, îáðàùàþùèìñÿ â íóëü íà Λ.
Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàäèóñ ïîëíîòû ρΛ ≤ πc0; è çíà÷èò,
ñîãëàñíî òåîðåìå 1.8 èç ãëàâû 1 ëþáîãî d0 > c0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâîW ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì (−iΛ) è
ðåçèäóàëüíûì èíòåðâàëîì IW = [−πd0; πd0], äîïóñêàþùåå ñëàáûé ñïåê-
òðàëüíûé ñèíòåç.

Äàëåå, òàê êàê ôóíêöèÿ φ� äåëèòåëü àëãåáðûØâàðöàP∞, òîDsd(Λ) ≤
c0. Èç ýòîãî ôàêòà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå î ïðåäñòàâëåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà W â âèäå ïðÿìîé ñóììû.

4.3.2 Ïðèìåð D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà âè-
äà (4.1.3) ñ êîíå÷íûì íåêîìïàêòíûì ðåçèäóàëü-
íûì ïðîìåæóòêîì, ñïåêòð êîòîðîãî íå óäîâëå-
òâîðÿåò îäíîìó èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(z) =
s(−iz) sin πz

s(z)
, ãäå s(z) =

∞∏
k=1

(
1− z

2k

)
.
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Íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè φ

M =
(
Z \ {2k}∞k=1

)⋃
{2ki}∞k=1

íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4) è óäîâëåòâîðÿåò âòîðî-
ìó. Ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ν ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM èìååò àñèìïòîòèêó

ν(t) = (log2 t+O(1)), t→∞.

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ òåõíèêó èç òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð,
[79, III.3.5]), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îöåíêè

Aln2 (2+|z|)−Bδln (2+|z|) ≤ ln |s(z)| ≤ Aln2 (2+|z|)+Bδln (2+|z|), (4.3.4)

ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 âíå êðóæêîâ

|z − 2k| < δ, k = 1, 2, . . .

Çäåñü A = (ln 2)−1, à ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ Bδ çàâèñèò òîëüêî îò δ.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì δ > 0 áóäåò

ln | sin πz| = π|Im z|+O(1), |z| → ∞, |z − k| ≥ δ, k ∈ Z. (4.3.5)

Èç (4.3.4) è (4.3.5) ñëåäóåò, ÷òî

π|Im z| − Cδln (2 + |z|) ≤ ln |φ(z)| ≤ π|Im z|+ Cδln (2 + |z|) (4.3.6)

äëÿ âñåõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

|z − µj| ≥ δ, µj ∈M,

ãäå δ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Ñëåäîâàòåëüíî, Dsd(Λ) = 1.
Ïîëîæèì I = [−π; π + ε), ε > 0. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M íå

óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó èç ñîîòíîøåíèé (4.1.4), èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà-
÷à íàM íå ðàçðåøèìà äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(Ĩ) è P(I), ãäå Ĩ � ëþáîé
ïðîìåæóòîê, ñîäåðæàùèé îòðåçîê Ī = [−π; π + ε]. Òåì íå ìåíåå, èíòåð-
ïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íà M äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(−∞; π + ε) è P(I)
ðàçðåøèìà. Äîêàæåì ýòî. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà
ï.I.2 òåîðåìû 4.4. Â ñèëó îöåíîê (4.3.6) è îöåíêè ñâåðõó äëÿ ln |φ′(z)|,
âûòåêàþùåé èç òåîðåìû Áåðíñòåéíà, ìîæåì ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìóþ â C ôóíêöèþ η ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

η(z) = 0, z ̸∈
⋃
j

K(µj, 2δ),

η(z) = 1, z ∈
⋃
j

K(µj, δ),∣∣∣∣∂η∂z̄
∣∣∣∣ ≤ a0, z ∈ C,
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ãäå a0 > 0 íå çàâèñèò îò z è K(µ, r) = {z : |z − µ| ≤ r}.
Ïóñòü Ψ ∈ P(−∞; π + ε). Ïîëîæèì

v = −Ψφ−1∂η

∂z̄
, p(z) = C0ln (2 + |z|),

ãäå C0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

v ∈ C∞(C), ve−p ∈ L2(C)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè C0 > 0. Ïî òåîðåìå Õåðìàíäåðà [57,
òåîðåìà 4.4.2], ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂u

∂z̄
= v,

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå â C è óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

|u(z)| ≤ const ep(z)+const ln (2+|z|).

Ïîëîæèì ψ = φu + Ψη. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ψ(Λ) = ψ(Λ) è ψ ∈ P(I). Ñ
ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà Ψ ∈ P(−∞; π + ε), îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à íàM äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ P(−∞; π+ε)
è P(I) ðàçðåøèìà.

4.4 Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ Dsd(Λ)

4.4.1 Âîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïëîòíîñòÿìè
DBM(Λ) è Dsd(Λ)

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà ñîñòîèò

èç òî÷åê j2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âçÿòà ñ êðàòíîñòüþ [ln
3
2 j], j = 2, 3, . . .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

DBM(Λ) = 0, Dsd(Λ) =∞.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0; 1) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Λ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

0 < DBM(Λ) < δ, Dsd(Λ) = 1.

Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â òîì ÷èñëå, ñëóæèò íåòðèâèàëüíîé èëëþ-
ñòðàöèåé ê çàìå÷àíèþ 4.2.
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Ôèêñèðóåì M0 ∈ N, M0 > δ−1, è ïîëîæèì Λ = Λ′⋃Λ′′, ãäå

Λ′ = {±kM0}∞k=1, Λ′′ =
∞⋃
j=0

Λ′′
j ,

Λ′′
0 = {k0M0 + 1, k0M0 + 2, . . . , k0M0 + [ln3 (k0M0)]},

Λ′′
j = {kjM0 + 1, kjM0 + 2, . . . , kjM0 + [ln3 (kjM0)]},

kj =

[
2kj−1M0

M0

]
+ 1, j = 1, 2, . . . ,

ïðè ýòîì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k0 âûáèðàåòñÿ ñòîëü áîëüøèì, ÷òî

Λ′
⋂

Λ′′ = ∅, Λ′
j

⋂
Λ′
j+1 = ∅, j = 0, 1, . . .

Äëÿ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ñèìâîëîì nΛ(t) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷èñëî òî÷åê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîìåæóòêå (0; t], t > 0, è
(−nΛ(t)) � ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ â ïðîìåæóòêå [t; 0), t < 0.

Îïèðàÿñü, íàïðèìåð, íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [104, IX.D], íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî DBM(Λ) = 1

M0
. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî

∆Λ = ∆Λ′ =
2

M0

,

ãäå ∆(·) � ïëîòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (·). Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèÿì èç [104, IX.D] (òåîðåìà è ñëåäñòâèå îá ýôôåêòèâíîé ïëîò-
íîñòè ïîëîæèòåëüíîé è âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), ïëîòíîñòü
Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà DBM(Λ) åñòü èíôèìóì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë A,
òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ (èìåþùàÿ ïëîòíîñòü) âåùåñòâåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ̃ ⊃ Λ, òàêàÿ ÷òî∫ +∞

−∞

|nΛ̃(t)− At|
1 + t2

dt <∞,

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ âûâîäèì, ÷òî ìîæíî
âçÿòü Λ̃ = Λ è

DBM(Λ) =
∆Λ

2
=

1

M0

.

ßñíî, ÷òîDsd(Λ) ≤ 1, òàê êàê Λ� ïîäìíîæåñòâî íóëåé ìåäëåííî óáû-
âàþùåé ôóíêöèè sinπz

πz
, ïðèíàäëåæàùåé P([−π; π]). Ïîêàæåì, ÷òî Λ íå

ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíê-
öèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ < π.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü φ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà σ < π, òàêàÿ, ÷òî φ(Λ) = 0. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ
4.1, ñäåëàííîãî â ï.4.2.3, è ëåììû 3.4.2, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóëåâîå ìíî-
æåñòâî Zφ ôóíêöèè φ ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè. ÏîëîæèìM = Zφ\Λ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.8, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

nZφ(t)− γt = O(ln2 |t|), |t| → ∞, (4.4.1)

ãäå γ = σ/π ∈ (M−1
0 ; 1), à ñèìâîë nZφ èìååò òîò æå ñìûñë äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè Zφ, ÷òî è nΛ äëÿ Λ.
Ïîëàãàÿ

t̃j = kjM0, tj = kjM0 + [ln3 (kjM0)], j = 0, 1, . . . ,

ìîæåì íàïèñàòü

nΛ(t̃j) =
1

M0

t̃j +O(ln2 t̃j), j →∞, (4.4.2)

nΛ(tj) =
1

M0

t̃j + [ln3 (t̃j)] +O(ln2 t̃j), j →∞. (4.4.3)

Èç (4.4.1) è (4.4.2) ñëåäóåò, ÷òî

nM(t̃j) =

(
γ − 1

M0

)
t̃j +O(ln2 t̃j), j →∞.

Îòñþäà è èç (4.4.3) âûâîäèì, ÷òî

nZφ(tj) ≥ γt̃j + [ln3 (t̃j)] +O(ln2 t̃j), j →∞,

òàê êàê, î÷åâèäíî, nZφ(tj) = nΛ(tj) + nM(tj) è nM(tj) ≥ nM(t̃j).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ t̃j è tj, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

nZφ(tj) ≥ γtj + (1− γ)[ln3 tj] +O(ln2 tj), j →∞,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò îöåíêå (4.4.1).

4.4.2 (Íå)äîñòèæèìîñòü èíôèìóìà â îïðåäåëåíèè õà-
ðàåòåðèñòèêè Dsd(Λ)

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå è â çàìå÷àíèè 4.2 ìû âûÿñíèëè, ÷òî ìåæäó äî-
ñòàòî÷íûì è íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è
óñëîâèÿìè: 2πDsd(Λ) < |I| è 2πDsd(Λ) ≤ |I| èìååòñÿ �ïîëîæèòåëüíûé çà-
çîð�, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ñëåäóþùåå ïðîìåæóòî÷íîå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò
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ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ φ, ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï êîòîðîé íå ïðå-
âîñõîäèò |I|/2, òàêàÿ, ÷òî φ(Λ) = 0. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåðïîëÿöèîíîé çàäà÷è. Î÷åâèä-
íî, ÷òî íåðàâåíñòâî 2πDsd(Λ) ≤ |I| òàêæå âûòåêàåò èç ýòîãî óñëîâèÿ.

Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñëåäóåò
ëè èç íåðàâåíñòâà 2πDsd(Λ) ≤ |I| ñóùåñòâîâàíèå ìåäëåííî óáûâàþùåé
ôóíêöèè, ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò |I|/2, è êîòîðàÿ
ðàâíà íóëþ íà Λ?

Ïîêàæåì, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

Φ(z) =

√
z sin πz

sin π
√
z

+
sin πz

s(z)
, (4.4.4)

ãäå s(z) =
∞∏
k=1

(
1− z

2k

)
. ßñíî, ÷òî Φ ∈ P∞ è åå ýêñïîíåíöèàëüíûé òèï

ðàâåí π, à ìíîæåñòâî íóëåé Λ ýòîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
DBM(Λ) = 1.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî Dsd(Λ) = 1, íî ïðè ýòîì Λ íå ÿâëÿåòñÿ
íóëåâûì ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà π.

Íàïîìíèì õîðîøî èçâåñòíûå ôàêòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè
ôóíêöèé sinπz è sin(π

√
z)√

z
. Ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ôèêñèðîâàííîì

δ > 0 èìååì

ln | sinπz| = π|Im z|+O(1), |z| → ∞, |z − k| ≥ δ, k ∈ Z, (4.4.5)

ln

∣∣∣∣sin π√x√
x

∣∣∣∣ = O(1), x→ +∞, |x− k2| ≥ δ, k = 1, 2, . . . , (4.4.6)

ln

∣∣∣∣sin π√x√
x

∣∣∣∣ = π
√
|x|+O(1), x→ −∞. (4.4.7)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè (4.3.4) äëÿ ôóíêöèè ln |s| è ñîîòíîøå-
íèÿ (4.4.5)�(4.4.7), íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ôóíêöèÿ |Φ| îãðàíè÷åíà ñâåðõó
è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè íà ïîëóîñè [0;∞), íî îíà óáûâàåò
áûñòðåå ëþáîé ôóíêöèè |x|−n, n = 1, 2, . . . , ïðè x→ −∞. Ïîýòîìó Φ íå
ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé Ψ ∈ P∞
÷àñòíîå Ψ/Φ åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå 1.
Òîãäà, â ñèëó (4.3.4), (4.4.5)�(4.4.7), ïîðÿäîê ôóíêöèè Ψ/Φ âî âñåé ïëîñ-
êîñòè ðàâåí 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ýòà ôóíêöèÿ
èìååò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò, çàêëþ÷àåì, ÷òî Ψ/Φ � ìíîãî÷ëåí. Ïîýòîìó
Λ íå ìîæåò áûòü íóëåâûì ïîäìíîæåñòâîì íèêàêîé ìåäëåííî óáûâàþùåé
ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà π.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0; 1) ïîëîæèì

ωε(z) = s(z)Φ(−εz).

Èñïîëüçóÿ (4.3.4) è (4.4.4)�(4.4.7), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Φωε � ìåä-
ëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà π(1 + ε). Ó÷èòûâàÿ
ïðîèçâîëüíîñòü ε > 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî Dsd(Λ) = 1.
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Ãëàâà 5

Ñîõðàíåíèå êëàññîâ öåëûõ

ôóíêöèé, âûäåëÿåìûõ

îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò âäîëü

âåùåñòâåííîé îñè, ïðè

âîçìóùåíèÿõ èõ íóëåé

5.1 Ââåäåíèå

Âñþäó â ýòîé ãëàâå îáîçíà÷àåì ñèìâîëàìè Ea è E ′a ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà
C∞(−a; a) è ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê íåìó.

Ïóñòü Q ⊂ H(C) � êëàññ öåëûõ ôóíêöèé, âûäåëåííûé êàêèìè-ëèáî
îãðàíè÷åíèÿìè íà ðîñò. Îäíèì èç âîïðîñîâ, âàæíûõ â ïðèëîæåíèÿõ,
ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñîõðàíåíèè ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ýòîìó êëàññó
ïðè âîçìóùåíèÿõ åå íóëåé.

Çäåñü ìû èçó÷àåì ñîõðàíåíèå êëàññà Q öåëûõ ôóíêöèé ïðè âîçìó-
ùåíèÿõ èõ íóëåâûõ ìíîæåñòâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Q åñòü îäíî èç øåñòè
ñïåöèàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ àëãåáðû Øâàðöà P∞ = F(E ′∞) � îáðàçà ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå-Ëàïëàñà ïðîñòðàíñòâà âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñ êîì-
ïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Êàê è â ïðåäûäóùèõ
ãëàâàõ, ôîðìóëà

ψ(z) = S(e−itz)

îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F(S) (óëüòðà)ðàñïðåäåëåíèÿ
S. Îïèøåì ïîäðîáíåå ýòè ïîäìíîæåñòâà, ïîïóòíî óïîìèíàÿ îá èõ ðîëè
â ïðèëîæåíèÿõ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ s ∈ D := C∞
0 (R) ìîæíî
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ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàí-
ñòâå C∞(R). Îáðàç P∞,0 = F(D) ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ öåëûõ
ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, óáûâàþùèõ âäîëü âåùåñòâåííîé îñè
áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |x|−n, n ∈ N (ñì. [58, òåîðåìà 7.3.1]).

Ïóñòü ψ ∈ P∞, Zψ = {µj} ⊂ C � åå íóëåâîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì

|µ1| ≤ |µ2| ≤ . . . .

Êëàññ P îïðåäåëèì êàê ñîâîêóïíñòü âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ P∞, íóëåâûå
ìíîæåñòâà êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
(Z1): lim

j→∞
|Imµj |
ln|µj | < +∞.

(Z2): ÷èñëî òî÷åê µj ∈ Zψ òàêèõ, ÷òî |Reµj − x| ≤ 1, åñòü âåëè÷èíà
O(ln |x|), |x| → ∞.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì êëàññ P0:
ψ ∈ P0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ ∈ P∞,0 è åå íóëåâîå ìíîæåñòâî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Z1) è (Z2).

Òðåòèé èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé � êëàññ
Psd � îáðàçîâàí ìåäëåííî óáûâàþùèìè â àëãåáðå Øâàðöà P∞ ôóíê-
öèÿìè (äåëèòåëÿìè ýòîé àëãåáðû), íóëåâûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ (Z1). Êàê ìû óæå ïîêàçàëè â ãëàâå 3, äëÿ íóëåâîãî
ìíîæåñòâà ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè óñëîâèå (Z2) ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì óñëîâèÿ (Z1) (ñì. ëåììó 3.6).

Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî óñòàíîâëåííûì â ãëàâå 4 ôàêòàì, ôóíêöèè
èç êëàññà Psd èãðàþò âàæíóþ ðîëü êàê â âîïðîñå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëàáî
ñèíòåçèðóåìûõ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Ea â âèäå
ïðÿìîé ñóììû èõ ðåçèäóàëüíûõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, òàê
è â çàäà÷å î ðàçëîæåíèè â ðÿäû (ñî ñêîáêàìè) èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ
îäíî÷ëåíîâ ôóíêöèé èç òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Åùå îäíî âàæíîå ïðèëîæåíèå ìåäëåííî óáûâàþùèõ ôóíêöèé êàñà-
åòñÿ ïîíÿòèÿ îáðàòèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ S ∈ E ′a â ïðîñòðàíñòâàõ E∞ è
D′ = (C∞

0 (R))′, òî åñòü ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé

S ∗ E∞ = E∞,

S ∗ D′ = D′,

ãäå ∗ � ñâåðòêà. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå S ∈ E ′∞ îáðàòèìî
â ïðîñòðàíñòâàõ E∞ è D′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå-Ëàïëàñà ψ = F(S) åñòü ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (ñì.
òåîðåìû I è 2.2, ïðåäëîæåíèå 2.7 â [90]).

Êëàññ Pwsd, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé φ ∈ P, äëÿ
êîòîðûõ

J (φ) = Jφ = {pφ : p ∈ C[z]},
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à êëàññ Pnwsd � èç ôóíêöèé φ ∈ P, òàêèõ, ÷òî

J (φ) ⊋ Jφ = {pφ : p ∈ C[z]}.

È íàêîíåö, êëàññ Psyn îïðåäåëèì êàê ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ψ ∈ P,
òàêèõ, ÷òî Jψ � ñëàáî ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü â àëãåáðå Øâàðöà P∞.

Ðàññìîòðåíèå êëàññà Psyn ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî,
êàê áûëî äîêàçàíî â ãëàâå 2, ïðåäëîæåíèå 2.1, êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Λ åñòü íóëåâîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíòåçèðóåìà è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (Z1), (Z2). Ñèíòåçèðóåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè ââå-
äåíû íåäàâíî â ðàáîòå [72], â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ
îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà, òî÷íåå, â ñâÿ-
çè ñ èçó÷åíèåì ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
W ⊂ C∞(−a; a) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2πDBM(iσW ) = |IW |, (5.1.1)

ãäå, êàê è âûøå, σW � ñïåêòð ïîäïðîñòðàíñòâà W , IW � åãî ðåçèäóàëü-
íûé ïðîìåæóòîê.

Èç îïðåäåëåíèé êëàññîâ Pwsd è Pnwsd âèäèì, ÷òî ôóíêöèè, ñîäåðæà-
ùèåñÿ â íèõ, òîæå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ "ïîãðàíè÷íî-
ãî"ñëó÷àÿ çàäà÷è ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, à èìåííî: åñëè φ ∈
Pwsd, òî ïîðîæäàåìûé ýòîé ôóíêöèåé ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêà-
ëèçóåì, è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ àííóëÿòîðíûì ïîäìîäóëåì D-èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâàW , äîïóñêàþùåãî ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì ñìûñ-
ëå, ïðè÷åì ñïåêòð è ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (5.1.1); åñëè æå ψ � ôóíêöèÿ èç Pnwsd, òî
ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jψ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ëîêàëèçóåìûì, ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî íåäîïóñòèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà â ñëàáîì ñìûñëå ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì W , äëÿ êîòîðîãî Jψ � àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü.

Ìåæäó ââåäåííûìè êëàññàìè ôóíêöèé èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ:

P = P0

⋃
Pwsd

⋃
Pnwsd, (5.1.2)

ïðè ýòîì
Pwsd

⋂
Pnwsd = P0

⋂
Pwsd = P0

⋂
Pnwsd = ∅, (5.1.3)

Psd ⊊ Pwsd ⊊ Psyn ⊊ P,

Psyn \ Pwsd ⊊ P0,

Psyn = Pwsd
⋃(

Psyn
⋂

P0

)
.
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò èç óñòàíîâëåííûõ â ïðåäû-
äóùèõ ãëàâàõ ôàêòîâ è îïðåäåëåíèé êëàññîâ P, P0, Psd, Pwsd, Pnwsd, Psyn.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (Z1) îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü âñåõ òî÷åê µj,
j ≥ j0, êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå |y| ≤ Cψln (|x|+2), à óñëîâèå (Z2) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà ñòåïåíü ñãóùåíèÿ òî÷åê µj. Ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíåíû, íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µj}, öåëèêîì
ëåæàùåé â êàêîé-ëèáî ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå è òàêîé, ÷òî

n(z, 1) = O(ln |z|), |z| → ∞,

ãäå n(z, t) îáîçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê µj â êðóãå |w − z| ≤ t.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψ ∈ P∞ íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé,

åñëè ñóùåñòâóåò a > 0, òàêîå, ÷òî

∀x ∈ R ∃x′ ∈ R : |x− x′| ≤ aln (2 + |x|), |ψ(x′)| ≥ (a+ |x′|)−a. (5.1.4)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (5.1.4) ìîæåò
áûòü çàìåíåíî íà ñëåäóþùåå, áîëåå îáùåå:

∃z′ ∈ C : |x− z′| ≤ aln (2 + |x|), |ψ(z′)| ≥ (a+ |z′|)−a (5.1.5)

(ñì. [90, § 3]).
Ïóñòü Λ = {λj},M = {µj} � íóëåâûå ìíîæåñòâà öåëûõ ôóíêöèé φ

è ψ, ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäóÿ À.Ì. Ñåäëåöêîìó [47, ãëàâà 5], áóäåì ïèñàòü Λ,M ∈ (A), åñ-

ëè ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñèììåòðè÷íûì óñëîâèåì
(A), òî åñòü

Λ,M∈ (A)⇐⇒M,Λ ∈ (A),

è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óñëîâèå (A) ñîõðàíÿåò êëàññ öåëûõ ôóíêöèé Q,
åñëè èç Λ,M∈ (A) ñëåäóåò, ÷òî

φ ∈ Q⇐⇒ ψ ∈ Q.

Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ (A) ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå Λ èM:

Re (λj − µj) = O(1), Im (λj − µj) = O(ln |µj|), j →∞;

ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ñîîòíîøåíèé áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè Λ èM ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà p-âîçìóùåíèåì.

Ïóñòü Q � îäèí èç ââåäåííûõ âûøå êëàññîâ P, P0, Psd, Pwsd, Pnwsd
èëè Psyn.

241



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû ñîñòîÿò â òîì, ÷òî

p-âîçìóùåíèå íóëåâîãî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿåò êëàññ Q (òåîðåìà 5.1);

à òàêæå â òîì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íåóëó÷øàåì â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
åñëè {αj} ⊂ R � ãëàäêàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî âûïîë-
íåíèå ñîîòíîøåíèé

αj = O(1), βj = O(ln |µj|), j →∞,

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñîõðàíåíèÿ êëàññà
Q ïðè âîçìóùåíèè íóëåâûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé èç ýòîãî êëàññà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ {(αj + iβj)} (òåîðåìà 5.2).

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 5.1 è 5.1 ïîñâÿùåíû ïàðàãðàôû 5.2 è 5.3.
Ïàðàãðàô 5.4 ñîäåðæèò ïðèìåíåíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ê âîïðîñàì
ïðåäñòàâëåíèÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà,
ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà ñèíòåçèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñâîéñòâà ïîë-
íîòû è (áåñ)êîíå÷íîñòè íåäîñòàòêà (èçáûòêà) ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì
â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(−a; a) (1 < p < +∞) è C[−a; a] (ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òåîðåìàõ 5.3�5.5).

5.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è àíàëèòè÷å-

ñêàÿ ïîäãîòîâêà

5.2.1 ×èñòî ìíèìûå âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ìíîæåñòâà

ÏóñòüM = {µj}, Λ = {λj} � êîìïëåêñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ýòîì
ïóíêòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé

Re (µj − λj) = 0, j = 1, 2, . . . , è |µj − λj| = O(ln |µj|), j →∞, (5.2.1)

ñîõðàíÿåò êàæäûé èç êëàññîâ P, P0, Psd, Pwsd, Pnwsd, Psyn.
Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µj} ïî âîçðàñòàíèþ

èõ ìîäóëåé:
0 < |µ1| ≤ |µ2| ≤ . . . ,

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî µj = αj + iβj, βj = O(ln |µj|) ïðè j →∞.
Îñíîâîé äëÿ âûâîäà íóæíîãî óòâåðæäåíèÿ ñëóæèò ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü Q � îäèí èç êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé P, P0, Psd, Pwsd,
Pnwsd èëè Psyn.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìóëà

ψ(z) = lim
R→∞

∏
|µj |≤R

(
1− z

µj

)
(5.2.2)

êîððåêòíî îïðåäåëÿëà öåëóþ ôóíêöèþ èç êëàññà Q, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ôîðìóëà

ψ1(z) = lim
R→∞

∏
|αj |≤R

(
1− z

αj

)
(5.2.3)

êîððåêòíî îïðåäåëÿëà öåëóþ ôóíêöèþ èç òîãî æå êëàññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ïðè
ïîðÿäêå 1 è ñõîäèìîñòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ðÿäà èç îáðàòíûõ
âåëè÷èí èìåþò ìåñòî (èëè íå èìåþò ìåñòà) îäíîâðåìåííî äëÿ îáåèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé {µj} è {αj}. È çíà÷èò, ôîðìóëû (5.2.2) è (5.2.3) îä-
íîâðåìåííî îïðåäåëÿþò (èëè íåò) öåëûå ôóíêöèè (îäíîãî è òîãî æå!)
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Äëÿ îòäåëüíîãî ìíîæèòåëÿ èç ïðàâîé ÷àñòè (5.2.3) ïðè z = x ∈ R
èìååì ∣∣∣∣1− x

αj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− x

µj

∣∣∣∣ (1 + β2
j

α2
j

)1/2

,

è ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ψ � öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî

ln |ψ1(x)| ≤ ln |ψ(x)|+O(1), x ∈ R. (5.2.4)

Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàþò èìïëèêàöèè

ψ ∈ P (P0) =⇒ ψ1 ∈ P (P0), (5.2.5)

ψ1 ∈ Psd =⇒ ψ ∈ Psd, (5.2.6)

ψ1 ∈ Pwsd =⇒ ψ ∈ Pwsd, (5.2.7)

ïîñëåäíèå äâå � ïðè óñëîâèè, ÷òî ψ ∈ P. Äàëåå, ïîëîæèì

M+ = {µj : βj ≥ 0}, M− =M\M+,

ψ+(z) = lim
R→∞

 ∏
|µj |≤R
µj∈M−

(
1− z

µj

) ∏
|µj |≤R
µj∈M+

(
1− z

αj

)
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |αj| > 1 äëÿ âñåõ
j ∈ N. Ïóñòü M0 � ñòîëü áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî

|βj| ≤M0ln |αj|, j = 1, 2, . . .

Äëÿ ëþáîãî z = x+ 2iM0ln |x| ñ |x| > 2 èìååì∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− z

αj

∣∣∣∣ ,
åñëè µj ∈M+ è |αj| ≤ x4,
à òàêæå ∣∣∣∣1− z

µj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− z

αj

∣∣∣∣ · (1 + 4M2
0 ln

2 |αj|
|αj|2

)1/2

,

åñëè µj ∈M+ è |αj| > x4.
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî äëÿ z = x+2iM0ln |x|, |x| > 2,

áóäåò
ln |ψ(z)| ≤ ln |ψ+(z)|+O(1), |x| → ∞. (5.2.8)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ z = x − 2iM0ln |x|, |x| > 2, âûïîëíÿ-
åòñÿ îöåíêà

ln |ψ+(z)| ≤ ln |ψ1(z)|+O(1), |x| → ∞. (5.2.9)

Èç îöåíîê (5.2.8) è (5.2.9), ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî òèïû ïðè ïîðÿäêå 1 âñåõ òðåõ ôóíêöèé ψ, ψ1, ψ

+ ðàâíû,
ïîëó÷àåì, ÷òî

ψ1 ∈ P (P0) =⇒ ψ+ ∈ P (P0) =⇒ ψ ∈ P (P0) (5.2.10)

ψ ∈ Psd =⇒ ψ+ ∈ Psd =⇒ ψ1 ∈ Psd, (5.2.11)

ψ ∈ Pwsd =⇒ ψ+ ∈ Pwsd =⇒ ψ1 ∈ Pwsd, (5.2.12)

Òàê êàê îöåíêè ñíèçó äëÿ ôóíêöèé ψ+ è ψ1 èìåþò ìåñòî íå äëÿ âåùå-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, à ïðè z = x+2iM0ln |x|, z = x−2iM0ln |x|,
ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðè âûâîäå èìïëèêàöèé (5.2.11) íàì ïðèøëîñü òàêæå
âîñïîëüçîâàòüñÿ çàìå÷àíèåì, ñäåëàííûì âî ââåäåíèè ê íàñòîÿùåé ãëàâå
ñðàçó ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé ôóíêöèè (óñëîâèå (5.1.5)
ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè â àëãåáðå Øâàðöà).

Èç ñîâîêóïíîñòè èìïëèêàöèé (5.2.5), (5.2.6), (5.2.10), (5.2.11) (5.2.12)
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ
ôóíêöèé P, P0, Psd è Pwsd. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà â ñëó÷àå êëàññà Psyn îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ëèøü ñëó÷àé ôóíê-
öèé ψ ∈ Psyn

⋂
P0. Êàê áûëî óñòàíîâäåíî â ãëàâå 2, â ýòîì (è òîëüêî â
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ýòîì) ñëó÷àå ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jψ íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæ-
äåííûì.

Èç îöåíîê (5.2.4), (5.2.8) è (5.2.9) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ öåëîé
ôóíêöèè ω ìèíèìàëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà âñå òðè âêëþ÷åíèÿ

ωψ ∈ J (ψ), ωψ+ ∈ J (ψ+), ωψ1 ∈ J (ψ1)

èìåþò ìåñòî èëè íå èìåþò ìåñòà îäíîâðåìåííî.
Èç ýòèõ æå òðåõ îöåíîê, (5.2.4), (5.2.8) è (5.2.9), ñëåäóåò, ÷òî ñ÷åòíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pkψ}, pk ∈ C[z], ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ωψ â òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà P∞ îäíîâðåìåííî ñî ñõîäèìîñòüþ â ýòîé æå òîïîëîãèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {pkψ+} ê ôóíêöèè ωψ+, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pkψ1}
ê ôóíêöèè ωψ1, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó 2.6 èç ãëà-
âû 2 î ñîâïàäåíèè îáû÷íîãî è ñåêâåíöèàëüíîãî çàìûêàíèé ìíîæåñòâà
{pφ}, p ∈ C[z], â ïðîñòðàíñòâå P∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû
ñïðàâåäëèâî äëÿ êëàññà Psyn.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ òîãî, ëåììà ñïðàâåäëèâà â ñëó÷àå êëàññà Pnwsd äî-
ñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà óæå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè è ñîîòíîøåíèÿ (5.1.2),
(5.1.3).

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü Q � îäèí èç êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé P, P0, Psd,
Pwsd, Pnwsd èëè Psyn.

×èñòî ìíèìûå âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ìíîæåñòâàM = {µj}, èìåþ-
ùèå àñèìïòîòèêó O(ln |µj|), j →∞, ñîõðàíÿþò êëàññ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ ψ � ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç
óêàçàííûõ â óñëîâèè êëàññîâ ôóíêöèé,M = {µj} � åå íóëåâîå ìíîæå-
ñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âîçðàñòàíèþ ìîäóëåé:

|µ1| ≤ |µ2| ≤ . . .

è ïóñòü Λ = {λj} � äðóãàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.2.1).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ̸∈ M.
Èç ôàêòà ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ψ àëãåáðå Øâàðöà P∞ ñëåäóåò,

÷òî îíà ïðèíàäëåæèò òàêæå êëàññó C öåëûõ ôóíêöèé (ñì. [105], [29]).
Ïîýòîìó äëÿ íåå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ψ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
,

245



ãäå Cψ = ψ(0), cψ = (hψ(−π/2) + hψ(π/2))/2, hψ � èíäèêàòîð ôóíêöèè
ψ.

ßñíî, ÷òî âìåñòå ñ ôóíêöèåé ψ ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó ïðèíàäëå-
æèò è ôóíêöèÿ

ψ̃(z) =
∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
.

Ïðèìåíèâ ëåììó 5.1 ê ôóíêöèè ψ̃, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.

5.2.2 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà íóëåâûõ ìíîæåñòâ ôóíê-
öèé èç êëàññà P .

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = {µk} ⊂ C îáîçíà÷èì ÷åðåç m(z, t) ÷èñëî
òî÷åê µk â êðóãå |w − z| ≤ t.

Â ãëàâå 3 ìû äîêàçàëè òàêîå óòâåðæäåíèå (ëåììà 3.6).

Ëåììà 5.2. Åñëè ψ ∈ P∞ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è M =
{µk} ⊂ R � åå íóëåâîå ìíîæåñòâî, òî

lim
|x|→∞

m(x, 1)

ln |x|
<∞. (5.2.13)

Çàìå÷àíèå 5.1. Èç ëåìì 5.1 è 5.2 âûòåêàåò, ÷òî Psd ⫋ P .

Çàìå÷àíèå 5.2. Ëåììà 5.2 ñïðàâåäëèâà è â áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå:
åñëè ψ ∈ P∞P � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì
M = {µk}, òî äëÿ ëþáîãî q > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cq òàêàÿ, ÷òî

m(z, q)

ln (|x|+ 2)
≤ Cq, z = x+ iy. (5.2.14)

Çàìå÷àíèå 5.3. Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà íóëåéM = {µk} öåëîé ôóíêöèè
ψ äëÿ íåêîòîðîãî (à çíà÷èò, è äëÿ ëþáîãî) q > 0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
(5.2.14). Òîãäà, â ñèëó ïðèíöèïà àðãóìåíòà, èçìåíåíèå ôóíêöèè argψ
âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γx, íå ñîäåðæàùåãî òî÷åê µk è ñîäåð-
æàùåãîñÿ â êðóãå |w − x| ≤ q, åñòü âåëè÷èíà O(ln|x|) ïðè |x| → ∞ ïðè
ôèêñèðîâàííîì q > 0,

Äëÿ âûâîäà ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí ôàêò,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðîìåæóòî÷íûé øàã â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
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Êàðëåìàíà (ñì. [113] èëè [51]). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g, ãîëîìîðôíóþ â
çàìêíóòîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Rew ≥ 0, è íå îáðàùàþùóþñÿ â íóëü
íà ìíèìîé îñè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íóëè wn = rne

iθn ýòîé ôóíêöèè,
ëåæàùèå â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ rn > ρ, ãäå ρ
� íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü, äàëåå, R > ρ è ln g � êàêàÿ-
íèáóäü (íå îáÿçàòåëüíî ãëàâíàÿ!) ôèêñèðîâàííàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè Ln g, íåïðåðûâíàÿ íà êîíòóðå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ïîëóîêðóæ-
íîñòåé

|w| = R, Rew ≥ 0, |w| = ρ, Rew ≥ 0

è äâóõ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ

Rew = 0, ρ ≤ |Imw| ≤ R.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êàðëåìàíà (ñì. [113, Chapter 12] èëè [51,
ãëàâà III, ï. 3.7]) áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, êîòîðóþ ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü:

Σ(R) = I(R) + J(R) + Re

 1

2πi

∫
|w|=ρ,
Rew≥0

ln g(w)

(
1

w2
+

1

R2

)
dw

 . (5.2.15)

Çäåñü

Σ(R) =
∑
rn≤R

(
1

rn
− rn
R2

)
cos θn,

I(R) =
1

2π

∫ R

ρ

(
1

t2
− 1

R2

)
ln |g(it)g(−it)|dt,

J(R) =
1

πR

∫ π/2

−π/2
ln |g(Reiθ)| cos θdθ.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü ψ ∈ P , M = {µk} ⊂ R � åå íóëåâîå ìíîæåñòâî.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ0 > 0, q0 > 0 íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
Cδ0,q0 > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò δ0 è q0, òàêàÿ, ÷òî∑

|µk−z|≤δ|x|

1

|µk − z|
≤ Cδ0,q0 ln δ|x| (5.2.16)

äëÿ âñåõ δ ≥ δ0 è z = x+ iy ñ |x| ≥ 2/δ0, |y| ≥ 2q0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M
âåùåñòâåííà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Z2), òî äëÿ íåå âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå (5.2.14), à äëÿ ôóíêöèè ψ � óòâåðæäåíèå çàìå÷àíèÿ 5.3.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ln |ψ(z)| ≤ π|y|, y ∈ R, z = x+ iy ∈ C. (5.2.17)

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (5.2.16) äëÿ z = x+2iq0,
x ∈ R. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çíà÷åíèÿ

x ≥ 2/δ0, è x ̸= µk, k ∈ N.

Ïîëîæèì
fz(w) = ψ(w + z).

Íóëåâîå ìíîæåñòâî ýòîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

{µk − z}, k ∈ N,

à ñàìà ôóíêöèÿ fz, â ñèëó (5.2.17), óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

ln |fz(w)| ≤ π(|Imw|+ 2q0), w ∈ C. (5.2.18)

Â ôîðìóëå (5.2.15) ïîëîæèì ρ = q0, g = fz è âîçüìåì R > q0 òàêîå,
÷òî

fz(Re
iθ) ̸= 0, θ ∈ [0; 2π). (5.2.19)

Ïîëó÷èì:

Σz(R) = Iz(R)+Jz(R)+Re

 1

2πi

∫
|w|=q0
Rew≥0

lnfz(w)

(
1

w2
+

1

R2

)
dw

 , (5.2.20)

ãäå lnfz � êàêàÿ-íèáóäü ôèêñèðîâàííàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
Lnfz, íåïðåðûâíàÿ íà êîíòóðå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ïîëóîêðóæíîñòåé

|w| = R, Rew ≥ 0, |w| = q0, Rew ≥ 0

è äâóõ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ

Rew = 0, q0 ≤ |Imw| ≤ R.

Òàêæå â ôîðìóëå (5.2.20) îáîçíà÷åíî

Iz(R) =
1

2π

∫ R

q0

(
1

t2
− 1

R2

)
ln |fz(it)fz(−it)|dt,
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Jz(R) =
1

πR

∫ π/2

−π/2
ln |fz(Reiθ)| cos θdθ,

Σz(R) =
∑

|µk−z|≤R
µk−Re z>0

(
1

|µk − z|
− |µk − z|

R2

)
cos θk, (5.2.21)

ãäå θk = arg (µk − z).
Ïîëîæèì R = δx, ãäå δ ≥ δ0 � ëþáîå èç òåõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ

(ïðè äàííîì x) âûïîëíÿåòñÿ (5.2.19).
Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (5.2.20) èìååì:

Re

 1

2πi

∫
|w|=q0
Rew≥0

lnfz(w)

(
1

w2
+

1

R2

)
dw

 =
1

2πq0

∫ π/2

−π/2
ln |fz(q0eiθ)| cos θdθ−

− 1

2πq0

∫ π/2

−π/2
arg fz(q0e

iθ) sin θdθ +
q0

2πR2

∫ π/2

−π/2
ln |fz(q0eiθ)| cos θdθ.

(5.2.22)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 5.3 è íåðàâåíñòâî (5.2.18), îòñþäà ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå îäíîçíà÷íîé âåòâè lnfz, áóäåò

Re

 1

2πi

∫
|w|=q0
Rew≥0

lnfz(w)

(
1

w2
+

1

R2

)
dw

 ≤ C1ln δx, (5.2.23)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò q0 è δ0.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} èìååò êîíå÷íóþ ïëîòíîñòü, äëÿ

ñóììû âòîðûõ ñëàãàåìûõ â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû Σz(R) âûâîäèì, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

k:
|µk−z|≤R
µk−Re z>0

−|µk − z| cos θk
R2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

k:
|µk−z|≤R
µk−Re z>0

1

R
≤ C2, (5.2.24)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2 çàâèñèò òîëüêî îò δ0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µk}.
Èç íåðàâåíñòâà (5.2.18) ïîëó÷àåì îöåíêè âåëè÷èí Iz(R) (ïðè R = δx)

è Jz(R):

Iz(R) ≤
1

2π

∫ R

q0

2π(t+ 2q0)

(
1

t2
− 1

R2

)
dt ≤ C3ln δx, (5.2.25)
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Jz(R) ≤ C4, (5.2.26)

ãäå ïîñòîÿííûå C3, C4 çàâèñÿò òîëüêî îò q0 è δ0.
Èç îãðàíè÷åíèÿ (5.2.19), ôîðìóë (5.2.20), (5.2.21) è îöåíîê (5.2.23)�

(5.2.26) ñëåäóåò, ÷òî ∑
k:

|µk−z|≤δx
µk−Re z>0

1

|µk − z|
≤ C5ln δx, (5.2.27)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C5 çàâèñèò òîëüêî îò q0, δ0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{µk}.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âûâîäè ì îöåíêó∑
k:

|µk−z|≤δ|x|
µk−Re z<0

1

|µk − z|
≤ C5ln δ|x| (5.2.28)

äëÿ âñåõ x ≤ −2/δ0, x ̸= µk, k ∈ N.
Åùå äâå îöåíêè ∑

k:
|µk−z|≤δ|x|
µk−Re z<0

1

|µk − z|
≤ C5ln δ|x| (5.2.29)

ïðè x ≥ 2/δ0, x ̸= µk, k ∈ N, è∑
k:

|µk−z|≤δ|x|
µk−Re z>0

1

|µk − z|
≤ C5ln δ|x| (5.2.30)

ïðè x ≤ −2/δ0, x ̸= µk, k ∈ N, ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïðîâåñòè âñå èçëîæåííûå
âûøå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè fz(−w).

Èç (5.2.27)�(5.2.30) ñëåäóåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (5.2.16) äëÿ z =
x + 2iq0, |x| ≥ 2/δ0, x ̸∈ {µk}, è âñåõ δ ≥ δ0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
(5.2.19) ïðè R = δ|x|. Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (5.2.16) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x, |x| ≥ 2/δ0, è δ ≥ δ0 âûòåêàåò òåïåðü èç òîãî, ÷òî â íåé |µk − z| ≥ q0,
k ∈ N, è óñëîâèÿ (5.2.14).

5.2.3 Àíàëèòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. ÏóñòüM = {µj} ⊂ R, |µ1| ≤ |µ2| ≤ . . . è

ψ(z) =
∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
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� ôóíêöèÿ èç P .
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ⊂ R òàêîâà, ÷òî

λj − µj = O(1), j →∞, (5.2.31)

òî ôîðìóëà

φ(z) = lim
R→∞

∏
|λj |≤R

(
1− z

λj

)
,

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ïðè ýòîì
äëÿ z = x+ 2iq0 èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå∣∣ln |ψ(z)| − ln |φ(z)|

∣∣ = O(ln |x|), |x| → ∞, (5.2.32)

ãäå q0 > 0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ñ.Þ. Ôàâîðîâà [54,
ëåììà 1]

Òåîðåìà F. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A = {aj} ⊂ C \ {0} óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì

∃ lim
R→∞

∑
|aj |<R

a−1
j , (5.2.33)

nA(0, t) = O(t), t→∞, (5.2.34)

nA(0, t+ 1)− nA(0, t) = o(t), t→∞, (5.2.35)

ãäå ñèìâîëîì nA(z, t) îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî òî÷åê aj â êðóãå |w − z| ≤ t.
Òîãäà ôîðìóëà

g(z) = lim
R→∞

∏
|aj |≤R

(
1− z

aj

)
(5.2.36)

êîððåêòíî îïðåäåëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, è äëÿ
âñåõ z ∈ C èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ln |g(z)| =
∫ ∞

0

nA(0, t)− nA(z, t)
t

dt. (5.2.37)

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëàìè m(z, t) è n(z, t) îáîçíà÷àþò ÷èñëî òî÷åê µk
è λk, ñîîòâåòñòâåííî, â êðóãå |w − z| ≤ t.

Èç âêëþ÷åíèÿ ψ ∈ P∞ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ ïðèíàäëåæèò è êëàññó
C (êëàññó Êàðòðàéò), ïîýòîìó åå íóëåâîå ìíîæåñòâîM, óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèÿì (5.2.33)�(3.3.3) (ñì. [105], [29], [47]). Îòêóäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíî-
øåíèÿ (5.2.31), âèäèì, ÷òî óñëîâèÿ (5.2.33)�(3.3.3) âûïîëíåíû è äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Λ. Ñîãëàñíî ëåììå F , äëÿ âñåõ z ∈ C ìîæåì íàïèñàòü

ln |ψ(z)| =
∫ ∞

0

m(0, t)−m(z, t)

t
dt, (5.2.38)

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt. (5.2.39)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà q0 > 0, δ0 ∈ (0; 1/2), M0 > 2, σ > 1.
Äëÿ âñåõ x ≥ max{2/δ0, sup

k∈Z
|λk − µk|} è z = x+ 2iq0 èìååì

∣∣ln |ψ(z)| − ln |φ(z)|
∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

0

m(0, t)−m(z, t)− n(0, t) + n(z, t)

t
dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ δ0x

0

|m(0, t)− n(0, t)|+ |m(z, t)− n(z, t)|
t

dt+

+

∫ M0x

δ0x

|m(0, t)− n(0, t)|+ |m(z, t)− n(z, t)|
t

dt+

+

∣∣∣∣∫ xσ

M0x

n+(t, x)−m+(t, x)

t
dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ xσ

M0x

n−(t, x)−m−(t, x)

t
dt

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ ∞

xσ

n+(t, x)−m+(t, x)

t
dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ ∞

xσ

n−(t, x)−m−(t, x)

t
dt

∣∣∣∣+
+

∫ ∞

M0x

|m(x, t)−m(z, t)|
t

dt+

∫ ∞

M0x

|n(x, t)− n(z, t)|
t

dt =

= I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8. (5.2.40)

Çäåñüm+(t, x)� ÷èñëî òî÷åê µk â ïðîìåæóòêå (t; t+x], à n+(t, x) è n−(t, x)
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}.

Îöåíèì îòäåëüíî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ I1�I8.
Äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà, I7 è I8, èìåþò àñèìïòîòèêó O(1) ïðè x→

+∞. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë I7 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

I7 ≤
∑

|µk|≥(M0−1)x

1

2

∣∣∣∣∣ln
∣∣∣∣µk − zµk − x

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ = O

 ∑
|µk|≥(M0−1)x

1

|µk|2

 = O(1).

(5.2.41)
Àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (5.2.31), îöåíèâàåòñÿ èíòåãðàë I8.
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Äëÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ I5, I6 ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ:

K1 = {k : µk < xσ+x, λk ≥ xσ+x}, K2 = {k : µk ≥ xσ+x, λk < xσ+x},
K3 = {k : µk ≤ xσ, λk > xσ}, K4 = {k : µk > xσ, λk ≤ xσ},

K5 = {k : xσ < µk < xσ + x, xσ < λk < xσ + x, }.

ßñíî, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (5.2.31) ìíîæåñòâà Kj ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Ïóñòü kx � íàèìåíüøèé íîìåð, òàêîé, ÷òî
µk ≥ xσ + x, λk ≥ xσ + x, k ≥ kx. Èìååì

I5 =

∣∣∣∣∫ ∞

xσ

n+(t, t+ x)−m+(t, t+ x)

t
dt

∣∣∣∣ ≤ ∑
k∈K1

ln
λk

λk − x
+
∑
k∈K2

ln
µk

µk − x
+

+
∑

k∈K2
⋃
K3

ln
λk
xσ

+
∑

k∈K1
⋃
K4

ln
µk
xσ

+

∣∣∣∣∣∑
k∈K5

ln
λk
µk

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∑
k≥kx

(
ln

λk
λk − x

− ln
µk

µk − x

)∣∣∣∣∣ =
= Σ1 + Σ2 + Σ3 + Σ4 + Σ5 + Σ6

Èç óñëîâèé (Z2) è (5.2.31) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç
ñóìì Σ1, Σ2, Σ3 è Σ4 åñòü O(lnx), x→ +∞. Ïðè ýòîì êàæäîå ñëàãàåìîå
â ñóììàõ Σ1 è Σ2 åñòü O(x1−σ), à â ñóììàõ Σ3 è Σ4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåëè÷èíó O(x−σ). Ïîýòîìó

Σ1 + Σ2 = O(1), x→ +∞.

Σ3 + Σ4 = O(1), x→ +∞.

Äàëåå,

Σ5 =

∣∣∣∣∣∑
k∈K5

ln
λk
µk

∣∣∣∣∣ = O(1), x→ +∞,

â ñèëó óñëîâèÿ (5.2.31) è òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} èìååò êî-
íå÷íóþ ïëîòíîñòü.

Ïîëîæèì νk = λk − µk. Ðàçëàãàÿ â ðÿä îáå ôóíêöèè

−ln µk
µk − x

= ln

(
1− x

µk

)
, −ln λk

λk − x
= ln

(
1− x

µk + νk

)
è ó÷èòûâàÿ, ÷òî µk ≥ xσ + x ïðè k ≥ kx, σ > 1, à òàêæå (5.2.31), äëÿ
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ñëàãàåìîãî Σ6 ïîëó÷èì

Σ6 =

∣∣∣∣∣∑
k≥kx

(
ln

λk
λk − x

− ln
µk

µk − x

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ const

∑
k≥kx

x

µ2
k

+
∑
k≥kx

∞∑
j=2

xj

j
·
|νk|

(
(µk + νk)

j−1 + (µk + νk)
j−2µk + · · ·+ µj−1

k

)
µjk(µk + νk)j

=

= O(1) +O(1) ·
∑
k≥kx

∞∑
j=2

xj

µj+1
k

= O(1), x→ +∞.

Èç îöåíîê äëÿ Σ1�Σ6 ñëåäóåò, ÷òî

I5 = O(1), x→ +∞. (5.2.42)

Äëÿ ñëàãàåìîãî I6, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

I6 = O(1), x→ +∞. (5.2.43)

Îöåíèì ñëàãàåìûå I3 è I4. Ïîäðîáíûå âûêëàäêè ïðèâåäåì äëÿ I3. Â
âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ýòîãî ñëàãàåìîãî ó÷àñòâóþò òîëüêî òî÷êè µk è λk
ñ íîìåðàìè k, ïðèíàäëåæàùèìè ìíîæåñòâó èíäåêñîâ

J = {k ∈ N : max{µk, λk} > M0x, min{µk, λk} ≤ xσ + x} .

Ðàçîáüåì ýòî ìíîæåñòâî íà 11 ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå, â ñèëó (5.2.31),
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x:

J = J1
⋃

J21
⋃

J22
⋃

J23
⋃

J24
⋃

J25
⋃

J31
⋃

J32
⋃

J33
⋃

J34
⋃

J35,

ãäå

J1 = {k ∈ N : (M0 + 1)x ≤ µk ≤ xσ, (M0 + 1)x ≤ λk ≤ xσ},
J21 = {k ∈ N : µk > M0x, λk ≤M0x},
J22 = {k ∈ N : µk ≤M0x, λk > M0x},

J23 = {k ∈ N : M0x < µk < (M0 + 1)x, M0x < λk < (M0 + 1)x},
J24 = {k ∈ N : µk ≥ (M0 + 1)x, λk < (M0 + 1)x},
J25 = {k ∈ N : µk < (M0 + 1)x, λk ≥ (M0 + 1)x},

J31 = {k ∈ N : µk > xσ, λk ≤ xσ},
J32 = {k ∈ N : µk ≤ xσ, λk > xσ},

J33 = {k ∈ N : xσ < µk ≤ xσ + x, xσ < λk ≤ xσ + x, },
J34 = {k ∈ N : µk > xσ + x, λk ≤ xσ + x},

J35 = {k ∈ N : µk ≤ xσ + x, λk > xσ + x}.
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Ñîãëàñíî ýòîìó ðàçáèåíèþ, ïîëó÷èì

I3 =
∑

k∈J21
⋃
J25

ln
µk
M0x

+
∑

k∈J22
⋃
J24

∣∣∣∣ln λk
M0x

∣∣∣∣+
+
∑
k∈J24

ln
µk

µk − x
+
∑
k∈J25

∣∣∣∣ln λk
λk − x

∣∣∣∣+ ∑
k∈J31

∣∣∣∣ln λk
λk − x

∣∣∣∣+
+

∑
k∈J31

⋃
J35

ln
µk − x
xσ

+
∑
k∈J32

ln
µk

µk − x
+

∑
k∈J32

⋃
J34

∣∣∣∣ln λk − xxσ

∣∣∣∣+
+
∑
k∈J23

∣∣∣∣ln µkλk
∣∣∣∣+ ∑

k∈J33

∣∣∣∣ln µk − xλk − x

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∑
k∈J1

(
ln

λk
λk − x

− ln
µk

µk − x

)∣∣∣∣∣ =
11∑
j=1

Pj.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ (Z2) è (5.2.31), çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî
ñëàãàåìûõ â êàæäîé èç ñóìì P1 � P8 åñòü âåëè÷èíà O(lnx) ïðè x→ +∞.
Ïðè ýòîì êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììàõ P1 è P2 èìååò àñèìïòîòèêó o(1),
â ñóììàõ P3 è P4 � àñèìïòîòèêó O(1), à â ñóììàõ P5�P8 � àñèìïòîòè-
êó O(x1−σ), êîãäà x → +∞. Àíàëîãè÷íî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ, â ñóììàõ P9 è P10, êàæäîå
ñëàãàåìîå èìååò àñèìïòîòèêó O(1/x) è O(1/xσ), ñîîòâåòñòâåííî. À ÷èñ-
ëî ñëàãàåìûõ ðàâíî O(x) â ñóììå P9 è O(xσ) � â ñóììå P10, ïîñêîëüêó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {µk} è {λk} èìåþò êîíå÷íûå ïëîòíîñòè.

Äëÿ ñëàãàåìîãî P11 èìååì (àíàëîãè÷íî îöåíêå Σ6 âûøå):

P11 =

∣∣∣∣ln λk
λk − x

− ln
µk

µk − x

∣∣∣∣ ≤
≤ const

∑
k∈J1

x

µ2
k

+
∑
k∈J1

∞∑
j=2

xj

j
·
|νk|

(
|µk + νk|j−1 + |µk + νk|j−2µk + · · ·+ µj−1

k

)
µjk|µk + νk|j

Ïîñëåäíÿÿ äâîéíàÿ ñóììà åñòü O(lnx) ïðè x → +∞, â ñèëó îïðåäåëå-
íèÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J1 è ñëåäóþùåé òåîðåìû Ðóáåëÿ-Ìàëüÿâåíà,
ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè ψ.

Òåîðåìà RM [113, òåîðåìà 22.1] Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
öåëàÿ ôóíêöèÿ f, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà ïîëîæèòåëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {aj}, è òàêàÿ, ÷òî

f(iy) ≤ exp(πb|y|), y ∈ R,
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

l(x′′)− l(x′) ≤ b ln
x′′

x′
+O(1), 0 < x′ ≤ x′′,

ãäå l(t) =
∑
aj≤t

(1/aj).

Èç âûøåñêàçàííîãî ïîëó÷àåì îöåíêó

I3 = O(lnx), x→ +∞.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå

I4 = O(lnx), x→ +∞.

Îöåíèì I2. Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó (Z2) è (5.2.31), áóäåò

|m(0, t)− n(0, t)| = O(ln t), t→ +∞,

è, ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [δ0x;M0x],

|m(z, t)− n(z, t)| = O(lnx), x = Re z → +∞.

Îòêóäà âûâîäèì, ÷òî

I2 = O(lnx), x→ +∞. (5.2.44)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñëàãàåìîå I1, ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

I1 =

∫ δ0x

0

|m(0, t)− n(0, t)|
t

dt+

∫ δ0x

0

|m(z, t)− n(z, t)|
t

dt = I11 + I12.

Èìååì

I11 ≤
∑

|µk|≤δ0x,
|λk|≤δ0x

ln

(
1 +
|νk|
|µk|

)
+

∑
|µk|≤δ0x,
|λk|>δ0x

∣∣∣∣ln δ0x|µk|
∣∣∣∣+ ∑

|µk|>δ0x,
|λk|≤δ0x

∣∣∣∣ln δ0x|λk|
∣∣∣∣ =:

=: S11 + S12 + S13.

Â ñèëó óñëîâèÿ (5.2.31) êàæäîå ñëàãàåìîå ñóìì S12 è S13 åñòü âåëè÷èíà
O (x−1) , x → +∞. Èç ëåììû 5.2 è óñëîâèÿ (5.2.31) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî
ñëàãàåìûõ â S12 è S13 èìååò àñèìïòîòèêó O(lnx), x→ +∞. Ïîýòîìó

S12 + S13 = o(1), x→ +∞.
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Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òåîðåìó Ðóáåëÿ-Ìàëüÿâåíà (òåîðåìà RM),
(Z2) è (5.2.31), ïîëó÷àåì îöåíêó

S11 = O

 ∑
|µk|≤δ0x

1

|µk|

 = O(lnx), x→ +∞.

Òàêèì îáðàçîì,
I11 = O(lnx), x→ +∞. (5.2.45)

Äëÿ èíòåãðàëà I12 áóäåò

I12 ≤
∑

|µk−z|≤δ0x,
|λk−z|≤δ0x

ln

(
1 +

|αk|
|µk − z|

)
+

∑
|µk−z|≤δ0x,
|λk−z|>δ0x

∣∣∣∣ln δ0x

|µk − z|

∣∣∣∣+
+

∑
|µk−z|>δ0x,
|λk−z|≤δ0x

∣∣∣∣ln δ0x

|λk − z|

∣∣∣∣ =: T11 + T12 + T13.

Èñïîëüçóÿ òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî áûëè ïðèìåíåíû äëÿ îöåíêè âûðà-
æåíèÿ (S12 + S13), ïîëó÷àåì, ÷òî

T12 + T13 = o(1), x→ +∞.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü T11, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 5.3. Ó÷èòûâàÿ (5.2.31),
ïîëó÷èì

T11 = O

 ∑
|µk−z|≤δ0x

1

|µk − z|

 = O(lnx), x→ +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî,
I12 = O(lnx), x→ +∞. (5.2.46)

Ñîîòíîøåíèÿ (5.2.45) è (5.2.46) âëåêóò îöåíêó äëÿ I1 :

I1 = O(lnx), x→ +∞. (5.2.47)

Èç (5.2.40) è îöåíîê ñëàãàåìûõ I1�I8 ñëåäóåò, ÷òî∣∣ln |ψ(z)| − ln |φ(z)|
∣∣ = O(ln |x|) (5.2.48)

ïðè z = x+ 2iq0 è max{2/δ0, sup
k∈Z
|λk − µk|} < x→ +∞.

Äëÿ z = x+ 2iq0, ãäå x ≤ −max{2/δ0, sup
k∈Z
|λk − µk|}, âûðàæåíèå∣∣ln |ψ(z)| − ln |φ(z)|
∣∣

ìîæíî îöåíèòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5.2.48) ñïðà-

âåäëèâî ïðè z = x+ 2iq0, |x| → ∞.
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5.3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

5.3.1 Ñîõðàíåíèå êëàññîâ P, P0, Psd, Pwsd, Pnwsd, Psyn

ïðè p-âîçìóùåíèè íóëåâûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî p-âîçìóùåíèå íóëåâîãî ìíîæåñòâà ñî-
õðàíÿåò êàæäûé èç ââåäåííûõ âûøå êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé P, P0, Psd,
Pwsd, Pnwsd, Psyn.

Òåîðåìà 5.1. 1. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = {µj} ⊂ C âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà
p-âîçìóùåíèåì èçM.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç êëàññîâ:
P è P0.

2. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µj} ⊂ C âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà p-âîçìóùåíèåì èç
M.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé èç êëàññà Psyn.

3. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM⊂ C âûïîëíåíî óñëîâèå (Z1) è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ïîëó÷àåòñÿ èçM ïîñðåäñòâîì p-âîçìóùåíèÿ.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé èç êëàññà Psd.

4. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèM = {µj} ⊂ C âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà p-âîçìóùåíèåì èç
M.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ îäíîâðåìåííî (íå) ÿâëÿþòñÿ íó-
ëåâûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êàæäîìó èç êëàññîâ:
Pwsd è Pnwsd.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
,

ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó P, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ⊂ C òàêóþ,
÷òî

Im (λj − µj) = O(ln |µj|), Re (λj − µj) = O(1), j →∞. (5.3.1)
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Â ñèëó ëåììû 5.1 è ñëåäñòâèÿ 5.1, èìååì

ψ̃(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

αj

)
∈ P,

çäåñü αj = Reµj. Äàëåå, èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è ïðèíöèïà Ôðàãìåíà-
Ëèíäåëåôà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

φ̃(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

α′
j

)
,

ãäå α′
j = Reλj, òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó P. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå

5.1, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå φ ∈ P, ãäå

φ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

λj

)
.

Òàê êàê êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,M è Λ, åñòü p-âîçìóùåíèå
äðóãîé, èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò è óòâåðæäåíèå â ñêîáêàõ:
åñëè M íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ìíîæåñòâîì íèêàêîé ôóíêöèè èç P, òî è
Λ îáëàäàåò ýòèì æå ñâîéñòâîì.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñîõðàíåíèå êëàññà P0 ïðè p-âîçìóùåíèè
íóëåâîãî ìíîæåñòâà.

2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ ∈ Psyn ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì M. Ñî-
ãëàñíî äîêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, Λ åñòü íóëåâîå ìíîæåñòâî
íåêîòîðîé ôóíêöèè φ ∈ P òàêîé, ÷òî hφ = hψ.

Ïóñòü Φ ∈ P∞ è
hΦ = hφ ZΦ ⊃ Λ. (5.3.2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ φ ∈ Psyn íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî

Φ = lim
k→∞

pkφ, pk ∈ C[z].

Ïîëîæèì ω = Φ/φ, ýòî � öåëàÿ ôóíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî òèïà. Ïðè÷åì
èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è îöåíîê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî

Ψ = ωψ ∈ P∞, hΨ = hψ = hφ.

À èç âêëþ÷åíèÿ ψ ∈ Psyn è òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ {pk} òàêàÿ, ÷òî

Ψ = lim
k→∞

pkψ.
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Ñíîâà èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 5.1 è îöåíêè â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.1,
à òàêæå èçâåñòíîå îïèñàíèå ñåêâåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè â P∞, íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî

lim
k→∞

pkφ = Φ.

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Φ, óäîâëåòâîðÿþùåé (5.3.2), çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ãëàâíûé ïîäìîäóëü Jφ ñëàáî ëîêàëèçóåì, òî åñòü φ ∈ Psyn.

3. Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ

ψ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
,

ïðèíàäëåæèò êëàññó Psd è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèÿì (5.3.1). Ñîãëàñíî ëåììå 5.1 è ñëåäñòâèþ 5.1, äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà îáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,M è Λ, âåùåñòâåííû.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.1 è ðàññóæäåíèé èç ï.1 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëü-
ñòâà, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè îöåíîê ñíèçó âèäà (5.1.5) äëÿ
ôóíêöèè

φ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

λj

)
.

Òàê êàê ψ � ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì,
ïðèâåäåííûì ïåðåä ëåììîé 3.1 â ðàáîòå [90], ñóùåñòâóåò ÷èñëî C0 > 0,
çàâèñÿùåå òîëüêî îò ôóíêöèè ψ, ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ R íàéäóòñÿ R > 0 óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ
R = O(ln (|x|+ 2)), è x′ ∈ R, |x− x′| < R, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà

ln |ψ(w)| ≥ −C0ln (|x|+ 2), |w − x′| = R.

Ïóñòü q0 > 0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1, â
òî÷êàõ w1 è w2 ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè |w−x′| = R c ïðÿìîé Im z = 2q0
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îöåíêè

ln |φ(wj)| ≥ −C̃ln (|x|+ 2), j = 1, 2,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C̃ > 0 çàâèñèò òîëüêî îò ôóíêöèé φ è ψ è ÷èñëà q0.
Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå, çàêëþ÷àåì, ÷òî φ ∈ Psd.

4. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà â ñèëó ëåììû 5.1 è
ñëåäñòâèÿ 5.1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé.
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Ïóñòü

ψ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

µj

)
,

� ôóíêöèÿ èç êëàññà Pwsd,M = {µj} ⊂ R, è ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Λ = {λj} ⊂ R óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (5.3.1).

Èç (5.1.2) ñëåäóåò, ÷òî ψ ∈ P, à èç ï.1 äîêàçûâàåìîé òåîðåìû � ÷òî
ôóíêöèÿ

φ(z) = Cψe
−icψz

∞∏
j=1

(
1− z

λj

)
òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó P .

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 5.1, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîîòíî-
øåíèÿ

J (ψ) = {pψ, p ∈ C[z]} è J (φ) = {pφ, p ∈ C[z]}
âûïîëíåíû èëè íåò îäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëàññà ôóíêöèé
Pwsd óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ï.1 íàñòîÿùåé òåîðåìû è ðàâåíñòâà
(5.1.2) è (5.1.3), âûâîäèì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå è äëÿ êëàññà Pnwsd.

5.3.2 Íåóëó÷øàåìîñòü óñëîâèÿ Re (λj − µj) = O(1) äëÿ
ñîõðàíåíèÿ êëàññîâ P, P0, Psd, Pwsd, Pnwsd, Psyn.

Ïîëîæèì ψ0(z) =
sinπz
πz

. Íóëåâîå ìíîæåñòâî ýòîé ôóíêöèè Λ0 = Z \ {0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ψ0 ∈ Psd. Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ìû ïîêàæåì, ÷òî
äàæå äëÿ Λ0 êàê óãîäíî ìåäëåííî ðàñòóùèå íåîãðàíè÷åííûå âîçìóùå-
íèÿ ìîãóò ïðèâåñòè ê íóëåâîìó ìíîæåñòâó ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùåé
àëãåáðå P∞.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Êàêîâà áû íè áûëà ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ L,
îïðåäåëåííàÿ íà [0; +∞) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

lim
t→+∞

L(t) = +∞,

íàéäåòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {lk} ⊂ R òàêàÿ, ÷òî

lk = O(L(k)), k →∞,

ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

φ(z) =
∞∏
k=1

(
1− z2

λ2k

)
, λk = k − lk, k = 1, 2, . . . ,
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íå ïðèíàäëåæèò àëãåáðå P∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì âîãíóòóþ ïîëîæèòåëüíóþ äèô-
ôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ l, îïðåäåëåííóþ íà [0; +∞) è óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ äëÿ âñåõ t ≥ 0 óñëîâèÿì:

l(t) ≤ L(t), l′(t) < 1, l(t) ≤ const · tγ,

ïðè íåêîòîðîì γ ∈ (0; 1/2), è ñîîòíîøåíèþ

lim
t→∞

δ0l(t)

l(δ0t)
< 1 (5.3.3)

ïðè íåêîòîðîì δ0 ∈ (0; 1).
Ïîëîæèì

lk = l(k), λk = k − lk, λ−k = −λk, k = 1, 2, . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Λ = {λk}, k = ±1, ±2, . . . ,

âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû Ñ.Þ. Ôàâîðîâà (òåîðåìà F â íà÷àëå äîêàçà-
òåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.1). Ïîýòîìó

φ(z) =
∞∏
k=1

(
1− z2

λ2k

)
� öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 1 è

ln |φ(z)| =
∫ ∞

0

n(0, t)− n(z, t)
t

dt, (5.3.4)

ãäå n(z, t) � ÷èñëî òî÷åê λk â êðóãå |w − z| ≤ t.
Ïîëîæèì

λ(t) = t− l(t), t ≥ 0.

Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè íà ôóíêöèþ l, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî λ �
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, è äëÿ îáðàò-
íîé ê íåé ôóíêöèè λ−1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

λ−1(t) = t+ l(t) + o(1), t→ +∞.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.1, îáîçíà÷èì ÷åðåç n+(t, x) �
÷èñëî òî÷åê λk â ïðîìåæóòêå (t; t + x], n−(t, x) � ÷èñëî òî÷åê λk â ïðî-
ìåæóòêå [−t;−t+ x). Â ñèëó ÷åòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{λk}, k = ±1,±2, . . . ,
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n−(t, x) åñòü òàêæå ÷èñëî òî÷åê λk â ïðîìåæóòêå (t− x; t]. Äàëåå,

n(0, t) = 2[λ−1(t)] = 2t+ 2l(t) +O(1), t→ +∞, (5.3.5)

è ïîýòîìó, ïðè t→ +∞ áóäåò

n+(t, x) = x+ (l(t+ x)− l(t)) +O(1), (5.3.6)

n−(t, x) = x+ (l(t)− l(t− x)) +O(1) (5.3.7)

äëÿ âñåõ x: 0 < x ≤ t.
Îöåíêè äëÿ |φ| äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïðè x > 0.
Èç (5.3.4), ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ, ìîæåì íàïèñàòü

ln |φ(x)| =
∫ x

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+

∫ x2

x

n−(t, x)− n+(t, x)

t
dt+∫ ∞

x2

n−(t, x)− n+(t, x)

t
dt = I1 + I2 + I3. (5.3.8)

Îöåíèì èíòåãðàë I3. Èìååì

I3 =

∫ x2

x2−x

n+(t, x)

t+ x
dt−

∫ ∞

x2

xn+(t, x)

t(t+ x)
dt.

Ó÷èòûâàÿ (5.3.6), (5.3.7) è ñâîéñòâà ôóíêöèè l, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
ïîëó÷èì òàêóþ îöåíêó∫ x2

x2−x

n+(t, x)

t+ x
dt ≤ x

∫ x2

x2−x

|1 + l′(t∗x)|
t+ x

dt+O(1)

∫ x2

x2−x

dt

t+ x
= O(1),

çäåñü t∗x ∈ [t; t+ x], à äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî � îöåíêó:∫ ∞

x2

xn+(t, x)

t(t+ x)
dt = O(x)

∫ ∞

x2

x

t(t+ x)
dt = O(1).

Òàêèì îáðàçîì,
I3 = O(1), x→ +∞.

Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà I2 çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (5.3.6),
(5.3.7) è ñâîéñòâ ôóíêöèè l, áóäåò

n−(t, x)− n+(t, x) = (l(t)− l(t− x))− (l(t+ x)− l(t)) +O(1) =

l′(t′′x)x− l′(t′x)x+O(1) ≥ 0 +O(1),
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ãäå t′x ∈ [t; t+ x], t′′x ∈ [t− x; t]. Ïîýòîìó

I2 ≥ O(lnx), x→ +∞.

Äàëåå,
n(0, t)− n(x, t) = 2l(t)− 2l′(t̃)t+O(1),

ãäå t̃ ∈ [x− t;x+ t], êîãäà 0 ≤ t ≤ x/2; è

n(0, t)− n(x, t) = (l(t)− l(x− t))− (l(x+ t)− l(t)) +O(1) =

= (l′(t2)− l′(t1))x+O(1),

ãäå t1 ∈ [t; t+ x], t2 ∈ [x− t; t], êîãäà x/2 ≤ t ≤ x.
Ïðîèçâîäíàÿ l′ ìîíîòîííî óáûâàåò è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l′(t) ≤ l(t)

t
, t > 0,

ïðè÷åì l(t)
t
� íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t. Ïîýòîìó äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî δ ∈ (0; 1/2) áóäåò

I1 =

∫ x/2

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+

∫ x

x/2

n(0, t)− n(x, t)
t

dt ≥

≥
∫ δx

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt. (5.3.9)

Èç îöåíîê äëÿ èíòåãðàëîâ I1�I3 è ïðåäñòàâëåíèÿ (5.3.8) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî δ ∈ (0; 1/2) âåðíî ñîîòíîøåíèå

ln |φ(x)| ≥
∫ δx

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt+O(lnx), x→ +∞. (5.3.10)

Óñëîâèå (5.3.3) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë σ ∈ (0; 1) è t0 > 0 òàêèõ,
÷òî

l(t)

t
≤ σ

l(δ0t)

δ0t
t ≥ t0. (5.3.11)

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (5.3.5), (5.3.6), (5.3.7) è ñâîéñòâ ôóíêöèè l, âûâîäèì,
÷òî∫ δx

0

n(0, t)− n(x, t)
t

dt ≥ 2

∫ δx

0

(
l(t)

t
− l′((1− δ)x)

)
dt ≥

≥ 2(1− σ)
∫ δx

0

l(t)

t
dt
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äëÿ âñåõ δ < δ0
1+δ0

. Èç ýòîé îöåíêè, (5.3.10) è íåîãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè
l ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→+∞

ln |φ(x)|
lnx

= +∞.

È çí÷èò, ôóíêöèÿ φ íå ïðèíàäëåæèò àëãåáðå P∞.

Çàìå÷àíèå 5.4. Ïóñòü

φ̃(z) =
∞∏
k=1

(
1− z2

λ2k

)
, λk = k + lk, k = 1, 2, . . . ,

çäåñü âîçìóùàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {lk} òà æå, ÷òî è â ïðåäëîæåíèè
5.2. Èñïîëüçóÿ ñõåìó ðàññóæäåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.2,
ïîëó÷àåì, ÷òî φ̃ ∈ P \ Psd.

Çàìå÷àíèå 5.5. Ôèêñèðóåì β ∈ (0; 1) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

l1(t) = β(1− σ)l(t), t ≥ 0,

ãäå σ òî æå, ÷òî è â (5.3.11) Ïîëîæèì kj = [l−1
1 (j)], j = 1, 2, . . . ,

ω(z) =
∞∏
j=1

(
1− z2

k2j

)
,

φ0 = ψ0/ω.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî φ0 ∈ P0

Ïóñòü φ � ÷åòíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç φ0 ñäâèãîì åå íóëåé
λ = n > (<)0 íà ln = l(n) âëåâî (ñîîòâåòñòâåííî, âïðàâî).

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ñ.Þ. Ôàâîðîâà (òåîðåìà F) äëÿ ôóíêöèé ω è ψ0, à
òàêæå ñâîéñòâ ôóíêöèè l, èñïîëüçóÿ òåõíèêó îöåíèâàíèÿ èç äîêàçàòåëü-
ñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.2, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî φ ̸∈ P (òåì áîëåå, φ ̸∈ P0).

Ïðèâåäåì òåïåðü óòâåðæäåíèå î íåóëó÷øàìåìîñòè äîñòàòî÷íîãî óñëî-
âèÿ èç òåîðåìû 5.1.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé M = {µj} ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ
èç êëàññà Q (ãäå Q � îäèí èç êëàññîâ P , P0, Psd, Pwsd, Pnwsd èëè Psyn)
ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} òàêóþ, ÷òî

λj − µj = lj + iβj, (5.3.12)

ãäå lj = l(j), l � âîãíóòàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà [0; +∞) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

l′(t) < 1, l(t) ≤ const · tγ, t ∈ [0; +∞),
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ïðè íåêîòîðîì γ ∈ (0; 1/2) è

lim
t→∞

δ0l(t)

l(δ0t)
< 1

ïðè íåêîòîðîì δ0 ∈ (0; 1).
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ

P = P0

⋃
Pwsd

⋃
Pnwsd,

P0

⋂
Pwsd = P0

⋂
Pnwsd = Pwsd

⋂
Pnwsd = ∅,

è öåïî÷êó âêëþ÷åíèé

Psd ⊂ Pwsd ⊂ Psyn ⊂ P,

èç òåîðåìû 5.1, ïðåäëîæåíèÿ 5.2 è çàìå÷àíèé 5.4, 5.5 ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèå (5.3.12) ìåæäó íåâîçìó-
ùåííûì M = {µj} è âîçìóùåííûì Λ = {λj} íóëåâûìè ìíîæåñòâàìè
ñîõðàíÿëî êàæäûé èç êëàññîâ P , P0, Psd, Pwsd, Pnwsd èëè Psyn, íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lj = O(1), βj = O(ln |µj|), j →∞.

5.4 Ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

5.4.1 Ñîõðàíåíèå äîïóñòèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ñèí-
òåçà äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðî-
ñòðàíñòâåØâàðöà ïðè âîçìóùåíèè èõ ñïåêòðîâ

1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

dΛ := DBM(Λ) <∞, (Z1) è (Z2).

Íàïîìíèì, ÷òî Λ íàçûâàåòñÿ ñèíòåçèðóåìîé, åñëè D-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ E∞ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì σW = −iΛ è ðåçè-
äóàëüíûì ïðîìåæóòêîì IW = [−dΛ; dΛ] åäèíñòâåííî (è ñëåäîâàòåëüíî,
äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç â ñëàáîì ñìûñëå).

266



Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [72] (öèòèðîâàííàÿ âûøå,
â ï.2.6.3, òåîðåìà U), äîêàçàííîå íàìè â ãëàâå 2 ïðåäëîæåíèå 2.1, âèäèì,
÷òî ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè
(âêëþ÷àÿ ñâîéñòâî ñèíòåçèðóìåîñòè) åñòü â òî÷íîñòè ñîâîêóïíîñòü íó-
ëåâûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé êëàññà Psyn. Ïîýòîìó èç óòâåðæäåíèé ïï. 1, 2
òåîðåìû 5.1 î ñîõðàíåíèè êëàññîâ P, Psyn âûòåêàåò

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = {µj} ⊂ C âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà p-
âîçìóùåíèåì èçM.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M è Λ ñèíòåçèðóåìû èëè íåò îäíîâðå-
ìåííî.

2. Ðàññìîòðèì îïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ ⊂ C, óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèÿì: dΛ := DBM(Λ) <∞, (Z1), (Z2).

Èç ïóíêòîâ 1 è 3 òåîðåìû 5.1 è òåîðåì 4.1, 4.2, ó÷èòûâàÿ òàêæå çà-
ìå÷àíèå 4.1 è ñîâïàäåíèå óñëîâèé (4.1.4) è (Z2), íåòðóäíî âûâåñòè ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè M = {µj} ⊂ C âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (Z1) è (Z2), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = {λj} ïîëó÷åíà p-
âîçìóùåíèåì èçM.

Òîãäà
1) Dsd(Λ) = Dsd(M);

2) äëÿ D-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâW è W̃ ñî ñïåêòðàìè (−iM)

è (−iΛ) è ðåçèäóàëüíûìè ïðîìåæóòêàìè I, Ĩ , ñîîòâåòñòâåííî, ïàðû
ñîîòíîøåíèé

W = WI ⊕ spanExpW è Dsd(M) < |I|

è
W̃ = WĨ ⊕ spanExp W̃ è Dsd(Λ) < |Ĩ|

èìåþò ìåñòî èëè íåò îäíîâðåìåííî.

5.4.2 Ñîõðàíåíèå ïîëíîòû è (áåñ)êîíå÷íîñòè èçáûò-
êà è íåäîñòàòêà ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñèñòåì

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ ⊂ C îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ExpΛ ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñèñòåìó ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dΛ := DBM(Λ) <∞.
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Åñëè ñèñòåìà ExpΛ ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L
p(−a; a) (1 < p < +∞) èëè

â ïðîñòðàíòñâå C[−a; a], ãäå a = πdΛ, òî åå èçáûòêîì Ep(Λ) (p = +∞ ñî-
îòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó C[−a; a]) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíàm ∈ Z+

⋃
{+∞},

òàêàÿ, ÷òî, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî m, ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ óäàëåíèåì m ýëå-
ìåíòîâ èç ExpΛ, ïîëíà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå, à ïîëó÷åííàÿ
óäàëåíèåì (m+1) ýëåìåíòà � óæå íåò; èçáûòîê Ep(Λ) ñèñòåìû ExpΛ ðà-
âåí +∞, åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ îñòàâ-
øàÿñÿ ñèñòåìà ïîëíà.

Äëÿ íåïîëíîé â Lp(−a; a) (1 < p < +∞) èëè â C[−a; a] ñèñòåìû
ExpΛ åå èçáûòêîì Ep(Λ) (p = +∞ ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâó C[−a; a])
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà m ∈ (−N)

⋃
{−∞}, òàêàÿ, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ

(−m − 1) ýëåìåíòà ê ExpΛ ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà åùå íå ïîëíà, à ïîñëå
äîáàâëåíèÿ (−m) ýëåìåíòîâ � ïîëíà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå;
èçáûòîê Ep(Λ) íåïîëíîé ñèñòåìû ExpΛ ðàâåí −∞, åñëè äîáàâëåíèå ê íåé
ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò ê íåïîëíîé ñèñòåìå.

Îòìåòèì, ÷òî èçáûòîê äàííîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìû êîíå÷åí
èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëåííîãî çíàêà îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ
ïðîñòðàíñòâ: Lp(−a; a) (1 < p < +∞), C[−a; a], ãäå a = πDBM(Λ).

Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî
Ep(Λ) ≥ 0 ⇐⇒ ñèñòåìà Exp(Λ) ïîëíà;
Ep(Λ) ≤ 0 ⇐⇒ ñèñòåìà Exp(Λ) ìèíèìàëüíà;
Ep(Λ) = 0 ⇐⇒ Exp(Λ) � ïîëíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà.

Ïóñòü L = {Λ} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ ⊂ C,

0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (Z1), (Z2), òî åñòü òàêèõ, ÷òî

|Imλk| = O(ln |λk|), k → +∞.

n(t+ 1)− n(t) = O(ln t), t→ +∞,

ãäå n(t) � ñ÷èòàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ReΛ.
Äàëåå, ïóñòü {νk} ⊂ C � âîçìóùàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è

M = {µk}, µk = λk + νk.

Èç ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè êëàññîâ P, P0, Pwsd, Pnwsd ïðè p-
âîçìóùåíèÿõ íóëåâûõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ (òåîðåìû 5.1,
5.2) âûâîäèòñÿ
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Òåîðåìà 5.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáà èçáûòêà, Ep(M) è Ep(Λ), áûëè êî-
íå÷íû (èëè áåñêîíå÷íû è îäíîãî çíàêà: Ep(M) = Ep(Λ) = ±∞) äëÿ âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Λ ∈ L, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âîçìó-
ùàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {νk} óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì

Re νk = O(1), Im νk = O(ln |λk|), k → +∞,

òî åñòü, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ è M ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü
äðóã èç äðóãà p-âîçìóùåíèåì.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.
1) Äîêàçàíû òåîðåìû î òîì, ÷òî

�D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâîW ïðîñòðàíñòâà Ω-óëüòðàäèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé (è ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé) íà èíòåðâàëå (a; b), èìåþùåå äèñêðåòíûé ñïåêòð,
äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü ñîäåðæèò ïîäìîäóëü âèäà J (φ), òî åñòü ñëàáî
ëîêàëèçóåìûé ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé îäíîé ôóíêöèåé.
� D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà âñåõ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, èìåþùåå äèñêðåòíûé ñïåêòð, äî-
ïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
àííóëÿòîðíûé ïîäìîäóëü ñîäåðæèò ôóíêöèþ φ, ïîðîæäàþùóþ ñëàáî
ëîêàëèçóåìûé ãëàâíûé ïîäìîäóëü, òî åñòü òàêóþ, ÷òî Jφ = J (φ).

2) Êàê ñëåäñòâèå òåîðåì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, óñòàíîâëåíî óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî D-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîìW â ïðîñòðàíñòâå Ω-óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ (èëè âñåõ áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé íà èíòåðâàëå (a; b)
� âñåãäà äîïóñêàåò ñëàáûé ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, åñëè |IWI

| > 2r(iσW ) (â
÷àñòíîñòè, åñëè ðåçèäóàëüíûé ïðîìåæóòîê IW íå êîìïàêòåí â (a; b)) ,
� ìîæåò êàê äîïóñêàòü ñëàáûé ñïåêòðàäüíûé ñèíòåç, òàê è íå äîïóñêàòü
åãî, åñëè |IWI

| = 2r(iσW ),
� òðèâèàëüíî (ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì), åñëè |IWI

| < 2r(iσW )
3) Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà WS, ïîðîæäåííîãî îäíèì ðàñïðåäåëåíèåì S

â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà óñòàíîâëåíû óäîáíûå äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, ôîðìóëèðóåìûå â
òåðìèíàõ ïîâåäåíèÿ |φ|, ãäå φ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà ðàñïðå-
äåëåíèÿ S.

4) Äîêàçàí âåñîâîé êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî
ñèíòåçà ïîäïðîñòðàíñòâàìè âèäà WS.

5) Ïîëó÷åíû êðèòåðèè òîãî, ÷òî ñäâèã öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íóëåâîå ìíîæåñòâî äåëèòåëÿ àëãåáðû Øâàðöà
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èëè âåñîâîé àëãåáðû öåëûõ ôóíêöèé, ðåàëèçóþùåé ïðîñòðàíñòâî Ω-óëüò-
ðàðàñïðåäåëåíèé.

6) Äîêàçàíà òåîðåìà îá óñëîâèè íà ñ÷èòàþùóþ ôóíêöèþ âåùåñòâåí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü áûëà íóëåâûì ìíîæåñòâîì äåëèòåëÿ àëãåáðû Øâàðöà; òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íåëüçÿ óñèëèòü íà êëàññå âñåõ âåùåñòâåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

7) Äîêàçàíû òåîðåìû î ïðåäñòàâèìîñòè D-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà â âèäå ïðÿìîé àëãåáðàè÷åñêîé è òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñóììû åãî ðåçèäóàëüíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé êîìïîíåíò;
óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè èìåþò òó æå ôîðìó, ÷òî è óñëîâèÿ äîïóñòèìî-
ñòè ñëàáîãî ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, íî âìåñòî ðàäèóñà ïîëíîòû èñïîëü-
çîâàíà ââåäåííàÿ íàìè áîëåå òîíêàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ ïîíÿòèåì äåëèòåëÿ â àëãåáðå Øâàðöà.

8) Ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
öåëûõ ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå êëàññà äåëèòåëåé àëãåáðû Øâàðöà, êëàñ-
ñà ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ ñëàáî ëîêàëèçóåìûå ãëàâíûå ïîäìîäóëè, ïðè
âîçìóùåíèè íóëåâûõ ìíîæåñòâ; ýòè óñëîâèÿ ïðèìåíåíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íîâûõ óòâåðæäåíèé î ñëàáîì ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå è î (íå)ïîëíîòå ñè-
ñòåì ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàí àïïàðàò ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, â ÷àñòíî-
ñòè, òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, è àíà-
ëèòè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè öåëûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêæå
ïðè èçó÷åíèè âîçíèêàþùèõ â õîäå îñíîâíîãî èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ, êà-
ñàþùèõñÿ ñâîéñòâ öåëûõ ôóíêöèé è èõ íóëåâûõ ìíîæåñòâ áûëè ðàçðà-
áîòàíû íîâûå ìåòîäû è ïîäõîäû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè äëÿ
ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ òåîðèè ôóíêöèé.

Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê äëÿ ñïå-
öèàëèñòîâ, ïðîâîäÿùèõ èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè öåëûõ è ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, òàê è äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, ðàáîòàþùèõ â äðóãèõ îáëàñòÿõ
àíàëèçà (ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, óðàâíå-
íèÿ ñâåðòêè è èõ îáîáùåíèÿ è äð.)
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