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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêî-

òîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ëþáûì ÷èñëîì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùèõ îñ-

öèëëèðóþùèå ïî âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé ω � 1 ñëàãàåìûå. Ïðè ýòîì àìïëè-

òóäû íåêîòîðûõ ñëàãàåìûõ áîëüøèå � ïðîïîðöèîíàëüíû
√
ω. Òàêèå ñëà-

ãàåìûå íàçûâàþòñÿ áîëüøèìè âûñîêî÷àñòîòíûìè. Äëÿ óêàçàííûõ çàäà÷

ïðèìåíåí è îáîñíîâàí ìåòîä óñðåäíåíèÿ1, êîòîðûé íàçûâàþò åùå ìåòîäîì

óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, à òàêæå ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû ýô-

ôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ àñèìïòîòèê ðåøåíèé (â êëàññè-

÷åñêîé òåîðèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ÷àñòè÷íûå ñóììû àñèìïòîòèê íàçûâàþò

ñòàðøèìè ïðèáëèæåíèÿìè).

Ôóíäàìåíò êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ïî-

ñòðîåí Í.Ì. Êðûëîâûì è Í.Í. Áîãîëþáîâûì. Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ Êðû-

ëîâà - Áîãîëþáîâà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà íîâûå êëàññû íå òîëüêî îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ2. Ðåçóëüòàòû äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç-

ëîæåíû â öåëîì ðÿäå èçâåñòíûõ ìîíîãðàôèé: Í.Í. Áîãîëþáîâà èÞ.À. Ìèò-

ðîïîëüñêîãî 1974ã., Â.Ì. Âîëîñîâà è Á.È. Ìîðãóíîâà 1971ã., À.Í. Ôèëàòîâà

1Ñì. Áîãîëþáîâ Í.Í. Î íåêîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ëüâîâ: Èçä.

ÀÍ ÓÑÑÐ, 1945. 139 ñ.; Áîãîëþáîâ Í.Í., Ìèòðîïîëüñêèé Þ.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè

íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ì.: Íàóêà, 1974. 504 ñ.
2Ñì., íàïðèìåð, Ìèòðîïîëüñêèé Þ.À. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå. Êèåâ.: Íàóêîâà

äóìêà, 1971; Ñèìîíåíêî È.Á. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ â òåîðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

ñ ïðèëîæåíèåì ê çàäà÷àì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ðîñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÐÃÓ, 1989. 111 ñ. è

áèáëèîãðàôèè â ýòèõ ìîíîãðàôèÿõ.
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1971ã., Â.Ô. Æóðàâëåâà è Ä.Ì. Êëèìîâà 1988ã. è äðóãèõ àâòîðîâ. Ñ íåêîòî-

ðûìè ðåçóëüòàòàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè, ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî óêàçàííûì â ñíîñêå 2 íà ñòð. 2 ìîíîãðàôèÿì

Þ.À. Ìèòðîïîëüñêîãî 1971ã., È.Á. Ñèìîíåíêî 1989ã. è äðóãèì. Îòìåòèì

åùå áëèçêèå ê äèññåðòàöèîííîé òåìå ðàáîòû Ã.Ï. Õîìû3 ïî ãèïåðáîëè÷å-

ñêèì ñèñòåìàì, à òàêæå èññëåäîâàíèÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì è ñè-

ñòåìàì Ñ.Ä. Ýéäåëüìàíà è Ç.Ô. Ñèð÷åíêî 1975ã., Ð.Ç. Õàñüìèíñêîãî 1963ã.,

È.Á. Ñèìîíåíêî 1970-1973ã., Â.Á. Ëåâåíøòàìà 1976-2004ã. Â ýòèõ ðàáîòàõ

ïðåäñòàâëåíû, â îñíîâíîì, óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå áûñòðî îñöèëëèðóþ-

ùèå ïî âðåìåíè ñëàãàåìûå, àìïëèòóäû êîòîðûõ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî

ω � 1 îãðàíè÷åíû (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû È.Á.

Ñèìîíåíêî è Â.Á. Ëåâåíøòàìà, îòíîñÿùèåñÿ ê çàäà÷å êîíâåêöèè â âûñî-

êî÷àñòîòíîì ñèëîâîì ïîëå � òàì â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ ñêîðîñòè

ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, çàâèñÿùåå îò òåìïåðàòóðû è ïðîïîðöèîíàëüíîå

âûñîêîé ÷àñòîòå îñöèëëÿöèé). Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî (îãðàíè÷åííîñòü

àìïëèòóä) è ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ýòèõ ñèñòåì îò ðàññìàò-

ðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè.

Ðîäîíà÷àëüíèöåé çàäà÷ îá óñðåäíåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ñîäåðæàùèõ âûñîêî÷àñòîòíûå ñëàãàåìûå ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè, ÿâëÿ-

åòñÿ çàäà÷à î ïåðåâåðíóòîì ìàÿòíèêå ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé òî÷êîé ïîä-

âåñà, èññëåäîâàííàÿ Í.Í. Áîãîëþáîâûì4 è Ï.Ë. Êàïèöåé5.

3Ñì. Õîìà Ã.Ï. Òåîðåìà îá óñðåäíåíèè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà // Óêð. ìàò.

æóðí. 1970. Ò. 22, �5. Ñ. 699�704.; Õîìà Ã.Ï. Ïðî íåïðåðåâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó ãiïåðáîëi÷íî¨ ñè-

ñòåìè âiä ïàðàìåòðà // Äîïîâiäi ÀÍ ÓÐÑÐ. 1970. ñåð. À 7, Ñ. 615�617.
4Ñì. Áîãîëþáîâ Í.Í. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå // Ñá. èíñòèòóòà ñòðîèò. ìåõàíèêè

ÀÍ ÓÑÑÐ. 1950. Âûï. 4. Ñ. 9�34.
5Ñì. Êàïèöà Ï.Ë. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìàÿòíèêà ïðè êîëåáëþùåéñÿ òî÷êå ïîäâåñà //
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Â 1991ã. Â.È. Þäîâè÷ íà ñâîåì ñåìèíàðå â Ðîñòîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì

óíèâåðñèòåòå (íûíå ÞÔÓ) ïðèñòóïèë ê ðàçâèòèþ òåîðèè ìåòîäà óñðåäíå-

íèÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ âûñîêî÷àñòîòíûå ñëà-

ãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå îïðåäåëåííûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ÷àñòî-

òû (áîëüøèå âûñîêî÷àñòîòíûå ñëàãàåìûå). Îí âïåðâûå ðàññìîòðåë îòäåëü-

íûå êëàññû ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòî-

ðîãî ïîðÿäêîâ ïî âðåìåíè, ñîäåðæàùèõ îñöèëëèðóþùèå ñ ÷àñòîòîé ω � 1

ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå
√
ω è ω ñîîòâåòñòâåííî. Ïîçæå Â.Á. Ëåâåí-

øòàì ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè, ïîä âëèÿíèåì ëåêöèé è ðàáîò Â. È. Þäîâè÷à6,

òàêæå ñòàë çàíèìàòüñÿ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè. Ïðè ýòîì âñå ïðîâîäèìûå

èññëåäîâàíèÿ ñîïðîâîæäàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì. ×àñòü ýòèõ

èññëåäîâàíèé, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ è ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå

ñîâìåñòíî ñ ñîèñêàòåëåì, îïóáëèêîâàíà â ìîíîãðàôèè Â.Á. Ëåâåíøòàìà7.

Öåëè ðàáîòû ñîñòîÿò â ðàçâèòèè òåîðèè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-

Áîãîëþáîâà äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,

ñîäåðæàùèõ áîëüøèå âûñîêî÷àñòîòíûå ñëàãàåìûå: äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Âñå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íîñÿò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíÿòü (â ñî-

ÆÝÒÔ. 1951. Ò. 21, �5. Ñ. 588�599.
6Ñì., íàïðèìåð, Þäîâè÷ Â.È. Âèáðîäèíàìèêà è âèáðîãåîìåòðèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè

// Óñïåõè ìåõàíèêè. 2006. Ò. 4, � 3. Ñ. 26-158.
7Ñì. Ëåâåíøòàì Â. Á. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèìè âûñîêî÷àñòîòíûìè ñëàãàåìûìè.

Ðîñòîâ-íà-Äîíó: Èçä. ÞÔÓ, 2008.
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÷åòàíèè ñ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè) äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ êëàññîâ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ ñ áîëüøèìè âûñîêî÷àñòîòíûìè ñëàãàåìûìè. Èõ ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ, â

îñíîâíîì, ñëåäóþùèå ìåòîäû: êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû òåîðèè ìåòîäà óñðåä-

íåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, ìåòîäû òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ, ìåòîä äâóõìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé, ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Âè-

øèêà-Ëþñòåðíèêà, à òàêæå ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïîëîñå Rn × [0, T ] ðàññìîòðèì ïîëó-

ëèíåéíóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ áûñòðî

îñöèëëèðóþùèìè ïî âðåìåíè ÷ëåíàìè, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ áîëüøèå

� ïðîïîðöèîíàëüíûå êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé ñ íó-

ëåâûì ñðåäíèì. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííûì ïåðåìåííûì ìîãóò à) íå çàâèñåòü îò íîìåðà óðàâíåíèÿ, à ìî-

ãóò á) çàâèñåòü îò íåãî. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (Êî-

øè) ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîñòðîåíà óñðåäíåííàÿ

(ïðåäåëüíàÿ) çàäà÷à, íå ñîäåðæàùàÿ áîëüøîãî ïàðàìåòðà (÷àñòîòû). Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñðåäíåííàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà. Òîãäà â êàæäîì êîíå÷-

íîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ïàðàëëåëåïèïåäå Π0 = D0 × [0, T ], ãäå

D0 ⊂ Rn, îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà âîçìóùåííàÿ çàäà÷à, è ðåøåíèÿ âîçìó-

ùåííîé è óñðåäíåííîé çàäà÷ ðàâíîìåðíî â Π0 àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêè, ò.å.

îáîñíîâàí ìåòîä óñðåäíåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì óêàçàííóþ â ïðåäûäóùåì àáçàöå çàäà÷ó äëÿ ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé, êàê òàì îòìå÷åíî, ìîæåò áûòü âûïîëíåíî óñëî-

âèå à), à ìîæåò � óñëîâèå á). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âõîäíûå äàííûå ñèñòå-

ìû óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íî-

ñòè ïî áûñòðîìó âðåìåíè è ãëàäêîñòè ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì. Â ñëó-

÷àå á), êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áîëüøèå ñëàãàåìûå êîýôôèöèåíòîâ

ïðè ïðîèçâîäíûõ íå çàâèñÿò îò íîìåðà óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé àñèìïòî-

òèêè ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è â êàæäîì êîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîì ïàðàëëåëåïèïåäå Π0. Óêàçàííûé àëãîðèòì îáîñíîâàí, ò.å. ïîëó-

÷åíû ðàâíîìåðíûå â Π0 àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè áëèçîñòè ðåøåíèÿ âîçìó-

ùåííîé çàäà÷è è ÷àñòè÷íûõ ñóìì åãî àñèìïòîòèêè.

2. Â öèëèíäðå Ω × R, ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Rn ñ áåñêîíå÷-

íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ïî âðåìåíè (îñ-

öèëëÿöèè â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà) ñêîëü óãîäíî ãëàäêèìè

ñëàãàåìûìè, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ áîëüøèå � ïðîïîðöèîíàëüíûå êîð-

íþ êâàäðàòíîìó èç ÷àñòîòû îñöèëëÿöèé è îáëàäàþùèå íóëåâûì ñðåäíèì.

Ïîñòàâëåíà çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèÿõ ñ îäíîðîäíûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïî èñõîäíîé çàäà÷å ïîñòðîåíà óñðåäíåí-

íàÿ çàäà÷à. Â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî íåâûðîæäåí-

íîãî ðåøåíèÿ u0(x) ïîñëåäíåé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è îòíîñèòåëüíàÿ

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ uω(x, t) èñõîäíîé çàäà÷è, ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí

ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ uω. Ïðè

ýòîì â ã¼ëüäåðîâûõ íîðìàõ óñòàíîâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷å-
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ñêèå îöåíêè ðàçíîñòåé: uω − u0 (îáîñíîâàíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ) è uω −
M
u,

M ∈ N, ãäå M
u � ÷àñòè÷íûå ñóììû àñèìïòîòèêè (îáîñíîâàíèå àñèìïòîòè-

êè).

Îòìåòèì, ÷òî â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïåðâîãî àáçàöà ï.1 óñòàíîâëåíû

äàæå íåìíîãî â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Çäåñü ðàäè êðàòêîñòè è íàãëÿäíîñòè

ìû íåçíà÷èòåëüíî èõ îãðóáèëè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü â Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè

Í.Â. Åôèìîâà (ï. Àáðàó-Äþðñî, 2008ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí-

ôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàð-

ìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ IV"(ã.Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2014ã.), íà

Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "VI Ðîññèéñêî-Àðìÿíñêîå ñîâåùà-

íèå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è àíàëèòè÷å-

ñêîé ìåõàíèêå"(ã.Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2016ã.), à òàêæå íà ñåìèíàðå êàôåäðû

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïîä ðóêîâîäñòâîì

Ì.Þ. Æóêîâà (ã.Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ, 2016ã.) è ñåìèíàðå "Àñèìïòîòè-

÷åñêèå ìåòîäû â íåëèíåéíîì àíàëèçå" ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Á. Ëåâåíøòàìà

(ã.Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ, 2017ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òàõ [1] -[7] . Ðàáîòû [1] , [2] âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì

Â.Á. Ëåâåíøòàìîì. Â íèõ Â.Á. Ëåâåíøòàìó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà-

÷è, âûáîð ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ è îáùåå ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé. À.Ê. Íà-

çàðîâó ïðèíàäëåæèò ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ìåòîäèê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 46 èñòî÷íèêîâ. Îáùèé îáúåì
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äèññåðòàöèè 123 ñòðàíèöû.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû è ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò 5 ïàðàãðàôîâ. Â §1.1 äîêàçàíà òåîðåìà îá óñðåäíåíèè

çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

áîëüøèìè âûñîêî÷àñòîòíûìè ñëàãàåìûìè, êîòîðàÿ îáîáùàåò òåîðåìó, äî-

êàçàííóþ Áàñèñòîé Ä.À. è Ëåâåíøòàìîì Â.Á.8 Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ

âñïîìîãàòåëüíûì è èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ. Ñôîðìóëè-

ðóåì åãî.

Ïóñòü D−îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Íà ìíîæåñòâå Ω = {(x, t, τ) : x ∈

D, t ∈ [0, T ] ⊂ R, τ ∈ [0,+∞)} ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñÿùàÿ îò áîëüøîãî

ïàðàìåòðà ω çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû n íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= f(x, t, ωt) +

√
ωϕ(x, t, ωt), t ∈ [0, T ], (1)

x(t0) = x0, (2)

ãäå t0 ∈ [0, T ], x0 ∈ D. Çäåñü f(x, t, τ) è ϕ(x, t, τ) � âåêòîð-ôóíêöèè ñî

çíà÷åíèÿìè â Rn.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

à) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâåD×

[0, T ], ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, ÷òî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t) ∈ D× [0, T ]

F (x, t) = lim
N→∞

1

N

N∫
0

(f(x, t, τ) + χ(x, t, τ)) dτ,

8Ñì. Áàñèñòàÿ Ä.À., Ëåâåíøòàì Â.Á. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ áîëüøèìè âûñîêî÷àñòîòíûìè ñëàãàåìûìè // Èçâ. âóçîâ. Ñåâ.-Êàâê. ðåãèîí. Åñòåñòâ. íà-

óêè. Ñïåöâûïóñê. Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. 2004. Ñ. 46�48.
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ãäå

χ(x, t, τ) ≡ ∂ϕ

∂x
(x, t, τ)

τ∫
0

ϕ(x, t, θ) dθ;

á) äëÿ âñåõ (x0, t0) ∈ D × [0, T ] óñðåäíåííàÿ çàäà÷à

dy

dt
= F (y, t), t ∈ [0, T ],

y(t0) = x0

èìååò ðåøåíèå
◦
y (t) ≡ ◦

y (x0, t0, t) ñî çíà÷åíèÿìè â D;

â) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (y, t) ∈ D × [0, T ] ñóùåñòâóþò ïðåäåëû:

lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

ϕi(y, t, τ) dτ = 0, lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

∂ϕi
∂yj

(y, t, τ) dτ = 0,

lim
N→∞

1

N 1/2

N∫
0

∂ϕi
∂t

(y, t, τ) dτ = 0, 1 6 i, j 6 n.

Ïðè óêàçàííûõ è íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ äî-

êàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà D1 îáëàñòè D è ëþáîãî

÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ω0 > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

(x0, t0) ∈ D1 × [0, T ] è ïðîèçâîëüíîãî ω > ω0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå xω(t) çàäà÷è (1), (2), è ïðè ýòîì äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|xω(t)− ◦
y (t)| < ε.

Â §1.2 îïèñàí è îáîñíîâàí ìåòîä óñðåäíåíèÿ äëÿ ñèñòåì m äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ëþáûì

÷èñëîì n + 1 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùèõ îñöèëëèðóþùèå ïî
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âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé ω � 1 ñëàãàåìûå, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ áîëüøèå �

ïðîïîðöèîíàëüíûå
√
ω � ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà.

Â ïàðàëëåëåïèïåäå Π0 = D0 × [0, T ], ãäå D0 � ëþáîé îòêðûòûé îãðà-

íè÷åííûé ïàðàëëåëåïèïåä â Rn è T > 0, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñÿùàÿ îò

áîëüøîãî ïàðàìåòðà ω çàäà÷à

∂ui
∂t

+
n∑
j=1

[
λj(x, t, ωt) +

√
ωµj(x, t, ωt)

]∂ui
∂xj

=

= fi(x, t, ωt, u) +
√
ωϕi(x, t, ωt, u), 1 6 i 6 m, (3)

u(x, 0) = g(x), (4)

ãäå t ∈ [0, T ], λj(x, t, τ), µj(x, t, τ), fi(x, t, τ, u), ϕi(x, t, τ, u) � èçâåñòíûå

ôóíêöèè (1 6 j 6 n, 1 6 i 6 m), g(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ïðè x ∈ Rn âåêòîð-ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Rm, u � èñêîìàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ â Rm, êîìïîíåíòû ui êîòîðîé çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x è t. Ðåøå-

íèå u(x, t) çàäà÷è (3),(4) â Π0 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ (îïðåäåëÿ-

åòñÿ) ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê (â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñëó÷àÿõ êàæäàÿ,

íà÷èíàþùàÿñÿ â Π0 ïðîåêöèÿ õàðàêòåðèñòèêè "èäåò íàçàä"äî ïðèõîäà â

íåêîòîðóþ òî÷êó (x, 0), x ∈ Rn).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, â êîòîðûõ U0 �

íåêîòîðûé îòêðûòûé øàð â Rm, D è U � ëþáûå îãðàíè÷åííûå ïàðàëëå-

ëåïèïåäû â Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî, Π = Rn × [0, T ], Ω = Π × [0,+∞),

G = Ω× U0, Ω1 = D × [0, T ]× [0,+∞), G1 = Ω1 × U0:

1) êîìïîíåíòû λj(x, t, τ) è µj(x, t, τ) (1 6 j 6 n) âåêòîð-ôóíêöèé λ(x, t, τ)

è µ(x, t, τ) âìåñòå ñ èõ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âñåì àðãóìåíòàì 1-ãî

ïîðÿäêà è ïðîèçâîäíûìè
∂2µj
∂xk∂x`

(x, t, τ) (1 6 j, k, ` 6 n) 2-ãî ïîðÿäêà îïðå-
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äåëåíû è íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå Ω;

2) êîìïîíåíòû fi(x, t, τ, u) è ϕi(x, t, τ, u) (1 6 i 6 m) âåêòîð-ôóíêöèé

f(x, t, τ, u) è ϕ(x, t, τ, u) âìåñòå ñ èõ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âñåì àðãó-

ìåíòàì 1-ãî ïîðÿäêà è ïðîèçâîäíûìè ∂2ϕi
∂uj∂uk

(x, t, τ, u), ∂2ϕi
∂uj∂x`

(x, t, τ, u),

∂2ϕi
∂x`∂xr

(x, t, τ, u), (1 6 i, j, k 6 m, 1 6 `, r 6 n) 2-ãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíû

è íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå G;

3) êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèé λ(x, t, τ), µ(x, t, τ),

χ(x, t, τ) ≡ ∂µ

∂x
(x, t, τ)

τ∫
0

µ(x, t, θ) dθ

è ìàòðèö-ôóíêöèé ∂λ
∂x(x, t, τ), ∂µ∂x(x, t, τ) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà ìíîæå-

ñòâå Ω1;

4) êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèé f(x, t, τ, u), ϕ(x, t, τ, u),

ψ(x, t, τ, u) =
∂ϕ

∂u
(x, t, τ, u)

τ∫
0

ϕ(x, t, θ, u) dθ +
∂ϕ

∂x
(x, t, τ, u)

τ∫
0

µ(x, t, θ) dθ

è ìàòðèö-ôóíêöèé ∂f
∂u(x, t, τ, u), ∂f∂x(x, t, τ, u), ∂ϕ∂u(x, t, τ, u), ∂ϕ∂x(x, t, τ, u) ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åíû íà ìíîæåñòâå G1;

5) ïðîèçâîäíûå
∂λj
∂xk

,
∂µj
∂xk

è
∂µj
∂t (1 6 j, k 6 n) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Ëèïøèöà ïî x ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò (x, t, τ) ∈ Ω1;

6) ïðîèçâîäíûå ∂fi
∂uj

, ∂fi
∂xk

, ∂ϕi
∂uj

, ∂ϕi
∂xk

è ∂ϕi
∂t (1 6 i, j 6 m, 1 6 k 6 n)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà ïî x, u ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò

(x, t, τ, u) ∈ G1;

7) ôóíêöèè λj(x, t, τ) è χj(x, t, τ) (1 6 j 6 n) íåïðåðûâíû ïî t ∈ [0, T ]

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t, τ) ∈ Ω1;

8) ôóíêöèè fi(x, t, τ, u) è ϕi(x, t, τ, u) (1 6 i 6 m) íåïðåðûâíû ïî t ∈

[0, T ] ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t, τ, u) ∈ G1;
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9) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t) ∈ D × [0, T ] ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

µj(x, t, τ) dτ = 0, lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

∂µj
∂xk

(x, t, τ) dτ = 0,

lim
N→∞

1

N 1/2

N∫
0

∂µj
∂t

(x, t, τ) dτ = 0,

1 6 j, k 6 n;

10) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t, u) ∈ D × [0, T ]× U ñóùåñòâóþò ïðå-

äåëû

lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

ϕi(x, t, τ, u) dτ = 0, lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

∂ϕi
∂uj

(x, t, τ, u) dτ = 0,

lim
N→∞

1

N 1/4

N∫
0

∂ϕi
∂xk

(x, t, τ, u) dτ = 0, lim
N→∞

1

N 1/2

N∫
0

∂ϕi
∂t

(x, t, τ, u) dτ = 0,

1 6 i, j 6 m, 1 6 k 6 n;

11) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Λ(x, t), îïðåäåëåííàÿ íà Π ñî çíà-

÷åíèÿìè â Rn, ÷òî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t) ∈ D×[0, T ] ñïðàâåäëèâû

ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà äëÿ åå êîìïîíåíò Λj:

Λj(x, t) = lim
N→∞

1

N

N∫
0

(λj(x, t, τ) + χj(x, t, τ)) dτ, 1 6 j 6 n;

12) ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ F (x, t, u), îïðåäåëåííàÿ íà ìíî-

æåñòâå Π×U0 ñî çíà÷åíèÿìè â Rm, ÷òî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (x, t, u) ∈

D × [0, T ]× U0 ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà äëÿ åå êîìïîíåíò Fj:

Fj(x, t, u) = lim
N→∞

1

N

N∫
0

(fj(x, t, τ, u) + ψj(x, t, τ, u)) dτ, 1 6 j 6 m;
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13) äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (
◦
y, t0) ∈ Π çàäà÷à

dy

dt
= Λ(y, t), y(t0) =

◦
y

èìååò íà ó÷àñòêå t ∈ [0, T ] ðåøåíèå y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))
∗.

Íàðÿäó ñ âîçìóùåííîé çàäà÷åé (3),(4) â ïàðàëëåëåïèïåäå Π0 ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ âî âñåì ñëîå Π óñðåäíåííàÿ çàäà÷à

∂vi
∂t

+
n∑
j=1

Λj(x, t)
∂vi
∂xj

= Fi(x, t, v), 1 6 i 6 m,

v(x, t)
∣∣
t=0

= g(x),

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå:

14) äàííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå v(x, t) ⊂ U0.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà D0 â Rn

è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ω0 > 0, ÷òî ïðè ω > ω0 ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uω(x, t) çàäà÷è (3),(4) â Π0, è äëÿ ëþáûõ (x, t) ∈ Π0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|uω(x, t)− v(x, t)| < ε.

Â §1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû òîãî æå âèäà, ÷òî è â §1.2, ñî ñëåäó-

þùèì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì: èõ ÷ëåíû ïåðèîäè÷íû ïî ïåðåìåí-

íîé τ = ωt è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû âìåñòå ñ íà÷àëüíîé âåêòîð-

ôóíêöèåé ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì (ñì. 15)-17) íèæå). Äëÿ ýòèõ ñèñòåì

ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé àñèìï-

òîòèêè ðåøåíèÿ, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå äâóõìàñøòàáíûõ ðàçëîæå-

íèé.
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Â §1.3 âíà÷àëå ïîñòðîåíà ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà â âèäå

u(x, t) = u0(x, t) +
∞∑
k=1

ω−k/2(uk(x, t) + vk(x, t, ωt)), (x, t) ∈ Π, (5)

÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðîé èìåþò âèä

p
u(x, t) = u0(x, t) +

p∑
k=1

ω−k/2(uk(x, t) + vk(x, t, ωt)),

ãäå âåêòîð-ôóíêöèè vk(x, t, τ) ïî ïåðåìåííîé τ ÿâëÿþòñÿ l ïåðèîäè÷åñêèìè

è îáëàäàþò íóëåâûì ñðåäíèì:

< vk(x, t, τ) >≡ 1

l

l∫
0

vk(x, t, τ)dτ = 0.

Îïðåäåëèì äâà âèäà çàäà÷:

(À) - çàäà÷à î l-ïåðèîäè÷åñêîì ñ íóëåâûì ñðåäíèì ðåøåíèåì ñèñòåìû

óðàâíåíèé âèäà
∂v

∂τ
= f(τ),

ãäå f(τ) - èçâåñòíàÿ l-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì âåêòîð-ôóíêöèÿ

ñî çíà÷åíèÿìè â Rm;

(Â) - çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû m ëèíåíûõ óðàâíåíèé âèäà

∂u

∂t
+

n∑
j=1

aj(x, t)
∂u

∂xj
= b(x, t)u+ c(x, t), (x, t) ∈ Π,

u(x, 0) = d(x), x ∈ Rn,

ãäå êîýôôèöèåíòû aj(x, t), b(x, t), c(x, t) è d(x) èçâåñòíû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííûå çàäà÷è (3),(4) ïîìèìî ïðèâåäåííûõ âûøå

óñëîâèé 1)-14) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì:

15) âåêòîð-ôóíêöèè λ(x, t, τ) è µ(x, t, τ) âìåñòå ñ èõ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè ïî (x, t) ëþáîãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå

Ω, à òàêæå l(> 0)-ïåðèîäè÷íû ïî τ ;
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16) âåêòîð-ôóíêöèè f(x, t, τ, u) è ϕ(x, t, τ, u) âìåñòå ñ èõ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè ïî (x, t, u) ëþáîãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà ìíî-

æåñòâå G, à òàêæå l-ïåðèîäè÷íû ïî τ ;

17) ñðåäíèå âåêòîð-ôóíêöèé µ(x, t, τ) è ϕ(x, t, τ, u) ïî τ ðàâíû íóëþ:

< µ(x, t, τ) >≡ 1

l

l∫
0

µ(x, t, τ)dτ = 0, < ϕ(x, t, τ, u) >= 0.

Òåîðåìà. 1. Ïîñòðîåíèå ëþáîé ÷àñòè÷íîé ñóììû ôîðìàëüíîé àñèìïòî-

òèêè (5) ðåøåíèÿ çàäà÷è (3),(4) â ñëîå Π ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîíå÷íîãî

÷èñëà ëèíåéíûõ çàäà÷ âèäîâ (À) è (Â).

2. Äëÿ ëþáîãî p = 0, 1, 2, ... è ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

Π0 = D0×[0, T ], D0 ⊂ Rn, íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå cp

è ωp, ÷òî ïðè ω > ωp äëÿ ðåøåíèÿ uω(x, t) çàäà÷è Êîøè (3),(4) ðàâíîìåðíî

â Π0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|uω(x, t)− p
u(x, t)| 6 cpω

−(p+1)/2.

Â §1.4 îáîáùåí ðåçóëüòàò èç §1.2 íà ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè

ïðîèçâîäíûõ ìîãóò çàâèñåòü îò íîìåðà óðàâíåíèÿ. À èìåííî, ïðè âûïîë-

íåíèè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåì âèäà

∂ui
∂t

+
n∑
j=1

[
λij(x, t, ωt) +

√
ωµij(x, t, ωt)

]∂ui
∂xj

=

= fi(x, t, ωt, u) +
√
ωϕi(x, t, ωt, u), 1 6 i 6 m, (6)

u(x, 0) = g(x), (7)

ãäå t ∈ [0, T ], u � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îáîñíîâàí ìåòîä óñðåäíåíèÿ.

Â §1.5 ïîñòðîåíà ñ îáîñíîâàíèåì ïîëíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé â ñëó÷àå,

êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ìîãóò çàâèñåòü îò íîìåðà óðàâíå-

íèÿ. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî â §1.3 àëãîðèòìà
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àñèìïòîòèêó ïîñòðîèòü íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñèñòåìà âèäà:

∂ui
∂t

+
n∑
j=1

[
λij(x, t, ωt) +

√
ωµj(x, t, ωt)

]∂ui
∂xj

=

= fi(x, t, ωt, u) +
√
ωϕi(x, t, ωt, u), 1 6 i 6 m,

u(x, 0) = g(x),

äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíà ñ îáîñíîâàíèåì ïîëíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ â ãëàâå 1 ñèñòåìàõ êîýôôèöèåíòû ïðè

ïðîèçâîäíûõ
∂u

∂xj
, 1 6 j 6 n, íåèçâåñòíîé âåêòîð-ôóíêöèè u(x, t) ÿâëÿþò-

ñÿ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè (ôóíêöèÿìè).

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ãîâîðèì î ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Îòìåòèì åùå ðàç äâå ðàáîòû Ã.Ï. Õîìû (ñì. ñíîñêó 3 íà ñòðàíèöå 3).

Â íèõ ìåòîä óñðåäíåíèÿ îáîñíîâàí äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äâóìÿ

ïåðåìåííûìè, íå ñîäåðæàùèõ áîëüøèõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ñëàãàåìûõ. Âî-

ïðîñ î ïîñòðîåíèè ïîëíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ (äàæå î âòîðîì åå ÷ëåíå)

â ýòèõ ðàáîòàõ íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Ïåðåéäåì ê ãëàâå 2. Îíà ñîäåðæèò îäèí ïàðàãðàô (§2.1), â êîòîðîì îáîñ-

íîâàí ìåòîä óñðåäíåíèÿ è ïîñòðîåíà ñ îáîñíîâàíèåì ïîëíàÿ àñèìïòîòèêà

ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â öèëèíäðå Q = Ω × R, ãäå Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà

Rn ñ C∞ - ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàâèñÿùàÿ îò áîëüøîãî

ïàðàìåòðà ω çàäà÷à î
2π

ω
-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè t ðåøåíèÿõ ñèñòåìû

16



ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂u

∂t
=

n∑
i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂u

∂xj
+

n∑
j=1

Lj(x)
∂u

∂xj
+

+
∑

0≤|s|≤m

fs(x, u)eisωt +
√
ω
∑

0<|s|≤m

ϕs(x, u)eisωt,

u|Γ = 0,

(8)

ãäå Γ = ∂Ω×R, aij(x) � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,Lj(x) � êâàäðàòíûå ìàòðè-

öû ïîðÿäêàN ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, fs(x, u) è ϕs(x, u) �N -ìåðíûå

âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

f s(x, u) = f−s(x, u), ϕs(x, u) = ϕ−s(x, u),

(x, u) ∈ Ω× RN .

×åðòîé ñâåðõó ìû îáîçíà÷àåì îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Ôóíêöèè aij, ýëåìåíòû ìàòðèö-ôóíêöèé Lj è êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíê-

öèé fs è ϕs áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è, êðîìå

òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

aij(x) = aji(x),
n∑

i,j=1

aij ξiξj > α

n∑
i=1

ξi
2,

ãäå ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn è α > 0 íå çàâèñèò îò ξ.

Íàðÿäó ñ âîçìóùåííîé çàäà÷åé (8) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, êî-

òîðóþ áóäåì íàçûâàòü óñðåäíåííîé:

∂v

∂t
=

n∑
i,j=1

∂

∂xi
aij(x)

∂v

∂xj
+

n∑
j=1

Lj(x)
∂v

∂xj
+

+ f0(x, v) +
∑

1≤|s|≤m

is−1 ∂ϕs(x, v)

∂v
ϕ−s(x, v),

v|Γ = 0,

(9)
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ãäå
∂ϕs
∂v

=

(
∂ϕsi
∂vj

)N
i,j=1

- ìàòðèöà ßêîáè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò âåùåñòâåííîå íåâûðîæäåííîå ñòà-

öèîíàðíîå ðåøåíèå u0(x) ∈ C2+α(Ω), α ∈ (0, 1).

Òåîðåìà. 1.Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α ∈ (0, 1), r è ω0,

÷òî ïðè ω > ω0 çàäà÷à (8) èìååò åäèíñòâåííîå â øàðå ||u − u0||Cα,α2 ≤ r

âåùåñòâåííîå
2π

ω
- ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè t ðåøåíèå uω(x, t). Ýòî ðå-

øåíèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî ïî (x, t) è ïðè âñåõ k ≥ 0 óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó

||uω − u0||Ck, k2 ≤ ck ω
k−1
2 , ck = const > 0,

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà M íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî ωM , ÷òî ïðè ω > ωM ýôôåêòèâíî ñòðîèòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
M
u(x, t), (x, t) ∈ Q, ñî çíà÷åíèÿìè â RN , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ k ≥ 0

îöåíêå

|| uω −
M
u ||

Ck,
k
2
≤ c(M,k) ω

k−M−1
2 , c(M,k) = const > 0.

Çäåñü Ck,k/2 � îáû÷íîå ã¼ëüäåðîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé, çà-

äàííûõ â Q, ãëàäêîñòè k ïî ïðîñòðàíñòâó è k/2 � ïî âðåìåíè.

Ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîñòðîåíèå êàæäîãî

ïðèáëèæåíèÿ
M
u ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ M ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îäíîçíà÷-

íî ðàçðåøèìûõ çàäà÷ îïèñàííîãî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû âèäà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è àáñòðàêòíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé (ñèñòåìû ãë. 2 îòíîñÿòñÿ ê ïîñëåäíèì) ñ áîëüøèìè âûñîêî÷àñòîòíû-

ìè ñëàãàåìûìè îáîñíîâàíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ïî îïðåäåëåííûì íîðìàì
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èìååòñÿ â ðàáîòå Â.Á. Ëåâåíøòàìà9. Â åãî æå ðàáîòå10 ïîñòðîåíà ñ îáîñ-

íîâàíèåì ïîëíàÿ àñèìïòîòèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ ïåðâîé

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñêàëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â ãëàâå 3 ñîäåðæàòñÿ èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû ê òåîðèè ãëàâ 1,2.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Â.Á. Ëåâåíøòàìó çà ïîñòàíîâêó

çàäà÷, ðóêîâîäñòâî è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè
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